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В настоящей статье вводится понятие К-гомотопии для семейств К топологи

ческих пространств X. Новое понятие обобщает п-гомотопию, определённую в 

[3] (см. также 11], [5]) и Р-гомотопию. определённую в [4]. На основе введённого 

понятия строится концепция обобщённых шейпов или К֊шейпов. Если К = {X : 

dim X < п], то К-шейпы совпадают с n-шейпами. определёнными в [1]. Если 

К состоит из топологических пространств с обобщённой размерностью (в смыс

ле А. Дранишникова) меньшей, чем Р, то К-шейпы совпадают с Р֊шейпами. 

описанными в [4].

§1 . АБСТРАКТНЫЕ К-ШЕЙПЫ

Пусть 7՜ - произвольная категория, а К С ob (7՜) - некоторое семейство объектов 

категории Т. Рассмотрим произвольные объекты X и Y категории Т, и пусть 

Мог (X, У) будет множеством всех морфизмов из X в У.

Определение 1. Морфизмы f.g € Мог(Х, У) назовём равными относительно 

семействаК (или К-равными f = </), если для произвольного объекта А € А и 

произвольного морфизма h: А —> X имеем f о h = д о h. 
Л •

Предложение 1. Отношение tt = ” является отношением эквивалентнос

ти в множестве Мог(Х, У).

Множество Мог (X, У) разбивается на непересекающиеся классы эквивалентнос

ти, соответствующее фактор-множество обозначим через Могк (X, У), а класс 

морфизма f обозначим через [/]к- Нетрудно доказать, что все объекты катего

рии 7՜ и классы К-равных морфизмов составляют новую категорию, которую
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обозначим через 7к-

Предложение 2. Если К = оЬ(7՜) = все объекты категории 7", то для 
к

/. д € Мог(Х, У) имеем / = д тогда и только тогда, когда / = <?.
ч 

х
Доказательство : Достаточно показать, что из / =д вытекает / = д, т.е. для 

любого морфизма К: А •—> X, где А - объект семейства К, имеем / о К = д о к. 

Так как К = оЬ(7՜), то в качестве объекта А можно взять X, а в качестве Л 

тождественный морфизм 1с1х : X X. Тогда имеем / о = д о 1с1х, т.е. / = д. 

Доказательство завершено.

Из Предложения 2 следует, что в случае К = оЬ(Т) имеем Могк (А՜, У) = 

Мог(Х, У), т.е. Г =■ Тк- Для полной подкатегории Р категории 7՜, Рк есть 

полная подкатегория категории Тк- Если Р - плотная подкатегория категории Т 

(т.е. для произвольного объекта X 6 оЬ(Т) существует ассоциированная с ним 

обратная система {Хв, рпа'> Л}. составленная из объектов подкатегории Р), то 

для пары (7՜, Р) естественным образом строится шейповая категория.

Теорема 1. Пусть Р — плотная подкатегория категории Т, а К С оЬ (7՜). 

Подкатегория Рк является плотной подкатегорией категории Тк тогда 

и только тогда, когда для произвольных объектов (У (У £ Р, X £ Т 

и .морфизмов ^71, т/2: СУ —> СУ /: X -+ (У категории 7*, удовлетворяющих 
к

условию : г)1о/ =^2о/, существует объект О" / (} и морфизмы ту: С}" —> Су 
К ки / : X —> Су՛ такие, что ту о /' =/ и щ о 17 = 7/2 о т/.

Таким образом, если подкатегория Р категории Т и семейство К удовлетворяют 

условию Теоремы 1, то для пары (7к,Рк) естественным образом можно постро
ить шейповую категорию.

§2 . к-гомотопия
Рассмотрим гомотопическую категорию Н — ТОР всех топологических про

странств и гомотопических классов непрерывных отображений. Используя Опре

деление 1 к категории Н — ТОР, мы получим следующее понятие К-гомотопных 

отображений.

Определение 2. Отображения /, д: X —> У называются К-гомотопными 

(и обозначаем / д), если для произвольного пространства А € К и

любого отображения К: А —> X имеем / о К ~ д о К,

В случае, когда К состоит из единственного пространства А, тогда получаем 
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понятие А-гомотопных отображений. Очевидно, что из обычной гомотопичности 
вытекает К-гомотопичность.

Предложение 3. Пусть для любых топологических пространств X и 
У П = Ух есть множество всех непрерывных отображений из X в У. 

Отношение К—гомотопичности является отношением эквивалентности 
на множестве И.

Таким образом, множество П = УЛ разбивается на попарно непересекающиеся 

классы К-гомотопных отображений, которые назовём К гомотопическими клас

сами. Класс К-гомотопности отображения / обозначим через [/]к-

Предложение 4. Если отображения /1, £71: X —> У и /2, <72: У —> 2 удовле- 
К К к

творяют условиям /1 ֊ (/1 и <72, то /2 о /1 ~ <72 ° <71 -

Доказательство : Рассмотрим произвольное пространство А £ К и произволь

ное отображение А: А —> X. Мы должны доказать, что (/2 о /1) о А ~ (д2 о дг) о К.
К к

Так как /1 =$1, то имеем /2 0/1 о А ~ /2 о <71 ° А. С другой стороны, из /2 = д2 

следует соотношение /2 о д-^ о К ~ д2 о дг о Н. Доказательство завершено.

Для двух классов К-гомотопных отображений [/]к« X —> У и [^]к: У —> 2 

определим по формуле [д]к о [/]к = [<7 о /]к их композицию.

Теорема 2. Все топологические пространства в качестве объектов и 

классы К—гомотопных отображений в качестве морфизмов составляют 

категорию.

Эту категорию обозначим через К — НОМОТОР. Применяя Предложение 2 к 

категории Н — ТОР, получим следующее утверждение.

Предложение 5. Пусть К — семейство всех топологических про

странств. Произвольные два отображения гомотопны тогда и только 

тогда, когда они К-гомотопны.

Теорема 3. Пусть А и В — произвольные топологические пространства, 

имеющие один и тот же гомотопический тип. Тогда А—гомотопность 

и В-гомотопность эквивалентны.

Доказательство : Пусть А ~ В, а для /,д՝. X —> У имеем / _ д. Для 

доказательства того, что / — д, рассмотрим отображение К: А —> А՜ и докажем, 

что / о Л ~ д о А. Поскольку А ~ В, то существуют отображения А1: А —> В и
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/1->: В —> А такие, что

^2 О Ь.1 2Г /д, О Л.2 ~ /в, (1)

где 1а и 1в ~ тождественные отображения пространств А и В, соответственно. 

Из В-гомотопности отображений / и д и из (1) получаем

/о/1 = /о/ю7л:г/о/1о/12о/։1~(7о/1о/12о/11~(7о/1о7А=:до/г.

Аналогично можно доказать, что из А-гомотопности вытекает В-гомотопность. 

Доказательство завершено.

Предложение в. Отображения /, </: А —> X являются А—гомотопными 

тогда и только тогда, когда топологические пространства А и X 

гомотопны.

Доказательство : Достаточность тривиальна, поэтому докажем необходи

мость. Пусть /, д \ А —> X А-гомотопны. В частности, для тождественного ото

бражения 1А: А -4 А имеем /о/я 2г до 1а, т.е. / ~ д. Доказательство завершено. 

Ниже, термин “класс” будет означать класс топологических пространств.

Определение 3. Класс К удовлетворяет условию факторизации относительно 

класса Ь. если для произвольного пространства А £ К и отображения к: А —> X, 

где X - любое топологическое пространство, существуют пространство В Е Ь и 

отображения к' ՝. А —» В и к": В —¥ X такие, что к ~ к" о к'.

Теорема 4. Пусть класс К удовлетворяет условию факторизации отно

сительно класса Ь. Тогда из Ь-гомотопности произвольных двух ото

бражений вытекает их К-гомотопность.

Доказательство : Пусть /, д՝. X —> У - два Ь-гомотопных отображения. 

Рассмотрим произвольное пространство А С К и отображение к: А —> X. 

Мы должны доказать, что / о к ~ д о к. Существуют пространство В € Ь и 

отображения к': А —> В и к"; В —* X такие, что

к ~ к" о к'. (2)

Так как отображения /, д являются Ь-гомотопными, то имеем

/ о к" ~ д о к”. (3)

Учитывая (2) и (3) получаем /оЬ 21 / оЛ"о Л' 21 до Ь" о Я' 21 до/и Доказательство 

завершено.
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Следствие 1. Если пространство А удовлетворяет условию факторизации от

носительно пространства В, то из В-гомотопности двух отображений вытекает 
их А-гомотопность.

Доказательство : следует из Теоремы 4, так как пространство можно рассмат

ривать как класс, состоящий из единственного пространства.

Следствие 2. Пусть К ֊ семейство топологических пространств и Е С К. Тогда 

из К-гомотопности отображений следует их Ь-гомотопность.

Предложение 7. Пусть В — топологическое пространство, а А - его 

ретракт. Тогда из В-гомотопности двух отображений следует их А- 

гомотопность.

Доказательство вытекает из Следствия 1 и следующего утверждения.

Предложение 8. Пусть В — топологическое пространство, а А - его 

ретракт. Тогда пространство А удовлетворяет условию факторизации 

относительно пространства В.

Доказательство : Пусть г: А В есть отображение вложения, а г: В —> А - 

ретракция. По определению ретракта имеем г о г = г. Рассмотрим отображение 

/г: А —> X, где X - топологическое пространство. Так как (К о г) о г = Л о (г о г) = 

Л, о г = Л, то получаем, что Н факторизуется через пространство В с помощью 

отображений г: А <—> В и Дог: В —> X. Доказательство завершено.

Из Теоремы 4 следует, что если класс Ь удовлетворяет условию факторизации 

относительно класса К (в частности, если Ь С К), то существует ковариантный 

функтор Вьк: К — НО МОТОР —> Ь — НОМОТОР, который тождественен на 

объектах и переводит класс К-гомотопности [/]к в класс Ь-гомотопности [/]ъ-

§3. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ К-ШЕЙПЫ

Вопрос : При каких условиях на семейство К подкатегория Р была бы плотной 

в категории К — НОМОТОР? Из Теоремы 1 следует такой критерий.

Теорема 5. Подкатегория Р будет плотной подкатегорией категории 

К - НОМОТОР тогда и только тогда, когда выполнено следующее 

условие :

Для произвольного топологического пространства .¥, АН R—простран

ств О, С? € Р и непрерывных отображений т?х, т/з: (У —> С), /: X 
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удовлетворяющих условию тц о / ~ г)2 о /, существуют такое А№ R- 

пространство (/' Е V и такие непрерывные отображения ту: О” —> (^'
К ки /': X —> О", что Г) о р 2: / и о т) ~ т)2 о т)՝

Простым пример м семейства К, для которого имеет место Теорема 5, является

семейство всех топологических пространств ТОР. В этом случае теория К- 

шейпов совпадает с классической теорией шейпов топологических пространств. 

Другие примеры таких пространств были построены в [1], [4], [5].
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