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В статье изучаются условия почти гипоэллиптичности для не эллип­тических дифференциальных операторов в случае, когда их символы могут оставаться ограниченными при бесконечном возрастании ар­гумента. В двумерном случае получены необходимые и достаточные
УСЛОВИЯ. ♦

50. ВВЕДЕНИЕМногие вопросы общих дифференциальных уравнений, такие как существование, единственность, гладкость решений задачи Коши или краевых задач, поведение резольвенты и другие сводятся к априорным оценкам, к сравнению мощности или силы соответствующих дифференциальных многочленов к £р-оценкам про­изводных через дифференциальные операторы (проблема коэрцитивности). Ос­новные результаты в этом направлении, в основном для эллиптических или ре­гулярных гипоэллиптических операторов подытожены в монографиях [1] - [3].В наиболее общей постановке, задача оценки мономов через заданный регуляр­ный (невырожденный) многочлен решён В. П. Михайловым в работе [4] (см. также [5], [6]). Нерегулярным гипоэллиптическим (и более общим) операторам посвящены работы [7], [8], где можно найти историю вопроса и ссылку на лите­ратуру. В частности, работа [7] содержит критерии почти гипоэллиптичности, а [8] содержит описание операторов обобщённого главного типа в случае, когда общие символы этих операторов бесконечно возрастают на бесконечности.В настоящей статье мы находим условия почти гипоэллиптичности для негипо- эллиптических дифференциальных операторов в случае, когда их символы могут
Работа, описанная в этой публикации, поддержана INTAS грантом, по. 01080 



Почти гипоэллиптические многочлены ... 45оставаться ограниченными при бесконечном возрастании аргумента. В двумер­ном случае получены необходимые и достаточные условия. Основные результаты здесь относятся к двумерному случаю, хотя многие результаты имеют место и для случая п > 2.Начнём с необходимых обозначений и определений. Через Ш.л будем обозначать п-мерное евклидово пространство, а через No - множество п-мерных мультиин­дексов. Для £ € 1ЯЛ и а Е положим
Для линейного дифференциального оператора с постоянными коэффициентамиР(Р) = пусть Р(£) = V будет его характеристическим многочле-

от аном (полный символ), где сумма берётся по конечному набору мультииндексов (Р) = {а £ ./Уд : 7а ф 0). Для двух дифференциальных операторов ф и Р будем писать ф < Р, если существует постоянная С > 0 такая, что
1<?Ю1<с[|Р(е)| + 1], <еп1п.

Определение 1. Оператор Р(Р) (многочлен Р(£)) называется почти гипоэл- липтическим, если Р < Р для всех а € А^.Определение 2 (см. [2]). Оператор Р(Р>) (многочлен Р(£)) называется харак­теристически простым, если существует постоянная С > 0 такая, что
|о|>0Очевидно, что почти гипоэллиптические операторы, операторы вещественного главного типа (см. [8], [9]) и операторы, локализации на бесконечности которых линейны (см. [2], том 2, глава 10 и [10]) являются характеристически простыми. Предположим, что задан многочлен, не возрастающий на бесконечности. Целью настоящей статьи является нахождение алгебраических условий на подмногочле­ны заданного многочлена, при которых этот многочлен будет или почти гипоэл- липтическим или характеристически простым. Не оговаривая каждый раз, мы будем изучать многочлены с вещественными коэффициентами. ♦Определение 3. Наименьший выпуклый многогранник, содержащий множество (Р)и{0), называется многогранником Ньютона или характеристическим 



46 Г. Г. Казарянмногогранником многочлена Р и будет обозначаться через Л/^Р). Многогран­ник V с вершинами из Щ называется полным, если Л/ имеет вершину в начале координат и отличные от начала координат вершины на каждой координатной оси множества А/д .Пусть ЛГ - полный многогранник. Множество Г С X называется гранью многогранника ЛГ, если существуют единичный вектор Л = (А1,...,АП) и число <2 = с£( А) > 0 такие, что (А, а) = А1О1 4- • • • 4- Апап = с1 для а £ Г, и (А, /3) < <2 при (3 € V \ Г. Вектор А назовём внешней нормалью (.V-нор малью) грани Г. Множество всех Л/’-нормалей грани Г обозначим через Л(Г).Очевидно, что для А:-мерной грани Г полного многогранника V С множество Л(Г) открыто и связано в (п — &)-мерной плоскости ((п — &)-мерный конус), 
к = 0,1,...,п- 1. Отметим, что ЛЛнормаль (п — 1)-мерной грани определяется однозначно.Полный многогранник V называется правильным (вполне правильным), если внешние нормали (и — 1)-мерных некоординатных граней многогранника Л' имеют неотрицательные (положительные) координаты. В работе [7] доказа­но. что многогранник Ньютона почти гипоэллиптического многочлена является правильным.Определение 4. Пусть А € Ш? \ {0}. Многочлен Л(£) называется А-однород- ным (или обобшённо-одпородным) А-порядка с/д, если для любого < > 0

Я((А«) = С е иг".При А! = ... = Ап А-однородный многочлен является однородным многочленом в обычном смысле.В работе ’4] доказано, что для любой грани Г полного многогранника ЛА(Р) многочлена Р(£) = подмногочлен
а

отвечающий этой грани, является А-однородным для любого А 6 А (Г).Пусть Я(£) - А-однородный многочлен и А; > 0, 3 = 1,...,п. Положим
{п п

чет": П**°- Е>1г/А, = 1. «(<?) = <4, (о.1)
։=1 1=1 JД(^, А, R) = пип {(А, и) : и 6 Ыц, О'՜Я(т)) / (I) . (0-2)



Почти гипоэллиптические многочлены ... 47Для заданного многочлена Р. через A(Af) обозначим множество АГ-нормалей всех граней многогранника Af(P) со всеми положительными координатами. Тогда многочлен Р можно представить в виде суммы A-однородных многочленов :
м мрЮ = ЕЛ«) = Е Е ТаС, АеА(У), (0.3)

>=о j=O(A,a)=djгде постоянные М и dj (j = 0,1,..., ЛГ) зависят только от А, Р и do > di > ... > djVf > 0. Рассмотрим множество
мЕ(Р)= (J Е(А,Р) = J Р|Е(А, Pj). (0.4)

А€Л(ЛО А€Л(Л/');=ОТак как добавление констант к многочлену не влияет на его почти гипоэллип­тичность и характеристическую простоту, то мы можем предположить, что Р(0,...,0) = 0, и поэтому dM > 0. Следовательно, не умаляя общности, мож­но предположить, что Рм(£) £ const для любого А 6 Л(ЛГ).В работах, посвящённых алгебраическим условиям гипоэллиптичности, почти гипоэллиптичности или характеристической простоте, обычно предполагают, что многочлен Р таков, что |Р(£)| —> оо при |£[ —> ос (см., например [7]. где можно найти дальнейшие ссылки на литературу). Здесь мы рассматриваем случай, когда это условие не выполняется.При п ~ 2 мы доказываем, что почти гипоэллиптические многочлены, не возрастающие на бесконечности, имеют нули в любой окрестности бесконечности (Теорема 2.1) и очень простую конструкцию (Теорема 1.1).Лемма 0.1. Пусть V - регулярный многогранник Ньютона почти гипоэллиптического многочлена Р. Тогда для любых А 6 A(V) и 
Г) € S(А, Р), имеемd, (А)-△(>), А, Ру) = 0, у = 0,1.......Af(A). (0.5)Доказательство : Предположим обратное : пусть для некоторого числа Л, удовлетворяющего условию 0 < к < М(А) имеемdk(A)— △(?;, А, Рк) > 0, ^(А)-Д(Ч,А,Р,) = 0, у = 0,1.......к-1. (0.6)Соотношения (0.6) равносильны следующему утверждению : для некоторого мультииндекса i/ G 7Vq имеем(A.kz) = A(«|,A,Pt)<d»(A), D'-PkM #0. Pl'Py(>)) = 0, } = 0,1,..., к - 1.



48 Г. Г. КазарянТогда для последовательности = зхт) = (зА1 тц,зХпт)п), 5 — 1,2,... имеем
М(А)

р(е}= 52 = °-
>=«

(0-7)
М(Х) ЛГ(А) ' М(А)

П"Р(С) = 52 = 52 з^^УР^т)) = 52 з^-^О^Р^М = 0.
7=0 7=0 >=кСледовательно, при з —> о© имеем

\О”Р(е)\ = |£>‘/Л(т?)|з<<',_(Л’։') 4֊ о(5<,--(а’р)) -4 оо.
Согласно (0.7), это противоречит Определению 1. Лемма 0.1 доказана.§1 . МНОГОЧЛЕНЫ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ ПРИУСЛОВИИ Е(Р) # 0Пусть Я(£) = Я(£ь£г) ~ А-однородный многочлен Л-порядка г/ = с1ц > 0 и >1, Аз > 0. Если R не является одночленом, то вектор А определяется однозначно с точностью до постоянного множителя (и однозначно при |А| = 1). Многочлен Я(£) = V Да£а может быть представлен в виде (А,<*)=<! я«)=ег«), г(4)= 52 г^а> (к1>

(А,а)=4-(А,р)где является наибольшим общим одночленным делителем, а мультииндекс д С ^02 определяется однозначно.Лемма 1.1. Пусть Я(41,4г) ~ А-однородный многочлен А-порядка с1 и А1, А2 > 0. Если Е(Я) / 0 и △(?/, А, R) = <4 для некоторого т) Е 2(11), то1) в представлении (1.1) Д1 = А»2 = 0, 2) А1 = А2,3) многочлен R имеет вид
Л(С = а(6֊т6)п, (1-2)где а, т суть действительные, ап — натуральное.Доказательство : Утверждение 1) очевидно. Для доказательства пункта 2) положим п, = <1/Х, (։ = 1, 2), С1 = Т(П1>о), с2 = Г(0>Пзр Отметим, что

с, =/ 0, »=1,2, п։!так как противное означало бы, что △(т?, А, R) < с/, что противоречит условию *Леммы 1.1.



Почти гипоэллиптические многочлены ... 49Предположим, что Л! Д2։ и пусть для простоты Ат < А2. Тогда гц > п2 и точка (пх — 1, ог2) не принадлежит прямой (А, а) = (1 для любого а2 £ No. Поэтому степень многочлена Я(£) - с^”1, как многочлена от строго меньше чем тц - 1. Следовательно, = тцкхг/х 0, и имеем
△ (ту, А, Л) < Ах(п1 — 1) < АхП1 — (1.

Это противоречие доказывает утверждение 2).Теперь докажем утверждение 3). Заметим, что из уже доказанного утверждения 2), получаем Ах = А2. Предположим, что А2 = А2 = 1. Многочлен R представим в виде Я(«1,6) = ЙЯ (^֊, 1) = 6 # 0.
\<2 / \Ч2/Многочлен Я(<) одной переменной в точке щ/г/г имеет корень порядка потому что для любого к < (1 имеем = "Пг к В*R | = 0. Следовательно,/ и

= а [I — \ . Обозначая т = тух/^г» получаем
Я(О = йа

Это доказывает представление (1.2). Лемма 1.1 доказана.Замечание. Утверждение 3) вытекает из представления А-однородных много­членов, полученных в [11] и [12].Основным результатом этого параграфа является следующая теорема.Теорема 1.1. Пусть /V — полный многогранник Ньютона многочленаР(чс1,6) с вещественными коэффициентами и Е(Р) 0. Многочлен
Р почти гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда он допускает представление вида

т

^(е) = Е«>(б֊<2)т-л
,=0

(1.3)т ф 0
для некоторого натурального тп и действительных чисел ау,т.Доказательство : Пусть Р - почти гипоэллиптический многочлен. Применяя Леммы 0.1 и 1.1 для А € А(Л/՞), из условия Е(Р) 0 заключаем, что многочлен 
Р может быть представлен в виде суммы однородных многочленов

гп т

Р(£) = Е ЛЮ = - тХ։)га֊>'
1=0 ;=0

(1.4)



50 Г. Г. Казарянгде т - натуральное число, а а;, т) (У = 0,1,...,тп) - действительные числа, ао. то 0. Если г) Е Е(Р), то Р^г)) = 0 для любого ] = 0, 1,..., т. Следовательно, то — П = ... = гт = г, что доказывает представление (1.3). Для того, чтобы доказать почти гипоэллиптичность многрчлена Р вида (1.3), сделаем замену переменных г = — т^г, которая приводит многочлен Р к многочлену от однойпеременной. А для последнего многочлена соотношение Ок Р < Р для любого 
к = 0.1.... очевидно. Теорема 1.1 доказана.Перейдём к нахождению алгебраических условий характеристической простоты многочлена Р, удовлетворяющего условию Е(Р) ф 0. Пусть R - А-однородный многочлен. Положим = {г/ Е Е(Р) : О\Р(т)) = ... = = 0). Пусть- полный многогранник Ньютона многочлена Р и А Е Л(Л7). Представим Р в виде (0.3) и для каждого А֊однородного многочлена Р; рассмотрим множества Е'(А, Р,), > = 0.1,..., М(А). Если Е'(А, ® для всех € Л(Л<), то Р являетсямногочленом действительного ЛЛглавного типа (см. [8], [12]). Согласно Лемме 1.1 из [12] можно показать, что Р характеристически простой. Поэтому мы рассмотрим лишь случай, когда Е'(А, -Ро) Ф 0 Для некоторого А Е А(А/’).Лемма 1.2. Пусть .V — правильный многогранник Ньютона характе­ристически простого многочлена Р(£) = Р(£1,...,£п) с действительными коэффициентами. Если

7=0для некоторого А Е Л(Л7), то^(А) - △ (77, А. Р;) = 0, г) Е 23'(А, Р), ] = 0,1,..., М(А).Доказательство : вытекает повторением рассуждений, проводимых при дока­зательстве Леммы 0.1 с тем лишь отличием, что здесь вместе с равенством (0.7) используем и равенства
П ЛГ(А) п М(Х)Е Е |д.^«’)1 = Е Е = о, »= 1,2....

1 = 1 7=0 | = 1 7=0Используя теперь Леммы 1.1 и 1.2, получаем представление (1.3) также для характеристически простых многочленов с непустым множествомЕ'(Р)= 0 Е’(А.Р). Аел(л/)Отсюда и из Теоремы 1.1 вытекает следующая теорема.



Почти гипоэллиптические многочлены ... 51Теорема 1.2. Пусть V ֊ правильный многогранник Ньютона многочле­на Р(ц1,^г) с действительными коэффициентами и 'Е'(Р) ф 0. Тогда Р является характеристически простым тогда и только тогда, когда он почти гипоэллиптический.Сравним также почти гипоэллиптическис и гиперболические по Гордингу опе­раторы. В работе [13] доказано, что многогранник Ньютона гиперболического по Гордингу (следовательно, гиперболического по Петровскому) оператора не мо­жет иметь более одной (п — 1)֊мерной вполне правильной грани (т.е. грани, все компоненты единичной внешней нормали которой положительны). Таким обра­зом, если многогранник Ньютона ЛА гиперболического оператора Р(Д) является вполне правильным, то V является (п — 1)-симплексом с вершинами на коорди­натных осях, т.е. при п = 2 многочлен Р представляется в виде суммы однород­ных многочленов.Из теоремы Гординга-Хермандера-Свенсона (см. 14], или [2], том 2, Теорема 12.4.6) следует, что многочлен вида (1.2) с гиперболической старшей частью Ро«) является гиперболическим тогда и только тогда, когда многочлены Ро и Р имеют одинаковую степень (по Л. Хермандеру). Очевидно, многочлен Ро(£) = а(£1 — т£>)т гиперболичен (см. [2], том 2. Теорема 12.4.3). С другой стороны, из Теоремы 1 работы [15] следует, что многочлены Ро и Р в представлении (1.3) имеют одинаковую силу. Отсюда и из Теоремы 1.1 непосредственно вытекает следующее утверждение.Теорема 1.3. Если многочлен Р(41,чз) почти гипоэллиптичен и Е(Р) 0, то оператор Р(£>!, ГЬ) гиперболичен по Гордингу.§2. МНОГОЧЛЕНЫ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ.НЕОБХОДИМОСТЬ УСЛОВИЯ Е(Р) / 0Пусть многочлен Р не возрастает на бесконечности, т.е. существуют последова­тельность {£*} и число С > 0 такие, что
|/’(П1 < С. 1^*1 —> ОО, при 5 —> ОО. (2-1)

Пусть V - многогранник Ньютона многочлена Р и А € А(А/*). Положим для всех
ч'(а)=г1г£ = (€;1г£՛...



52 Г. Г. КазарянТак как |т/,(А)|д = 1 для любого з = 1.2,..., то существует сходящаяся подпо­следовательность последовательности {т;а(А)}. Обозначим через Вр(А. {£’}) мно­жество частичных пределов последовательности {ту*(А)}, а через Вр(Х) ֊ объеди­нение множеств 5р(А, {£л}) по всевозможным последовательностям {£"}, удовле­творяющим условию (2.1). Наконец, положим
Вр= □ Вр(Л).A6A(V)Сначала докажем следующее утверждение, справедливое для всех п > 2.Лемма 2.1. Пусть А/ — полный многогранник Ньютона почти гипоэл- липтического многочлена Р(£1։..., £п), не возрастающего на бесконеч­ности, и пусть А Е А(АГ), ту Е 5(А). Предположим, что многочлен Р допускает представление вида (0.3) по вектору А. Тогда ОхРо^у) — О для любого и Е такого, что (А,։/) < с/о(А).Доказательство : Предположим противное : для некоторого V Е имеем

(X.v)<<l0(X), DXPOM^9. (2.2)
По определению 5(А) точка 77 является частичным пределом последовательности {пл(А)}, порождённой последовательностью {41}, удовлетворяющей (2.1). За счёт выбора подпоследовательности {?ул(А)}, можно считать, что тул(А) —> ту при з —> оо. В силу (0.3) для всех з — 1.2,... имеем

-И(А) М(А)^(Г) = У. D-'Pj(e) = £ I«'|a
}=0 J=O

Так как dq > dj, j _ 1,.... М(А), то из (2.2) для s —> 00 получаем
+*>(!)] -+ оо.

При 1/ — (0,...,0) это противоречит (2.1). Если же и / (0,..., 0), то это вместе с(2.1) противоречит почти гипоэллиптичности многочлена Р. Лемма 2.1 доказана.Следствие. В условиях Леммы 2.1а) для любого А Е A(V) имеем 5(A) П IRJ С S(A, Ро), где IR” = {77 Е IRn : П?=1 гц # 0}. Если ту Е 5(A) П IRJ, то △ (ту, А, Ро) = d0(А),Ь) при п = 2 и любом А Е A(V) имеем 5(A) С Е(А, Ро).



Почти гипоэллиптические многочлены 53Доказательство : Утверждение а) очевидно. Что же касается Ь), то достаточно заметить, что в двумерном случае из Лемм 1.1 и 2.1 вытекает, что Ро - одно­родный многочлен. Если такой многочлен обращается в нуль в точке т], то или 7Д = 7?2 = О, ИЛИ 7)^2 / 0.Согласно Лемме 1.1 заключаем, что не возрастающий на бесконечности много­член Р(6,€2) может быть почти гипоэллиптическим, если имеет вид
Р(О = «о(€1 - гб)" + £р,Ю. (2.3)

где т - натуральное число и ао, т ф 0 суть действительные.Лемма 2.2. Пусть Р(^1,^з) - невозрастаюший на бесконечности почти гипоэллиптический многочлен, и пусть т) € Вр. Если Р;(т?) = 0 при 
3 = 0.1,..., к и Р*.+1(т?) 0 (к < тп - 1), то

= к1<т-;, 7 = 0,1,...,/:. (2-4)
Доказательство : Проведём его методом индукции по к. При к = 0 равенства (2.4) для Ро следуют из Леммы 2.1 (см также (2.3)). Предполагая, что (2.4) имеет место при к < &о, докажем (2.4) для к = ко + 1. По определению множества Вр существует последовательность {С}» удовлетворяющая (2.1) такая, что точка 
Т) € Вр является точкой сгущения множества {т)3} = {С1С|}՝ и по предположе­нию индукции (2.4) имеет место при к < к0. Покажем теперь, что существует постоянная С > 0 такая, что при любом и 6 No имеем

з = 1, 2,..., 7 = 0,1 (2-5)
Для этого заметим, что из (2.4) при к < ко и из Леммы 1.1 следует, что однородные многочлены Р, имеют вид

ВД=аЖ1֊т6Г' т=*
7/2

7 = 0,1,..., к0~ (2-б)
Так как многочлен Р почти гипоэллиптичен, то для любого мультииндекса 
у 6 No имеем О”Р < Р. В частности. Д"Р < Р при и = (тп — 1, 0). Это означает, что для нашей последовательности {£л} числа

В^Р^3) = аОт!(4^ - т^)т + соп^, з = 1, 2,...



54 Г. Г. Казарянобразуют ограниченное множество. Это вместе с представлениями (2.6) доказы­вают (2.5). Пусть РДг)) = 0 при 1 = 0.1, ..., *0 + 1 и Ра0+2(г/) / 0, но тем не менее существует мультииндекс 1/° Е No такой, что
Оо1 Л.+1ЫП т — ко — 1. (2-7)

Тогда из (2.3) для всех з = 1,2,... имеем
В^Р(С) = 52 + |$'|т՜*0՜1՜1*' |РрОРко+1(т7,) +

>=*о+2Отсюда и из (2.5), (2.7) следуетЦГ‘?Р(С)| = \П^Рк+1(г])\ • ’(1 + 0(1)) -> ос, при з —> оо.оЭто вместе с (2.1) противоречит тому, что О'՜ Р < Р. Лемма 2.2 доказана.Теорема 2.1. Если Р(^ь^2) является не возрастающим на бесконечности почти гипоэллиптическим многочленом, то £(Р) фДоказательство : Сначала заметим (см. (2.3)), что множество Е(Ро) состоит из двух точек 7/° = (т/\/1 + т2, 1/х/1 + т2) и т/1 = -7)°. Следовательно, множество 
Вр С Е(Ро) содержит не более двух точек. Через т/ обозначим одну из этих точек. Предположим теперь, что для невозрастаюшего (Вр ф 0) почти гипоэллиптичес- кого многочлена Р вида (2.3) имеем Е(Р) — 0- По определению множества Е(Р), существует целое 0 < к < т такое, что Р}(т)) = 0 при ] = 0, 1,..., к и Рд.-+1(7}) ф 0. Используя Леммы 1.1. 2.2 и представление (2.3), получаем, что многочлен Р име­ет вид 

к т
РЮ = £аЛ«1-г«2)т-'+ £ Р,(«). (2.8)

7=0 >=*+1Рассуждениями, аналогичными рассуждениям при доказательстве Леммы 2.2, можно показать, что существует постоянная С > 0 такая, что для любой последовательности {£*}, удовлетворяющей (2.1), имеем
|Р,(Г)|<С, 3 = 1,2,..., ;= 0, (2-9)С другой стороны, при з —> оо получаем



Почти гипоэллилтические многочлены ... 55Это вместе с условием Рк+1(т)) 0, представлением (2.8) и неравенствами (2.9) показывает, что при я —> оо имеем
|р«')1 = la+iWi • 1сГ’*’1(1 + cd» -+ ос,

что противоречит (2.1). Теорема 2.1 доказана.
ABSTRACT. The paper studies conditions of almost hypoellipticity for 
non-hypoelliptic differential operators in the case, where their symbols 
can remain bounded under infinite argument increase. In two-dimensional 
case conditions that are both necessary and sufficient are obtained.
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