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В статье получены оценки типа Зигмунда для оператора типа сфери­ческого потенциала комплексного порядка а, 0 < Rea < 1. Опираясь на эти оценки, действие этого оператора и связанного с ним сингулярно­го сферического интеграла изучаются в обобщённых классах Гёльдера и Я-(5п_1,р).

§0. ВВЕДЕНИЕВ статье исследуются оператор сферического потенциала К° и связанный с ним гиперсингулярный интеграл Da комплексного порядка а. При Rea > 0 оператор 
Ка определяется как оператор сферической свёртки :

(№/)(*) = da. (0.1)G Sn _ 1,
где 7n_i(a) - нормировочная константа (см. §1) и а п— 1, При а = n— 1, 
п 4֊ 1,... (0.1) модифицируется обычным образом, см., например, [7], [9], [13]. Для 0 < Rea < 2 сферический сингулярный интеграл Daf определяется следующимобразом :

--------7----- Г7n-i(-a) «֊>° ֊ fgL to, 
|z — ^[n-i+a

£ G Su—i • (0.2)
Для операторов (0.1), (0.2) оценки типа Зигмунда для действительных значений а были получены в [1 — 3]. В настоящей статье получены оценки типа Зигмунда для комплексных а, 0 < Rea < 1. На основе этих оценок в обобщённых классах Гёльдера Я"(5П_1) и Hu(Sn_^p) мы исследуем действие Ка и Da при Rea / 0 
Работа, описанная в этой публикации, поддержана РФФИ (Грант № 00-01- 
00046а.)



6 Б. Г. Вакулов, Н. К. Карапетянц, Л. Д. Шанкишвилии D'° при любом действительном в ± 0. Предположим, что характеристика о>(£) принадлежит классу Ф* типа Бари-Стечкина, причём /3 и <5 зависят от п и Rea, а р(х) - степенной вес в конечном числе точек сферы. Наряду с операторами Ка и Da рассматриваются также операторь?
(0.3)

Заметим, что в случае 0 < Rea < 2, a / 0 справедливы следующие соотноше­ния :
Ка - I. KQ Da = I. Т>'е 7)-*е = I для любого в е IR1 \ {0}. (0.4)

Используя рекуррентные соотношения для мультипликаторов оператора по сферическим гармоникам, в §5 доказывается обратимость оператора Dli> для любого действительного в 0. На основе этих результатов, при a>(£) = tx показывается, что оператор Ка с 0 < Rea < 1 осуществляет изоморфизм
= ^A+R*Q(Sn_i), 0 < A, Rea < 1, I + Rea < 1

И Р±,*[ЯЛ(5„_1)] = HA(S„-j) для любого 0 < А < 1.Аналогичные утверждения в весовом случае для пространств Hq (Sn-i, р)> р(я) = mП I1 ~ х. ak Е Sn-i доказаны как при обычных предположениях 0 < Рк <к = 1n — 1 (см. [2], [3]), так и в принципиально новом случае ’‘больших порядков веса”, когда п — 1 < pk < n-Re а. Приводятся некоторые свойства обобщённых классов Гёльдера, включая утверждения о плотности C°°(5n_i) в HA(Sn-i).Дробные интегралы мнимого порядка на отрезке вещественной оси рассматри­вались в [5], [6]. Ниже предполагаем, что п > 3 и используем букву с для обозна­чения постоянных.§1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ их!Будем использовать следующие обозначения, стандартные для многомерного анализа на сфере 5п-1 в ПГ1 : х — (х1։ ж2,..., гп); |х| = \/х\ + 4- ... 4- х? ;

х • У - xi yi + Х2 у2 4- ... 4- хп уп ; Sn-i = {т : х Е IRn, |я| = 1} ; |Sn-i| = 2х(»-1)/2Г-1 (^1\ . 7в_1(о) = 2а„(п-1)/։г г-Ф՜*՜*) ; 0,(7, Л) =



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 7sup |/(z) — /(<т)|. Отметим, что Г ( —|®-<г|<Л ' 20,-2,... по аналитическому продолжению. определяется при Rea < 0, a /
Наряду с необходимыми фактами, сначала напомним частный случай формулыФунка-Гекке, известный также как формула Каталана

х € Sn-i, (1.1)
где Сп = |5п-2| - площадь единичной сферы в в ЛК.՞՜1. Рассуждениями как и в (1.1), вычисляются и оцениваются интегралы вида/(а, 6)= [ ^(|х - сг|)</<т, х Е 5п-1. (1.2)

•/а<|х — <т| < 6Лемма 1.1. При п > 2
Гь

J(a,b) = 23-п Сп 9(и)и"-2(4-иг)("-3>/г^и. (1.3)
У аПри п > 3

Да.Ь)<С„ [ |у(и)| и՞՜2 Ли. (1.4)
У аЗаметим, что ,Ца. Ь) не зависит от х, а именно

' ff(\x-al)da = / ^(|у —<т|) tier
a<|x-«7|<b J a<\y-<r\<b

для любых z.t/ESn-i- (1-5)
Следующая оценка интересна при 7 > п — 1 (следует из (1.4))

da к “ 2/I7 da

к - vl1 <с|х-у| ■>+՞ (1.6)
Нам понадобятся известные числовые неравенства, которые приведем для случая комплексного

lx* - 51*1 < с|г - 1/1 iR'“ *, х > у > 0, Ren > 0; (1.7)
\хр — у“| < с |х — у| у*'"՜1, х > у > 0. Re/. < 1; (1.8)|i* - у*| < с|х - y|Re", x > 0, у > 0, 0<Re/i<l; (1.9)|i'*-^|<c|x-J/|(z + y)Re'‘-1, x > О, у > 0, Re//>1. (1.10)Лемма 1.2. При любых z, у Е Sn-i и 7 > 0 на части сферы, определяемойнеравенством |у - а| > 2 |х - у|, (1-11)



8 Б. Г. Вак улов, II. К. Карапетянц, Л. Д. Шанкишвилисправедлива следующяя оценка
(1-12)

Доказательство : Из неравенств (1.7)-(1.10) при а > О, 6 > 0, 7 > 0, а >2 |6—а|,получаем (1.13)Подставляя а = — <т|, Ь = |$/ — в (1.13) и учитываяользуя, что £/(« + £), а > 0монотонно возрастает по £ > О, получим (1.12). Лемма 1.2 доказана.Лемма 1.3. При р> 1 ии,р>0
(1-14)

Определение 1.1. Будем говорить, что си(2) 6 РГ, 2 € [0,1], если1) ш(2) непрерывна на (0,2] ;2) ^Нтош(2) = 0, си(2) 0 при 0 < I < I;3) ш(1) почти возрастает.Из определения класса IV следует, что ш(2) >0 при I > 0.Определение 1.2. Для определим Я^(5П_1) как класс функций / 6 С(5П_1), удовлетворяющих условию о>(/, 2) < сси(2). Фактически, Н^Зп-г) является банаховой алгеброй с нормой
Н/Пн-(5П_։) = ||/||с(5п_х) +вир (1.15)

։>о ш(2)Определение 1.3. Класс Яи'(5п_1,р) = {/ : р/ Е Яи;(5п_1)} с очевидной нормой называется обобщённым весовым пространством Гёльдера. Если р(х) = |х -а\^ и выполняется условие Нт(р/)(х) = 0, то будем писать / € Н$(5п֊1,р). В случае пространств Яи'(5п_1), чтобы исключить пустые классы, предполага­ем. что о? (2) Е И/՜ удовлетворяет условию зир2/си(2) < ос. Будем рассматривать »>о также классы
^(5».!) = {/:/€ Я“(5„_1), Нт вир = 0}, 

л->° о<«<ь ^(2)
(1-16)

Ьо(Яп-1>р) — {/ Е Ь^(5п-1,р) : Ит(рУ)(т) = 0}. В случае степенной харак- X —теристики ш (2) = 2А соответствующие пространства Яи'(5п_1,р) (и Ь(1'(5П_1, р))обозначаем просто через ЯА(5п_1։р) (и ИА(5п_1,р)).



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 9Для д > 0 обозначим, см. [11], [12]
а для /3 > О

= {w(t) G W :

(1-17)
(1-18)Заметим, что класс Ф^ = Ф*5 А Фд обычно называют классом типа Бари-Стечкина. В частности, ф£ = Ф° А Ф1 - класс Бари-Стечкина.Напомним некоторые свойства класса Ф^, 6 > 0, (3 > 0 (см., [4], [12]).Свойство 1.1. При любых /%, <51, справедливо равенство Ф3! А Ф33 = Если Д°полнительно имеем 62 > <51, /32 < (32, то Ф^’ С Ф^.Свойство 1.2. При 6 > /3, класс Ф’3 пуст.Свойство 1.3. Для ш(/) € Ф^, 0 < д < (3 существует такое е > 0, что функция а,(£)/<^-е почти убывает, аи(1)/?+< почти возрастает и существуют постоянные С1 > 0, с2 > 0 такие, что

<«>(*) <с2^. (1.19)Свойство 1.4. При любом р > —<5 имеем u(t) 6 Ф^ <=> tpu(t) Е Ф^+рВ заключении параграфа сформулируем следующие хорошо известные леммы.Лемма 1.4. Если cv(t) > 0 почти возрастает на (ОД], то
rfw(h) < сЬ(£֊1) 2*՜1 - 1 h < //2, £ € IR1. (1.20)

Лемма 1.5. Если u>(t) > 0 и u>(t)/t почти убывает на (0.1], то
dt, (1.21)

Если дополнительно потребовать, что в Лемме 1.4 u?(t)/t почти убывает и в Лемме 1.5 cu(t) почти возрастает, то при £ < 0 выражения в (1.20) и (1.2.) эк­вивалентны (правые части оцениваются левыми частями, используя константы вида с ft‘1՜1).§2. СФЕРИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ #w(Sn֊i) 1°. Случай 0 < Reo < 1. В этом пункте получены безвесовые оценки типа Зигмунда.



10 Б. Г. Вак у ло в, Н. К. Карапетянц, Л. Д. ШанкишвилиТеорема 2.1. Для / 6 С{3 оценка типа Зигмунда : Леа < 1 имеет место следующая
ш(К“/,Л)<сЛ / ^1<Й, 0 < Л < 1. (2.1)<//> 1Доказательство : Следуя [1]. [2], прйведём доказательство, опираясь на важное представление для разности (Ка/)(х) — (КаПолное доказательство дадим для более интересного случая гиперсингулярного интеграла. Ясно, что норми­ровочный множитель 7п-1(а) войдёт мультипликативно в константу в правой части (2.1). Следовательно, достаточно рассмотреть оператор К°/ без этого мно­жителя. Предположим, что 0 < К < 1 и обозначим |х — г/| = К. В силу (1.1), (1.5)получим

(1(Т с1а (2.2)
и

dcг — I
</|г — <г| < 2/1

(2-3)Оценим каждое слагаемое в (2.3) по аналогии с А1, А2, А4 в нижеследующей теореме для гиперсингулярного интеграла Ра/.Теорема 2.2. Для / Е Сл­оненка Зигмунда : Не а < 1 имеет место следующая
\ . а---- (11. (2-4)70 ьДоказательство : Как и выше используем представление без множителя 7п-1(—а)- Имеем(Ра/)(1) ֊ (£>»/)(у) " лТ“----ГТ— и<Т =Аа/(<т)-/(у) , _|<2Л I» ֊ °

|х֊<7|>2Л к - |-г — <г | > 2/1

(2-5)Используя замену переменных I = 2и и неравенство ц>(/, 2и) получим
Л

|<2Л к -
"УЛ)

0 ' (И. (2.6)^1+Кеа ՝ 'о



Сферические потенциалы комплексного порядка 11Используя {<7 |z — <т| < 2h] С : |<т — г/| < ЗЯ} и (2.6) для А2 находим
Учитывая (1.6), получим |Лэ|<сы(/,Л) л-1ио.

(2-7)
(2-8)Используя (1-12) при 7 = п — 1 3֊ а, из Re7 > Ои почти убывания и(/, i)/t,получим
(2-9)

Учитывая (1.20) и (2.6)֊(2.9), приходим к (2.4).2°. Случай Re а = 0, а / 0. Рассмотрим теперь оператор D" (см. (0.2)) в случае *мнимого а = ie. Оператор D1 в обладает как свойствами сферического потенци-ала, так и гиперсингулярного интеграла. Таким образом, в оценке Зигмунда для . ' гл 'D' в участвуют оба выражения из правых частей оценок типа Зигмунда Теорем2.1 и 2.2 при формальной подстановке Rea = 0.Лемма 2.1. Для в € IR1 \ {0} и h = lx — t/|sup |Г(Л)| < оо, h>0 (2.Ю)
Доказательство : Обозначение Z(/i) корректно, так как интеграл в (2.10) инвариантен относительно всех вращений и, следовательно, зависит только от
h = |z — j/|. Запишем

7(Я) =
|x-<z|>2h 
|у--|>2Л

dcrl.v — <т|п-1+*9 dcr = /i+Z2.

В силу (1.4) имеем |/2| = с du/u = с 1п2. Для оценки Л запишем его в виде
Подобно случаю /2, имеем |/”| < с 1п2. Итак, остаётся оценить В силу (1.3)
Интеграл 1[ сходится абсолютно (п > 2). Для имеемЛемма 2.1 доказана.

~ н|А (Л)| < (2С„)/|0|.



12 Б. Г. Вакулов, Н. К. Карапетянц, Л. Д. ШанкишвилиТеорема 2.3. Для / 6 С(5„_1) и в € 1И1 \ {0} имеет место следующая оценка Зигмунда :
u(D'ef,h)<c (2-11)

Доказательство : Так как из (2-12) вытекает /з) —> 0 при h —> 0,заключаем, что Dlf>f € C(Sn֊i). Можно использовать представление (2.5) при 
а = 10. Ясно, что оценки IАi| и lAo) сохраняются. Оценивая |А4| приходим к (2.9). Наконец, оценивая Аз находим |Аз| < о?(/, h) |/(h)|. Применяя Лемму 2.1, получаем |А3| < cw(f. К). Объединяя все оценки, с учётом (1.21) получим (2.11).§3. СФЕРИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ Н^^-^р)1 Случай 0 < /1 < п — 1 и 0 < Не а < 1. Рассмотрим теперь весовые оценки типа Зигмунда для степенного веса р(х) — |х — а|р. Как и выше, |х — ?/| = К и. не умаляя общности предполагаем, что |х — а| > |у — а|. Для определённости положим = /(ст) р(<т) и предположим, что ^(а) — 0, так что имеет место оценка |0(а)| < |сг - ц|).Теорема 3.1. Пусть р(х) = |х - а|р, 0 < р < п-1 и р(х) /(х) 6 С(5П_1). Если (р/)(<х) = 0, то при 0 < Кео < 1 имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

Г2 ш(р /Л)
и(рК°/,К) <сН*' / Л <Й, и- пнп(1,р). (3.1)

7/1Теорема 3.2. Пусть р(х) — |Х-а|^, 0 < р < п- 1 и р(х) /(х) 6 С(5П_1). Если (р/)(о) = 0, то при 0 < Не а < 1 имеет место следующая оценка типа Зигмунда :
+ , = тт(1,д). (3.2)

Замечание 3.1. В общем случае оценка (3.2) содержит два слагаемых. Однако, при 1 — Rea < р второй интеграл в (3.2) можно оценить через первый, так что оценка (3.2) аналогична той. которую мы имеем в безвесовом случае. Анализ доказательства Теоремы 3.2 показывает, что правая граница для р может быть расширена за пределы п — 1. В условиях Теоремы 3.2 имеем оценку
u(pDaf,h)<c У dt, 1 - Rea < р < п - 1 + Rea. (3.3) 

I



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 13Действительно, при 1 — Rea < ц с учётом почти убывания ш(/,t)/t второе слагаемое в (3.2) оценивается по cu(f, h) /i_Rea и остаётся воспользоваться (1.21)֊Доказательства Теорем 3.1 и 3.2 аналогичны доказательству весовых оценок типа Зигмунда для сферического гиперсингулярного оператора действительного порядка (см. [3]), но несколько видоизменяется случай оператора £)'*, 0 6 IRl\{0}.

4- / {△(х,<т) - △($/, a)} i/>(a)da = Д 4֊ I2 4֊Л-
J\x-cr|>2hОценим теперь каждое слагаемое в (3.8).а) Случай 1<р<п — 1.В силу (1.7) и (1.14) имеем

— <т| < |а — а|,|х - а\ > |<т - а|,
и поэтому оценка в правой части (3.9) не зависит от р.

Теорема 3.3. Пусть p(z) = |х — aj^, 0 < /х < n— 1, и пусть р(х) f(x) 6 C(S._i).Если (р/)(а) = 0, то для в € 1К1 \{0} имеет место следующая оценка типаЗигмунда :
Доказательство : Используя обозначение 'ф(х) = |z — a|p /(зг), имеем

p(x)(D՝e f)(x) = (D։e4)(x) + g(x), (3.5)
где

!>(*)= / | ? ~Д|Х՜<3-4 * 6>
!<? - а\‘ I1 ИОценка модуля непрерывности оператора (Е,*’ф)(х) получена для безвесовогослучая (см. Теорему 2.3). Остаётся оценить Полагая

(3-7)
представим д(х) — д(у) в виде
р(х) - д(у) = / Д(®,<т) ф(а) da - / &(у,а) ф(а) da+

J\z-<r\<2h J|r—<г|<2Л (3-8)

припри (3-9)



14 Б. Г. Вакулов, П. К. Карапетянц, Л. Д. ШанкишвилиПри |х — - а|, с учётом (3.9), (1.4) и поскольку си(/, <)// почти убывает.имеем (Н и ОМ) , 
----- аг.о *При |х - а|, в силу второго неравенства (3.9), {|сг — < |сг — т| < 2К} С{|<т - а| < 2А] и (1.4), получаем

(3.10)

| п — 2

Аналогично Ц оценивается и Ц. Перейдём к оценке Д.Сначала оценим |Д(х,а) — △(?/, <т)|. Используя неравенства (1.7), (1.10), (1.12), простые оценки |х — а| < 1х — <т| 4֊ |сг — а|, |у — сг| < К 4- |х — <т| и предположение
\у — а| < |х — а|, находим

!△(!,*) - △(у, <т)| < (З.П)
Последнее неравенство перепишем по аналогии с (3.9) :

!Д(х.сг) - Д(у, сг)| < сЬ

' _____1__________|<т — а| |х — <т|п-1 ___________ 1___________„ |сг — а|м |х — <т|п՜^
при |х — <т| < |ст — а|, при |х — <т\ > |<т — а|. (3.12)

Для /3 при \х — <т| < \сг — а|, с учётом почти убывания 1]/1 в (3.12) и (1.4), имеем 1Ы<сА/' (3.13)
■ 7|г֊а|>2Л 1*֊НП Л К՜Если же |х — (71 > |<т — а|, то рассматриваем два возможных случая {|х — <т| > к ~ а1 > 2К} и {|х — сг| > 2/1 > |сг — а|}. В силу (3.12) имеем

Д1 < сп / —■-------- ------ (/<т + с/։р + си(,0,/1) / --------- т—
•'!«-<т| > 2Л 1<7 - «Г к -

(3.14)
Отсюда с учётом (1.4) и условия /х < п — 1 легко получить (3.13).Используя оценки для Д, Д и /3, получаем (3.4) при 1 < /х < п — 1.6) Случай 0 < /х < 1. В силу (1.7), (1.8) 

(△(®^)1< п-2 ’т.е. получаем правую часть (3.9) при |х — <т| < |а — <т|. То же самое выражение оценивается по с к-а)1 п как и в случае (3.9) при |х — сг| > |о—а|. Следовательно,



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 15оценки |711 и |/21 сохраняются. Чтобы оценить |/3| отметим, что с учётом (1.7),(1.8) и (1.12) имеем
ch» (3.15)Поскольку w(/, t)/t почти убывает, из (3.15) и (1.4) при |z-cr| < |а-сг| получаем

Аналогично, если |т — а\ > |а — <т|, то при |z — <т| > |а - сгi > 2 h получаем (3.16)

|сг — а|, то правая часть (3.15)'оценивается какНаконец, если |т — <т| > 2h > 
ch~~n |сг — а]՜1, и имеем
Собирая полученные выше оценки при 0 < д < 1. в силу (1.21) получим (3.4).(3.17)
Теорема 3.3 доказана.2°. Случай р > п — 1 и 0 < Иеа < 1. Рассмотрим теперь случай “больших" д (д > п — 1). Рассуждая как и при доказательстве предыдущих теорем можно установить следующие утверждения.Теорема 3.4. Пусть р(х) = |ас —а|р, п— 1 < д < n — Reo и p(i) f(x) £ C(Sn-i)» причём (р/)(а) = 0. Тогда для 0 < Reo < 1 имеет место следующая оценка типа Зигмунда :

^pK“f,h)<ch ['‘^^dt + h“+^a-''+l [ (3-18)
Jh I Jo bТеорема 3.5. Пусть р(т) = |x —a|M, n — 14֊ Re а < д < n и p(i) /(г) E C(Sn-ib причём (р/)(а) = 0. Тогда для 0 < Re а < 1 имеет место следующая оценка типа Зигмунда :

ы(рОа/,к)<сН“-^а-п+1 [ (319)

Ниже, в случае оператора сферической свёртки мнимого порядка, сравним оценки при “малых” и “больших" д.Пусть/(ас) е #о (5П-ь/>)֊ Известно (см., например, [3]), что если А 4-Кеа < 1. то первое слагаемое в правой части (3.18) оценивается как с АЛ Яеа. Аналогичная оценка для второго слагаемого в (3.18) будет выполнена при условии
д < п — 1 4- А. (3.20)Приходим к следующей лемме.



16 Б. Г. Вакулов, Н. К. Карапетянц, Л. Д. ШанкишвилиЛемма 3.1. Пусть р(х) — |я — а|р, п — 1 < /х < п — 1 + А, 0 < A, Rea < 1 иА+ Rea < 1. Если / € Я$($„-։,р), то Каf 6 ff^+R'“(S„-i,p).Аналогично доказывается следующее утверждение.Лемма 3.2. Пусть р(х) = |х — а|*‘ и 0 < Re < А < 1. Если 1 < /х < п — 1 +А и / € Я0А(5„_1,р), то D°f G H0A-։U“(Sn-i,p).В случае 1 < р < п — 1 -Ь Rea можно использовать (3.3) и проверить, что в условиях Леммы 3.2 получим u(pDa f,h) < с hA~Rea. В случае n — 1 + Rea < р < 
п — 1 + А используем (3.19), где сходимость интеграла приводит к ограничению 
р < п — 14֊ А, а условие А — Rea > 0 нужно для положительности степени в оценке w(p D1' f. h) < с h'x“Rea.3°. Случай р > п — 1 и Rea = 0. При р(х) = 1 оценка Зигмунда Теоремы 2.3 похожа на оценку для сингулярного оператора.Теорема 3.6. Пусть р(х) = |х — а|д, п — 1 < р < п и р(х) /(х) € С(5П_1), причём (р/)(а) = 0. Тогда для 0 Е 1Л1 \ {О} имеет место следующая опенка типа Зигмунда :«(р О' Л) < с 1* Л + Л 1՜ . (3.21)
Следствие 3.1. Пусть р(х) = |х — а|р, 0 < р < п и тах(0, р — п + 1) < А < пйп(1, р}. Тогда

Die(H^Sn-t,p)) С Яо(5п-1։р). (3.22)Если р < п — 1, то оценки (3.4) и (3.22) справедливы при 0 < А < шт(1,д). При М > п ~ 1 из условия р — п-|-1 — А>0 следует сходимость первого интеграла в (3.21). Итак, приходим к (3.22).4°. Поведение в окрестности весовой точки.Теорема 3.7. Пусть р(х) = |х — а|м и р(х) /(х) 6 С(5п-х). Если (р/)(а) = 0, то в условиях теорем настоящего параграфа, оценки Зигмунда можно дополнить соотношениями Нт(рКа/)(х) = 0 или Пт (рОа /)(х) = О, -г—г->а соответственно.Доказательство : Рассмотрим Теорему 3.3 в чисто мнимом случае и покажем, что 11ш(рД“/)(х) = 0. Можно считать, что р(х) /(х) Е Ьъо(Зп-1). Следова­тельно, функция в левой части равенства (3.5) непрерывна и непосредственная подстановка х = 0 даёт (/?£)’ й /)(а) = 0. Доказательство завершено.



Сферические потенциалы комплексного порядкаВ некоторых частных случаях Теорема 3.7 имеет место без предположения (/>/)(<*) = 0.Теорема 3.8. Если р(х) = |х — а|м, 0< д < п — 1, 0 < Иеа < 1и 
р(х) /(х) £ С(5п-1), то Ит(рК'а /)(ж) = 0.Доказательство Теоремы 3.8 предварим следующей леммой.Лемма 3.3. Пусть ( < п - 1, п - 1, Аб 1И1. Тогда

' _ у|-(€+П-А֊п + 1),

£4-1? — А>п-1,£4-т?-А = п֊1,£4-г? — А<п — 1,(3.23) £ + т?-А>п֊1,£ + т?-А = п — 1,п — 1.(3.24)ч + - А <
Доказательство : Доказательство (3.23) с помощью техники вращений можно найти в [13]. Здесь мы дадим прямое доказательство для обеих оценок (3.23), (3.24). Для этого рассмотрим следующее представление : / = Л 4՜ /г 4՜ 7з =а՝ г + Г \ (к-Н + к-^)'*

г —а|<|х —у|/2 Лг-»|/2<|г-а|<2|»-»| 7|г-<г|>2 \x-y\J X ֊ <т|՝ |у - <Тр

а) Пусть 11 = {<т : |т — (Т! < '—■ }• Легко проверить, что |х — у| < 2 |у — <т| < 3 |х ~ у|» и для любого А имеем(к - 4- к - <г|)А < С к ~ У|А- (3.25)СледовательноА < с |г ֊ ур”> [ ^^<с|х_у|-«+^-+Ч. (3.26)
* ъ

I •. >4. * . ••• Ь V - ’• • 1 ՝ * '' •Ь) Пусть 12 = {а: < |ж_<7| < 2|х - г/|}. Тогда |у-<т| < 3 к ֊ У1 и поэтомуимеет место (3.25), что приводит к оценке для /2, аналогичной опенке для Д.I с) Наконец, пусть Т3 = {а: |х — СГ1 > 2 к ~ }• Тогда к ~ (Т1 - 2 |У — <Г1 < 3 к ~ (Т1 и для любого А имеем С1 к — °’|А < (к “ СГ1 4՜ к ~ <т1) < с\х — <т|\ Следовательно 



18 Б. Г. Вакулов, Н. К. Карапетянц, Л. Д. Шанкиш в ил иВычисление интеграла с учётом значений параметра — (£ + гу —А —п + 2) приводит к оценкам (3.23), (3.24). Доказательство завершено.Заметим, что оценка сверху модуля интеграла в левой части (3.23) верна и для комплексных значений параметров с естественной заменой в правой части этой оценки параметров £, т) и А на Яе£, Нет/ и՝ЯеА, соответственно. То же самое утверждение имеет место и для оценки снизу, в случае, когда Не £ +Не ту — Яе А < п - 1.Доказательство Теоремы 3.8 : Из (3.23) следует, что для произвольного £ > О имеем (рКа< с ||р /||с(5п_1) к ~ . Доказательство завершено.§4. СЛУЧАЙ ОБЩЕГО ВЕСАНапомним, что в случае веса в одной точке, мы оцениваем модуль непрерывности выражения
(4.1)где 7 = п-1-ав случае оператора сферического потенциала. При рассмотрении общего степенного веса можно применить принцип разделения особенностей. Чтобы проиллюстрировать его рассмотрим случай, когда степенной вес имеется в двух точках. Пусть р(х) = р1(х) р2(х), где рДх) = |х — а|Р1, Рг(х) = |х — 6|Дз.Положим а(х,<т) = Р1(т)р11(сг) — 1, Ь(х,сг) — р2(х)р21(<т) — 1 и как обычно 

г/>(х) = р(х) /(т). В этих обозначениях имеем/ \ / \ / гл I \ [ а(х, Ь(х, ст) . /* а (х, (7)Р1к) р2^х\\К/}{х} = / ------------- ------- (1(7 + / --------- — у>(<т)<2<т+•к.-, |х — <т|7 /$,.։к֊Ф
[ Ь(х,сг) . [ -й>(сг\+ / I-------- — !/>(<?) (1(7 + / --------- — (1(7 = А1 + А2 + Аз + А4.

15п., к֊<Ф Л>п_։ к-<ФОценки для модуля непрерывности слагаемых Аг, Аз, А4 уже даны ранее. Ана­логичная оценка для Ах может быть получена с помощью методов предыдущих параграфов. Сформулируем один результат в случае “малого'’ общего веса.
ГПТеорема пйп(д1,д2 4.1. Для р(х) = П к - а*1Дй» 0 < М1,Д21—< П - 1, I/ = 4=1••чДтЛ)» (р/)(я) € С(5П_1) и (рУ)(а*) = 0, & = 1,2, ...,7П спра­ведливы оценки типа Зигмунда

ш(рК° /,К)<ск՞' и ' — /. /1—1Ъеа+к
7/| ь

(4-2)
(4.3)/Л) < с ц(рм) ^1 + И.есг



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 19§5. МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ СФЕРИЧЕСКИХ ГИПЕРСИНГУ­ЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ КОМПЛЕКСНЫХ ПОРЯДКОВПусть 'Рт(^) - полиномы Лежандра. определяемые по формуле Родрига в виде (см. [8])
Лп(<)= ֊5 

\ " /

2 ) И _ г2\(3-п)/2 _ ^2\т+(п-3)/2П- 1 \ ’2 )
Очевидно, ЧТО Ро(^) = 1» Р1(*) = ^М*) = ------Г (<2 - 1) + 1 и Рт(1) = 1 ДЛЯп — 1всех т € И + . Обозначим

(5-2)
Ат(а) = Сп(а) [ (1-<)-(а>2)/2(1 + «)(п"3)/2[Рт(^)֊1]Л. 7-1Как показано в [7], для 0 < а < 2 имеем (5.3)

(5-4)
Из (5.3) и (5.4) следует, что Сп(а), Ат(а) •< правая часть в (5.4) имеют смыслпри всех а. удовлетворяющих условиям

а 0, —2; —4.Иеа< 2. (5-5)
Для доказательства этого утверждения выведем одно рекуррентное соотношение.Лемма 5.1. Пусть а удовлетворяет условию (5.5). Тогда

Доказательство : Если о удовлетворяет условию (5.5), то Ат(а) корректноопределена. Рассмотрим разностьЛто+,(а) - Лт(О) = С„(а) Г (1 - 0->“+2)/г (1 + «)‘п-3)/։ [Р-п+1Ю ֊ (<))*■У՜1 (5.7)



20 Б. Г. Вакулов, Н. К. Карапетянц, Л. Д. ШанкишвилиИспользуя определение Р,п(£), получаемРш + 1 (t) ~ Pm (П —

(5-8)Дифференцируя правую часть (5.8) и подставляя в (5.7), находим

Интегрируя по частям

Используя (5.3), приходим к (5.6). Лемма 5.1 доказана.Лемма 5.2. Если а удовлетворяет (5.5), то для Аш(а) справедливосоотношение (5.4).Доказательство : следует из (5.6).Следствие 5.1. При a/0n0<Rea<2, для операторов (0.3) справедливы соотношения (0.4).§6. ДЕЙСТВИЕ ОПЕРАТОРОВ К". D° И D'0В этом параграфе р(х) = |т — и
wo(t) =iRea<j(t), w_Q(t) =t-Rea<v(t). (6.1)

1°. Случай 0 < Rea < 1.Теорема 6.1. Для ш G $i-Rea оператор К՞, действующий из вHu'e(Sn_i), ограничен.



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 21Теорема 6.2. Для си С Фн'° оператор Ра, действующий из Ни'(5п_1) в 
Н“~а (5П_1), ограничен.Доказательства этих теорем аналогичны приводимым ниже их весовым анало­гам.Теорема 6.3. Для Rea < у = min(l,p) и ш € Ф^-Rea оператор Я՜*,действующий из Hq (Sn-i,p) в H^a (Sn-i, p)i ограничен.Доказательство : Нам нужно доказать, что <■>(/>/lRea cu(/l) < с < оо. Так как
f G Ho(Sn-i,p), Ш E Фр-Rea- то в силу (3.1) получаем

>(pKaf, h) f2 му Rea/iRe*w(h) - w(/i) Jh
оСледовательно, ||Я° ($л_1։р) < c 11/11я“($п-1։р)- Доказательство завершено.Теорема 6.4. Для 1-Rea < р < п- 1 + Rea и ш G ФИеа оператор Da, действующий из Hq (Su-i,p) в a(5n_i,p), ограничен.Доказательство : Используя (3.2) при 1 — Rea < р < п — 1-1֊ Rea и

pf G Я^(5П_1), lu 6 ФИео, получаем
hReou(pDQf,h) w(/i)Отсюда получаем ||Да < с ||/||я-(5п_1 ,р)« Доказательство завер­шено.Аналогично можно доказать следующее утверждение.Теорема 6.5. Для 0 < р < 1-Rea и cu G $*+Rea оператор Da, действую­щий из Hq (Sn-i, р) в Hq e(Sn-i,p), ограничен.2°. Случай Rea = 0.Теорема 6.6. Для 0 < р < п, ш G Л = шах(0,р - п + 1), v = min(l,p) оператор Dlff, 0 G IR1 \ {О}, действующий из ^(5n-i,p) в себя,ограничен.Доказательство : Используя Теоремы 3.3, 3.6 и свойства класса Фи получаем 

w(pDt3 f, h) < cw(/i) ||/||яу(5п_1,р)- Доказательство завершено.Следствие 6.1. Для /(t) G HA(Sn_i) (hA(Sn_i)), A G (0,1) и любого в G IRl\{0} имеем D'3 f G ЯА(5п-1) (hA(Sn-i))-Первое утверждение этого следствия очевидно, а второе докажем сразу для боле< общих, а не только степенных характеристик.



22 Б. Г. Вакулой, Н. К. Карапетяна, Л. Д. ШанкишвилиСледствие 6.2. Для /(<) € Ь“'(5п-1), € Ф? и любых 6 € 1Н1 \ {0} имеем
£>"7бК-(5„_1).Доказательство : Используем вместо (2.11) эквивалентную запись

(6.2)
м гМы должны показать, что из пт ———А—>0 Ш(П)(6.2) имеем = 0 следует = 0. ИзЬ-»0 ш(п)

о;(Л) $(М) = (6-3)
Очевидно О при К —> 0 длято из Свойства 1.3 следует, что каждого фиксированногосуществуют 0 < <5 < 1 и О Так како

такие, что о/(<)/^ почти возрастает, а о>(^)/<1 с почти убывает. Следовательно,
< с£6 при ( < 1 и ^(А^)/о>(/1) < с^1 £ для £ > 1. Но тогда 1®(М)1 < С1_< Н/11ь֊(5„-,) ДЛЯ { < 1 И |з(л.4)| < - ^с+1) ||/||Ь“(д„.,)для £ > 1, т.е. |р(/1,£)| (Е ЬДО, оо). Остаётся в (6.3) применить мажорантную теорему Лебега. Доказательство завершено.Следующая теорема является одним из основных результатов работы.Теорема 6.7. Для А Е (0.1) и й Е Ш.1 \ {О} оператор Д' * обратим в пространствах ЯА(5П_1) и НА(5П_!), т.е.

©±<в(ЯА(5,_,)) = ЯА(5„_1), Р±>в(ЬА(5„_1)) = ЬА(5„_1). (6.4)
Доказательство : На основе Следствия 6.1 имеем Д±։ в(ЯА(5п_1)) С ЯА(5П_1) и аналогичное соотношение для ЬА(5п-1). Мы должны доказать, что (5.10) имеет место для У € Ял(5п-1). Заметим, что в силу Следствий 5.1 и 6.1 оператор Р±,н ограничен и в Нх(5п-1) и в ЬА(5л-1). Так как ЯА(3П_1) С ЬА-е(5п_1), то достаточно проверить, что (0.4) имеет место для ЬА-£(5П_1). Множество СЭС(5П_1) плотно в ЬЛ-е(5п_1). Так как оператор в ограничен на ЬА-е(5п-1) и в СОС(5Г1_1) имеет место (0.4), то / Е ЯА(5п_х). Теорема 6.7 доказана.Отметим, что аналогичные теоремы имеют место для безвесовых обобщённых••гельдеровских пространств и для весовых пространств и операторов комплекс­ных порядков. Приведём без доказательства теоремы для общего веса р(х) = гп



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 23Теорема 6.8. Для ш 6 ^֊Яеа, у — тш(д1, дг,..., дта, 1) и Леа < у < п-1 оператор Ка, действующий из (5п-1, р) в Н^° (5П_1, р), ограничен.Теорема 6.9. Для 6 ФЯса и 1 — Ие а < Д2,..., дт < п — 1 оператор Оа,действующий из (5П֊1, р) в Н^~а (Зп-1, р)» ограничен.Теорема 6.10. Для ш £ ф«/+Яеа, д < Д1,Д2,...,Дт < 1 — Иеа и у = гтп(д1, дг, ...,дт, 1) оператор Да, действующий из Яд(5п-1,р) в Яд (5п-1, р), ограничен.3°. Необходимые условия. Возникает вопрос насколько условия вышепри­ведённых теорем являются необходимыми. Здесь даётся ответ на этот вопрос в случае обычных гёльдеровских пространств и операторов действительных по­рядков.Теорема 6.11. Для 0 < а, А, А + а < 1 и р(х) = |т-а|д, 0 < д < п-а, оператор
Ка действует из Я^(5л-1,р) в Яд‘|’а(5л-1, р) тогда и только тогда, когда 

тах(0, д - п 4֊ 1) < А < тт(1, д) - о. (6.5)
Доказательство : Достаточность следует из оценки типа Зигмунда, если в Теоремах 3.1 и 3.4 положить = Iх. Теперь докажем достаточность.а) Предположим, что 0 < А < д — п+ 1. Тогда для /(сг) = |(7 —а| х р € Яд(5Л_1, р) и для всех х Е 5п-1 имеем

а — а 
— <т|'

А-р
——(1сг = оо.
-1-а

Ь) Теперь предположим, что д — а < А < 1. Положим /(ст) — |<т — а|л " £ Яд(5п_1,р). Тогда используя (рК°/)(а) = 0. получаемс |х - а|Л+“ > |(р = |» - а|* [ ,> «11* ֊ «Iй.
/с . 1«Э п— I 1что невозможно. Здесь использовано второе утверждение Леммы 3.3 для чисел £ = д — X ц т] — п — 1 — а. Теорема 6.11 доказана.Отметим, что условия (6.5) естественно записать в виде условий на показатель веса. В таком случае они принимают вид

А + о<д<А4-п—1. (6.6)
4°. Поведение по 0. Рассмотрим поведение операторов Я по 0.



24 Б. Г. Вакулов, Н. К. Карапетяна, Л. Д. ШанкишвилиЛемма 6.1. Если / € НА(5п-1), 0 < Л < 1, то \(О'в/)(х)\ < с |0| -> 0 при
в -> 0.Доказательство : Заметим, что |07п_1(г0)| > с. Следовательно, получаем |(Р‘7)(х)|<с^||/||Ях(5։._1).Лемма 6.2. (ср. с [5] при Кеа = 0 и с [11] при Кеа > 0). Если / С ДА(5п-1)? 0 < А < 1, то для любого 0 < € < А имеем

ЦО±‘7|1я»-(5.-։)<«|в||1/11я‘(5.-.)->1’ °ри <’->։>■ <6-7)||(Р±''7)(։)֊/(х)11я—с |»|о при (6.8)Доказательство : Так как Р±։,в/ — / = (Ьп(^10) — 1)/ и |6П(т։0) — 11 <С1^Ь то (6.3) вытекает из (6.7). Отметим, что в (6.7) множитель с |0| появляется от нормировочной постоянной (см. Лемму 6.1). Поэтому достаточно доказать, что постоянная в оценке Зигмунда в Теореме 2.3 не зависит от 0. Такая зависимость 
~ нможет возникнуть только при оценке слагаемого Аз в выражении Д в Лемме 2.1. Для каждого в этот интеграл имеет повед(ние с 11и Л|.Наконец, заметим, что согласно оценке (2.1) Теоремы 2.1 для / € С(5п-1) имеем 

ш(Ка/, К) < со)(/, /г) —» 0 при Л —> 0, К°(С) С С и Яеа > 0.§7. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ПЛОТНЫЕ МНОЖЕСТВА В ЬА1°. Ограниченность. Здесь мы докажем, что из некоторых предположений ограниченности в пространстве НА следует ограниченность в ЬА. Рассмотрим только пространства Гёльдера на отрезке [0. 1] и используем следующие обозна­чения :
14/ (д*) = вир !/(» + /»)-/(»)! |Л|Л NI = NIW. (7-1)

Поэтому если ПтЛ/(<5) = 0, то ||/||Л = ||/||с(о,1) + Я/ и / ё ЬА[0,1]. <5 —►ОЛемма 7.1. Для / £ ЬА(0.1], д ё Ьп(0.1] и А < т? < 1 имеем
^(5)<^-л1Ы1п + ||/-9||а. (7.2)Доказательство : следует из 14/(6) < 11/1 |а и из неравенства треугольника

Следствие 7.1. Пусть / ё ЯА[0,1], /т ё Я^О, 1], д > А и Пт ||/т - /||а = 0. т —юсТогда / 6 ЬА[0,1].Для доказательства достаточно взять в (7.2) д = /т.



с ерические потенциалы комплексного порядка 25Лемма 7.2. Пусть А — ограниченный линейный оператор, отображаю­щий ЯА'([0,1],р) В Я"'([0,1], р) И ЯА’([0,11,р) в Я“’([0,1],р). А! < А2, д։ < М2.Тогда А отображает ЬА1([0,1],р) в ЬР1([0,1],р).Доказательство : Для простоты рассмотрим случай, когда вес отсутствует.Рассуждая как и в (7.2), получаем
< 8^-^ ||А/т||Да 4-1|/ ֊ /„Ид, < сб^ ||/та||д3 + ||/ - /т||А1.

Осталось приблизить / функциями /т € Сэс(С ЯАа[0,1]) так, что II/ ~ /т||Л1О, и оценить слагаемое с5//3-М1 ||/т||да-Следствие 7.2. Пусть А - ограниченный линейный оператор в Дл([0,1]) и вЯм([0,1]), р > А. Тогда оператор А ограничен в НА[0,1].2°. Специальные плотные множества в ЬА;0, 1] и Ь(А[0, 1]. Известно, чтоС* [О, 1], 1 < к < оо плотны в ЬА[0.1], 0 < А < 1. Введём для удобства класс
С*т[о, 1] = {/ е ск[0,1]: /(х) = О,X 6 (0,1/т)}, ЭС. (7.3)

Лемма 7.3, [6]. Если / Е Н^О, 1], то существует последовательность/т € Со*т[0, 1] такая, что Нт т->оо ||/֊/т||А=0.Лемма 7.4. Пусть р(х) = хр и / Е Ь$([0,1], р). Тогда существует последо­вательность /т(т) € Со^71[0, 1] такая, что
||/-/ш||А.р = ||р(/֊/т)||А^0 при т —> ОС.

Доказательство : Действительно, если / 6 Ьу([0,1],р), то р/ € Ьо[0.1] и по Лемме 7.3 существует последовательность ит € СоСт[0,1] такая, что ||р/ - дт||д —> 0 при т —> оо. Положим в этом случае /т = р՜ 1 иш. Ясно, что для любого т имеем р՜1 6 С00 [1/т, 1]. Следовательно, /т € (о°т[0. 1] (так как дтп финитна в окрестности точки х = 0). Лемма 7.4 доказана.Следствие 7.3. Пусть р(х) = х» и V» € [0, 1]. Тогда существует /т € С^т[0,1]такая, что Цт/’—р }т ||д —► 0 при т —> оо (для этого достаточно взять /т — р н»п). Покажем, как Леммы 7.3, 7.4 применяются при доказательстве изоморфизма вслучае Яеа = 0. В этом случае 
АВ/ = /, /ес0те[о.1], (7.4)



26 Б. Г. Вакулов, Н. К. Карапетяны, Л. Д. Шанкишвилигде А. В ограничены во всех Н* [0.1] (и поэтому, во всех Ьд [0,1], см. Следствие 7.2). Рассмотрим (7.4) в Н£-<[0,1]. Так как С£°[0.1] плотно в Ъо~е[0,1], то (7.4) имеет место в Ид-е[0,1], и так как Яд[0.1] С Ьд *[0,1], даже в [0,1].В весовом случае имеем (7.4) и ограниченность операторов Ар = рАр՜1, Вр — 
рВр՜1 во всех Яд [0,1] и Ьд[0,1]. Полагая 0 = р/ € Но [0,1], / 6 Со°[0,1], из (7.4) имеем

АРВР4> = рАВр՜1 0 = 0. (7.5)Итак. (7.5) имеет место для всех 0(х) € Яд [0. 1], которые имеют вид
0 = р/, /(х)ес0°°[о, 1]. (7.6)Убедимся, что (7.5) имеет место для всех / 6 Яд ([0.1],р).Согласно Лемме 7.4 можно добиться, чтобы Нт ||0 — р/т||л-е = 0, где /гп € т—>осСо°т[0,1] и 0 6 Ьд“*[0,1] - произвольна. Так как 0т(х) = р(х) /т(х) имеетвид (7.6), для таких 0 имеет место (7.5) и Пт ||0 — р/||д_в = 6- Таким образом, т —юссоотношение (7.5) распространяется на все Ьд՜* и. следовательно, на все Яд [0, 1].3°. Плотные множества в ЬА(5п-1). Усреднения функции /(я) строим в виде следующего оператора : /е(х)=/ ке(\х - <т|) /(<т)с/<7, (7.7)

֊'Зп-!где ядро удовлетворяет условиям (см. [14]) :а) / ^е(|х - <т|) Ла = 1; 6) / |/ге(|х - а|)| Ла < С для всех £ > 0;(7-8)с) Пт / \ке(|х — <т|)) Ла = 0 для всех 5 > 0. (7-9)
с~*°Приведём доказательство этого утверждения для пространства 0(^-1). Заме­тим. что левые части в а) и 6) не зависят от х. Используя (7.8), получаем||/<(»)<С«(/,<5)+211/110(5..,) / |к.(|®-а֊|)| й<7. (7.10)

Л |х-<г|>4Следовательно, ||Д — /||с(5п_1) —> 0 при £ —> О, что и требовалось доказать.Если ядро в (7.7) - достаточно гладкое, то усреднение тоже гладкое.Возникает вопрос : можно ли сходимость усреднений в норме ЯЛ(5П_1) получать по той же схеме? Ясно, что в этом случае от /:г(|х — сг|) следует требовать большей гладкости. Обозначим



Сферические потенциалы комплексного порядка ... 27где А:(г) € Со°(П<^) - бесконечно дифференцируемая на [О.оо) и финитная (на бесконечности). Ниже будем предполагать, что &(г) = 0 для г > 1. Постоянная 
Ье подобрана так, чтобы было выполнено условие нормировки а) в (7.8). Из (1.3) получаем

Г Г2/е/ к'(\х - а\) Ла = Ьс 23~пСп / 1(и) ип‘2(4 - е2 д2)(п"3)/2 </и. (7.12)
•'Зп-! •'оОстаётся выбрать Ье из условия нормировки, полагая правую часть (7.12) равной единице. Кроме того, = Сп I к(и) ип~՜ (1и.е->0 0Теорема 7.1, [4]. Пусть /£(х) -> /(х) в С(5п-1) и удовлетворяет условию,. ^(Л,<5)пт зир —г֊<5—*0 е>о <^) = 0. (7.13)

Тогда 1ш1 ||А(ж) - /(®)||ь-(5п-1) = 0 и /(х) Е Ь^(£п_1).Теорема 7.2. Пусть /(ж) € Ь^(5п-1), /е(х) -> /(х) в С(5п-1) и для любого € > 0 удовлетворяет условию
ш(Д.<5) < сш(6). (7-14)

Тогда Пт ||А(х) - /(х)|Ь = 0. е—*0 (7.15)Приведём доказательство для случая = <Л. В этом случае достаточнопроверить, что ИЛ֊М)_П пт вир--------тт------- = и. (7.16)
Так как / Е ЬА(5п-1), то (7.16) следует из оценки

зир 6>0 ИЛ-М)
<5А

И/, д')
811Р ГА՜՜ о<а<л0 д

+ ^оЛ11Л-/11си—|- (7.17)
Доказательство завершено.Пусть теперь /(х) € ЬА(5п-1) и Д(х) - гладкое усреднение, построенное по достаточно гладким усредняющим ядрам. Согласно (/.10) получаем |/г —
/11с(5Л_х) —> 0 при б —> 0, а по Теореме 7.2 имеем (/.15). Следующая лемма завершает доказательство.Лемма 7.6. Пусть /с(х) - усреднение с гладким ядром к{(х) вида (/.11), удовлетворяющим условиям (7.8), (7.9). Тогда справедливо (/.14).



28 Б. Г. Вакулов, Н. К» Карапетяны, Л. Д. ШанкишвилиДоказательство : Обозначим д' = |z — у|. Так как интеграл в (7.7) не зависит от х (и у), то имеет место представление fe (х) — fe(y) = Л 4֊ Л, где
Л= [ {Ml* ֊ <Н)-М1»-*!)}(/(’)֊ Я®)) <^>

h = f {Ml® “ * I) ֊ ke(\y - <r|)} (/(<r) - f(x)) da.
J\x-<y\>2 6Согласно (7.8), имеем |/i| < cw(/,<5). Так как &e(|i — cr|) = 0 для |z — <r| > E, to имеем

Следовательно, для 3 < е получаем |Тг| < си(/, д'). Доказательство завершено.Следующая теорема является следствием Теоремы 7.2 и Леммы 7.6.
Теорема 7.3. Если 0 < А < 1, то С°°(5П_1) плотно в ЬЛ(5П_1).

ABSTRACT. The paper obtains Zigmund—type estimates for a spherical 
potential type operator of complex order a, 0 < Rea < 1. Basing on these 
estimates, the action of the operator and of related singular spherical inte­
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