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Статья состоит из двух комментариев к статье Р. В. Амбарцумяна 
“Дезинтеграция тождеств Плейеля и томография”, которая содержит­
ся в этом номере. В первом приводится новое доказательство тож­
деств типа Плейеля для плоских выпуклых областей, которое обобща­
ет результат Р. В. Амбарцумяна. Во второй части проводится сравне­
ние двух различных критериев о порождении мер валюаииями, опре­
делёнными на так называемых кольцах Сильвестра в пространстве 
прямых на плоскости. Критерий в статье Р. В. Амбарцумяна (Крите­
рий I) формулируется в терминах примитивных флаговых функций.
Более ранний критерий (Критерий II) был сформулирован в терминах 
флаговых плотностей. В §3 мы доказываем, что Критерий I в клас­
се примитивных функций эквивалентен Критерию II. В конце статьи 
приведена проверка Критерия I для примитивных функций в случае 
Iрансляционно инвариантной меры.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья состоит из двух частей, содержащих комментарии к статье Р. 

В. Амбарцумяна [1]. Первая часть относится к так называемым тождествам типа 

Плейеля. которые играют важную роль в статье [1]. Тождества типа Плейеля 

выражают интегралы

/ [ h(x) ~ ^(х) X cot cot 02 ] dg (1)

по некоторым подмножествам A C [D], где

[D] = множество прямых, пересекающих ограниченную выпуклую область D.

Класс множеств А зависит от конечного множества точек {Q,} и является ми­

нимальной конечной алгеброй подмножеств, содержащей [Dj и так называемое 

бюффоново кольцо, соответствующее множеству {Q,} (см. [2]). Функция A(z), 
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определённая на [0,оо), является непрерывно дифференцируемой. В (1), * обо­

значает длину хорды ОП д, где д £ [В] ֊ прямая, а ф\ и фъ суть углы пересечения 

прямой д с границей 50, оба угла берутся в одной полуплоскости, ограничен­

ной прямой д и внутри области &. с1д - инвариантная относительно евклидовых 

движений мера в пространстве

С — пространство прямых в Ж.2.

Учитывая их роль (см. также [4] — [7] и [17]), желательно иметь доказательство 

тождеств типа Плейеля, не опирающееся на интегрирование разложений комби­

наторной интегральной геометрии. Такое доказательство дано в §2. Как побоч­

ный результат мы убрали ограничение, присутствующее в [2] и [8] на положение 

точек {(?,) по отношению к области В.

Во второй части статьи проводится сравнение двух различных критериев о по­

рождении мер валюациями. определёнными на так называемых кольцах Силь­

вестра в пространстве С. Статья [1] формулирует критерий (Критерий 1| в тер­

минах примитивных флаговых функций. С другой стороны, более ранние статьи 

[9] и [14] (см. также [5], [11]) содержат некоторые необходимые и достаточные 

условия (Критерий II) порождения мер в терминах флаговых плотностей. В §3 

мы сравниваем эти условия и доказываем, что эти два критерия эквивалентны. 

В конце статьи приведена проверка Критерия I для примитивных функций в 

случае трансляционно инвариантной меры.

§2. ТОЖДЕСТВА ТИПА ПЛЕЙЕЛЯ

В этом параграфе Г) является ограниченным выпуклым замкнутым множеством 

на плоскости с кусочно гладкой границей 50, не содержащей прямолинейных 

отрезков. Здесь нам удобно работать с пространством С направленных пря­

мых на плоскости. Множество [О] теперь является множеством направленных 

прямых, пересекающих О, т.е. [О] С О.
Пусть к(д) — интегрируемая функция, определённая в пространстве С направ­

ленных прямых, р - прямолинейный отрезок на Ж՜ и [р] = ЕС : д Пр 0}. 

Отобразим [р] П [О] на произведение р х 50 следующим способом : д >֊4 (1,/), где 

I = д П р, а I - одна из двух точек из д П 50. Точнее, пусть I - точка, в которой 

д входит в О. В кинематической интерпретации / Е 50 есть точка, в которой 

частица, двигающаяся из —оо вдоль прямой д в положительном направлении 

впервые входит в О. Мы используем обозначения :
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/* для точки на границе 3D. в которой двигающаяся частица покидает область 

D. Вышеопределённое отображение обратимо и через ди мы обозначаем направ­

ленную прямую, соответствующую (t,l\. Мы можем записать k(g) = k(t,l). 

Также будем обозначать :

ри = расстояние между t € р и I G 3D.

ati = угол пересечения прямой ди с 3D в точке I £ 3D. внутри D и в левой 

полуплоскости относительно прямой ди,

[0. тг/2] э Ptl = угол между р и gtl.

Через dt и dl обозначим меры длин на р и 3D, соответственно. Используя 

известное (см. [3]) формулу для якобиана преобразования

, sin вц sin ati , „
dg = ——------ -dtdl, (2.1)

Ptl

получаем
f k(g)dg= [[ S‘DQ,lcft<fl. (2.2)

JJpxdD Ptl
Для того, чтобы найти значение интеграла (1) в случае А = [р] A [D], полагая в 

(2.2)

k(g) = h(X) - к'(х) X cotifacotfa, (2.3)

получаем

7 = J Mx) - Мх) X cot cot V»2] dg = 
[p]O[Dl

= / dl / (Д(хн) ֊ h'(Xti)Xti cot cot aJJ 
JdD Jo

sin pti sinat/ 
---------------- at, 

Ptl

(2-4)

где хи — длина хорды ди А О, а*, = угол (внутри О) между д։1 и 30 в точке 

пересечения причём углы ае/ и лежат в одной и той же полуплоскости 
относительно прямой дц.

Легко проверить, что 

и

dau 
dt

/n sin&/
= ИО-------Ptl

dxti 
dt

. . дай = xti cot atl ֊—֊

(2.5)

(2.6)

где i/(/) — 4-1 или —1, зависит от выбора положительного направления на прямой 

#р» которая содержит р и / £ 30. А именно, если точка I Е 30 принадлежит 

правой полуплоскости, ограниченной прямой др, то ։/(/) = +1 и 1/(1) = — 1 - в 
противном случае.
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Подставляя эти выражения в (2.4) находим

р

о
Чх</)-?г ^паи ~ Ь'(хн) Хн соэан со1а 

(Н
. дац (11 =и дг

ап
р

/ 1/(1) (11

дР

г/ \ дан . , с?Хнэтан ֊ Л (Х։1) соза,/ 01 от
(11 = (2.7)о

р

о
<30

где - начало

д (Ь(хн) соз аа) (П= _ [
д1 У

ап

а (?2 - конец отрезка р (нумерация концов проводится по 

направлению отрезка р).

Пусть I Е ЗВ возрастает по направлению часовой стрелки. Тогда (см. [2] или [8]) 

(1р^1 — — совау/З/, где ац - значение аи в точке < = (^. Аналогично, обозначим 

через р^ и значения рн и в точке < = Теперь мы можем переписать 

(2.7) в виде

у ^(0 ^(Х2/) дри - у 1/(1) Л(хп) дрм = 
ап ап

где Гг = [I ё I принадлежит правой полуплоскости, ограниченной

Гг = Ж \ГГ.

Интегрируя по частям, получим 

где р - расстояние между и С}?, а Х12 - длина хорды р12 П (<712 - прямая, 

проходящая через и Qշ)^ Наконец. означает интегрирование в смысле 

Стилтьеса по дТ) по направлению часовой стрелки.

Следовательно

I- / Ри^хн) [/[р)(1+,0 “ АрН1 •*)] <*Х1/+ 
7ап

+ [ Р21Ь'(Х21) [А₽1(2+֊г) - М2՜-')! + 4РЛ(Х*2)֊
JдD

Символы обозначают пределы индикатора при д —> дц в ч<м лич­

ных окрестностях՛’ : верхний плюс соответствует размещению Qյ в правой, а
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Щ Wминус в левой полуплоскости относительно пошевеленной прямой, проходя­

щей через точки Qj и i G dD. Имеем

I [Чх) “ Л'(х) X cot ’/’i coty»2] dg =
(2 8)

= 52 [ pjib'(xji) [4р)Ь’+~ dXji + 4ph(xi2),
j = \,2JdD

т.е. тождество типа Плейеля для события А = [р] (см. [2], глава 7).

Пусть -A{Q»} - минимальная (конечная) алгебра, содержащая [D] и все множес­

тва [р։;], где p,j - отрезок, соединяющий Qi и Qj. Распространим (2.8) на про­

извольное А из Д{(?,}. Вначале выберем А из бюффонова кольца, порождённого 

множеством {Qi).
Из основного разложения комбинаторной интегральной геометрии на плоскости 

(см. [2] или [3]) следует, что для любой знакопеременной меры т и любого А из 

бюффонова кольца, порождённого множеством {Q,}, имеем

т(А) ~ (2-9)
»<>

где коэффициенты сч(А) имеют вид

с0(Л) = /л(>+,Г) + L»(»'J+) ֊ /л(*+,}+) ֊ (2-Ю)

Символы IaIS՜- j±) обозначают пределы индикатора 1а при д —> р|? — прямая, 

проходящая через Q, и Qy в частичных окрестностях" : верхний плюс соот­

ветствует размещению Q, (или Qj) в правой, а минус - в левой полуплоскости 

относительно пошевеленной прямой gij.

Применяя (2.9) к

т(А) = / [h(x) - /i'(x) X cot^i cot fa] dg, 
J A

получаем
/ (Л(Х) ~ h'(x) X cot V»i cot fa] dg =

1 — г (2.И)
= оХсо(Л) / (Mx) - ^'(x)x cot^i cot^2] dg.

2 7Z

Подставляя (2.8) в (2.11) находим

/ (Mx) - h'(x) X cot 1/4 cot fa] dg = ^2 CO (^) Py/l(Xu)+
(2 12)

+ ZL / [d[p{j](k+- d[pij](k՜ ^l)] Pki dXkh
t<j k-l,2ddD
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где V распространяется на концы отрезка р,у.
1=1,2

Тождество типа Плейеля в [21 имеет немного иной вид

(2.13)
1

и оно имеет место для любого А €А{(к}.

Сравнивая (2.12) и (2.13) получаем следующее следствие.

Следствие. Для любой ограниченной функции Я(т) и любого А € имеем

ао

= 2
(2-14)

Мы дадим эскиз независимого доказательства формулы (2.14). По аддитивнос­

ти. достаточно доказать (2.14) для атомов. Если А - атом кольца то

существуют два выпуклых многоугольника, скажем. и Рз с вершинами из 

{ф,} такие, что А = {д: д разделяет Р] от Рз}.

Следовательно, значения коэффициентов с։у(А) определяются из хорошо извест­

ной теоремы Крофтона (см. [3]. §5.2). Двойную сумму в левой части соотношения 

(2.14) можно представить в виде суммы по упорядоченным парам (фь и,), т.е. 

каждое V» есть “игла” вида <2*-
По теореме Крофтона, для каждого существуют ровно две иглы и с 

общим концом (5* такие, что си1(А) ^Ои с„2(А) 0. с-сли А - атом, то имеем

"3
(2.15)

Очевидно, отсюда следует (2.14) для атомов. Следовательно, для произвольного 

А из бюффонова кольца (2.14) следует из аддитивности. Из (2.10) получаем 

С։;(АС) = -Су (А) (Ас - дополнение к А) и

Поэтому, из классического тождества Плейеля, получаем

[ cot^2dg-2h{Q)\dD = 0.

и (2.12) имеет место для каждого А Е -4{ф»} (|РО| - длина границы <7П). Поэто­

му, полное независимое доказательство формулы (2.13) сводится к элементарной 

проверке формулы (2.15).
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§3. СРАВНЕНИЕ КРИТЕРИЕВ ДЛЯ ПОРОЖДЕНИЯ МЕР

Нам необходимы некоторые обозначения и определения. Флаг на плоскости Ж’ 

есть пара (Р, у>), где Р = (х, у) - точка на плоскости, а р € 51 (51 - пространство 

направлений на плоскости).

Пусть /(Р, £>) = /(х, у, - неотрицательная функция, определённая в простран­

стве флагов Ж2 х 51- Метрика, для которой геодезическими являются обычные 

евклидовы прямые, называется гильбертовой. Гильбертова метрика Е(Р1,Р2) 

называется финслеровой, если она допускает следующее интегральное представ­

ление :
Р(Р1.Р2)=/" /(Р(О^)Л, (3.1)

где интегрирование ведётся по прямолинейному отрезку, соединяющему точки 

Р1 и Р2, (11 - элемент длины на этом отрезке. Величина параметра <р в аргументе 

функции / совпадает с направлением отрезка Р1Р2. Функция / называется 

финслеровой плотностью соответствующей гильбертовой метрики (см. [12], [13] 

и [15]).
Функция Г. определённая по (3.1), является аддитивной и непрерывной. Следо­

вательно. если Е - метрика, то из хорошо известной теоремы комбинаторной 

интегральной геометрии ([2], [3]) существует (единственная) мера т в простран­

стве С прямых на плоскости такая, что

Р(РьР2)^т([Р1,Р2])։ (3.2)

где [Р. 2] = {д ЕС: прямая д разделяет точки Р и С}.

Этим путем финслеровы плотности /(х. у. <р) всегда определяют меры в про­

странстве С.

Ниже мы рассматриваем абсолютно непрерывные меры тп(-), т.е.

<1т = у(д) <1д. (3.3)

Функция ^(р) называется плотностью меры тп(-).

Заметим, что если у(д) — сопя!, то /(х,т/, <р) — с есть постоянная и 7П,([Р1,Р2]) = 

с ■ |Р1,Рз|, где [Р1, Р2| - длина отрезка Р1Р2. Если т(.) - трансляционно инва­

риантная мера, то /(х,у, <р) = /(р) и тп([Р1,Р2]) = /(у?) • |РЪ Р2|.

Как показано в [9], [14], флаговая функция /(Р,у?) порождает знакопеременную

меру в пространстве С тогда и только тогда, когда

д/ = _02_/_ 
<ЭпР д./Р ду' 

/ = /(х,у,у?), (3-4)
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где обозначает дифференцирование по против часовой стрелки. Другие 

операторы в этом уравнении корректно определяются, если на прямой £, содер­

жащей точку Р = (х, у) и имеющей направление у>, мы выбираем положительное

направление. Тогда

направлении, а д 
дпР

д 
д^Р обозначает дифференцирование по Р в положительном

обозначает дифференцирование по Р в направлении нормали

к Ь и расположенной в левой полуплоскости относительно прямой Ь. Результат 

не зависит от выбора положительного направления на прямой Ь.

Вопрос неотрицательности меры т(-), порождённой флаговой плотностью /. 

решается с помощью критерия выпуклости (см. обзорную статью [7]).

В обычных декартовых координатах х.у уравнение (3.4) принимает вид

а/ . а/ а2/ а2/ .
- -г- 81П <р + — СОЗ Ч> - СОЗ V - ЭШ = 0.

ох оу ох о<р оу о<р
(3.5)

Предложение ([9], [14]). Для любой гладкой функции /(Р.<р), удовле­

творяющей условию (3.4) (или (3.5)). соответствующая

Г(Р1։Р2)= / 7(Р,^)Л

определяет, с помощью формул (3.1) и (3.2), знакопеременную меру на 

С, для которой /(Р, т /"(Р. ¥>) является плотностью относительно Лд. 

Р. В. Амбарцумян в работе [1] рассматривает сегментные функции Р(Р1,Р2). 

которые порождены '‘примитивными флаговыми функциями Л’(Р,<р) по форму­

ле :

Р(Р1,Р2) = К(р1,<р)-К(Р2,ч>). (3.6)

Ясно, что в этом случае мы имеем (3.1) с функцией

/(Л^) =
дК(Р,<р)

д^Р
(3-7)

(дифференцирование по переменной Р в направлении

Для того, чтобы примитивная флаговая функция порождала бы меру в простран- 

стве прямых, необходимо и достаточно выполнения следующего условия (см. [1]) :

д Г02К(Р,¥>)1
= 0. (3.8)
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Докажем, что (3.4) и (3.8) эквивалентны. Действительно, используя соотношение

(3.7), получаем

д; д} . д/ (д2к д2к . \
дпР дх ду \ дх- дх ду )

31П у>4-

/ д2К д2К . \
4- -х֊Т՜ С08 + "ТТ 81П С03 =\ дх ду оу£ )

д2К . д2К . 2 д2К
= ֊ -х-г зш р соз р - - зш р 4-дх2 дх ду дх ду

сое2 р 4-
<Эт/2

зш 9? соз р.

(3.9)

д2К .

Также имеем

д2К дК . д2К . дК
— соз р - — зш р 4- д- - — ЗШ р 4- -X— соз р. 

дх др дх ду ар ду

Следовательно

З2/ _ _д_ 
д/Р др д-Р др

д3К 
дх2 др

, д3К
соз՜ р 4- -х—к -х- 8Ш ? соз Ч>~ дх ду др

д2К
Ох2

д2К
31 и р соз р - - •дх ду

д3К
дх ду др

(З.Ю)

д3К . о д2К ֊ д2 К
+ йъ* + м-уС05' ■ + зт р соз р.

Подставляя (З.Э) и (3.10) в ^3.4). получаем

д3К , д3К . д3К . 2
Я 2Я СОЗ- Р 4- 2 д д д ■ ЗШ Р СОЗ Р 4- д , д 8Ш Р = дх-дх ду д^р ду- др (3.11)

С другой стороны, если примитивная функция удовлетворяет условию (3.8), то

д гдК} д2К
I

д2К .
д!р. дхд>р дуду

и поэтому

д \д2К{Р,р)՜
д^Р д/Р др

д3К 
дх2 др

2 о д3К д3К
соз р 4- 2 -—х—8Ш У7 СО8 Р + г. о а дх ду др ду2 др

зш2 р.

Следовательно, из (3.10) следует (3.11).

Теперь дадим вид примитивной функции К(Р, р), которая соответствует транс-

ляпионно инвариантной мере в пространстве прямых.

Пусть точка Р и направление р фиксированы. Обозначим через К(Р, р) рассто­

яние между Р и основанием перпендикуляра из начала координат на прямую 

д(Р.р), умноженное на функцию Др) (д(Р,р) - прямая, проходящая через точ­

ку Р и имеющая направление р). Покажем, что К(Р,р) удовлетворяет условию 

(3.8).
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Нетрудно проверить, что

СО8 V»

где р - длина перпендикуляра из начала координат до прямой у(Р, <?), ф - угол 

между перпендикуляром и осью X, Р — (х,у). Имеем

К{Р. <р) - jz cos <р — у sin <pl

Следовательно

дК 
д<р

= ±(z sin у? — у cos 4- |z cos <р — у sin

и

дРР д<р
= Tsin2<^/(y?) ±

Следовательно, имеет место (3.8). С другой стороны, из определения К\Р, име­

ем Р(Р1,Рз) = !Р1,Р2)|/(^), т.е. F(Pi,Pz) совпадает с метрикой Минковского.

ABSTRACT. The paper consists of two parts, containing comments on 
the paper by R. V. Ambartzumjan “Disintegration of Pleijel identities 
and tomography” of the present issue. In the first part a new proof of 
Pleijel-type identities for planar convex domains is given, which extends 
the result by R. V. Ambartzumian. In the second part we compare 
two different criterions that regulate measure generation by valuations 
primarily defined on the so-called Sylvester subset rings in the of lines in 
the plane. The criterion in R. V. Ambartzumian’s paper (Criterion I) is 
given in terms of primitive flag functions. The earlier criterion (Criterion 
II) has been formulated in terms of flag densities. In §3 we prove that 
Criterion I in the class of primitive functions is equivalent to Criterion II. 
In the end of the paper a verification of Criterion I for primitive function 
in the case of translation invariant measure is presented.
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