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В статье показано как задачу Римана-Гильберта для неправильных 
эллиптических уравнений можно свести к задаче Дирихле для пра
вильных эллиптических уравнений. Доказывается однозначная разре
шимость задачи Дирихле для правильных эллиптических уравнений 
второго порядка в многосвязных областях.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Р - (т+ 1)֊связная ласть на плоскости, ограниченная гладкими кон

турами Ляпунова Го-Г1,..., Гт. Предположим, что кривая Го охватывает все

остальные контуры Г1,...,Гга, и область И содержит начало координат. Введём 
тп

обозначение Г= Г*.
к=о

В работе рассматриваются краевые задачи для эллиптических дифференциаль

ных уравнений вида

д2и
дх2

д2и 
дхду

0՜ и
+ С —■ = 0, 2 = з; -г гу € Д, 

ду- (1-1)

где А. В. С - комплексные постоянные, С^Ои и = ч(г) искомая комплекс

нозначная функция. Уравнение (1.1) называется эллиптическим, если С 0 и 

характеристическое уравнение

А + ВХ + СХ2 = 0 (1.2)

не имеет действительных корней. Пусть Ах и А? - корни характеристического 

уравнения (1.2). Уравнение (1.1) называется правильно эллиптическим, если 

1п1 А։ • 1гп А2 < 0, и неправильно эллиптическим, если 1ш Ах • 1։п А? > 0.
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Как показано в [1], стр. 183. в односвяэных областях задача Дирихле для пра

вильного эллиптического уравнения (1.1) однозначно разрешима решение су

ществует и единственно). Напомним, что граничное условие для задачи Дирихле 

берётся в виде

(1.3)

где /(я) - заданная непрерывная функция на Г.

В монографии [2] (стр. 88) на примерах показано, что задача Дирихле для не

правильного эллиптического уравнения (1.1) не является нормально разрешимой. 

В частности, при = А3 = * соответствующая однородная задача Дирихле в 

любом круге имеет бесконечное число линейно независимых решений. Поэтому 

для таких уравнений рассматриваются другие краевые задачи, в том числе за

дача Римана-Гильберта (см. [3]). Здесь мы граничные условия задачи Римана- 

Гильберта берём в виде

Де и(г) = /0(х),
ОУ = Л(2). (1.4)

где /о(х) и /1(х) - вещественнозначные функции на Г, .V внутренняя нормаль 

к Г в точке г 6 Г.

Пусть я - дуговая абсцисса, соответствующая точке г € Г Предполагает» я. что

функции /(г), /0(г). /1(2), (1з
#о(г) и  ;—- удовлетворяю .2*»□..Ю 1\1лЬДСр& На

Г (см. [41. стр. 20). Мы ищем решения, которые дважды ч г.; рызяо дифферен

цируемы в области Л. а первые производные непрерывны в т ...кнутий области

Задачи (1.1), (1.3) и (1.1), (1.4) при /(х) = /о(г) = /1(«) = •» называются одно

родными. Как показано в 3] (стр. 176), в одноезязных областях неоднородная 

задача (1.1), (1.4) всегда разрешима, а соответствующая однородк-и։ задача име

ет четыре линейно независимых решения (над полем действительных чисел).

Аналогично можно показать, что в многосвязных областях однородная зада (а 

(1.1), (1.4) также имеет ровно четыре линейно независимых решения. Эти реше

ния не зависят от области и могут быть построены в явном виде в ՛ рминах ко

эффициентов уравнения (1.1) (см. [3], Теорема б.С). В частности, для А։ = А, - *
этими линейно независимыми решениями являются ։. »г, ։у и ։(г + у5).

В этой статье рассматриваются краевые задачи (1.1), ։ 1-3) и (1.1), (1-4) в 

многосвязных областях. Основная трудность связана с н< <. < дован.д м задачи 
Римана-Гильберта для аналитических функций в мной »связных областях (см.
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'41, стр. 174 и [5], стр. 162). Для того, чтобы сформулировать основной результат 

работы, рассмотрим также следующую задачу Дирихле

£1^ = 0, гбО,

И7(я) = /0(«). г € Г, (1.5)
аиф)

ЗУ
г е г,

где £ - дифференциальный оператор из (1.1), £ - тот же оператор £ с комплекс

носопряжёнными коэффициентами. /о(г) и /х(г) - правые части условий (1.4).

Отметим, что первое уравнение в (1.5) является эллиптическим уравнением 

с действительными коэффициентами, в которое входят только производные 

четвёртого порядка. Решение задачи (1.5) будем считать вещественнозначным. 

Как доказано в [2], стр. 114. задача (1.5) в многосвязных областях однозначно 

разрешима и сводится к интегральному уравнению Фредгольма.

В данной работе получены следующие результаты.

Теорема 1. Задача Дирихле для правильно эллиптического уравнения 

(1.1) однозначно разрешима.

Теорема 2. Однородная задача (1.1), (1.4) для неправильно эллиптичес

кого уравнения (1.1) имеет четыре линейно независимых решения, а 

соответствующая неоднородная задача имеет решение тогда и только 

тогда, когда функции /0(х) и /х(г) удовлетворяют 4»п линейно незави

симым условиям вида

^/о(<)1Ао*(<) Лз + /1(г)^н(*) = 0. к = 1,...,4»п, (1.6)

где ^о*(<), и,1к(^) - некоторые непрерывные, вещественнозначные функ

ции. не зависящие от /о(^) и /х(х).

Ниже мы сводим задачу Дирихле для правильно эллиптических уравнений (1.1) 

к интегральному уравнению Фредгольма, которое имеет единственное решение. 

Решения задачи (1.1), (1.4) для неправильно эллиптических уравнений и условия 

разрешимости (1.6) запишутся в явном виде через решения задачи (1.5).

§2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1.1) В 

МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Не ограничивая общности, в дальнейшем будем считать, что А1 = ։ (в противном 

случае делаем замену переменной ж + Аху = £ + 1т/). Тогда уравнение (1.1) можно
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записать в виде 
дУк ЭЦ 
дх ’ ду ~°’ (։’^€£)’ (2.1)

где
V _ $и ди

(гг)

Пусть уравнение (1Л) - правильно эллиптическое, т.е. Тш А2 < 0. Как показано 

в [1], стр. 134, из ( 2.1) следует, 1то 11(£) произвольная нНгьлитическая функция 
в области И. Следовательно

И։(^) = ₽!,(«>+ ё— • . (2.3)
*Й 2 - **

где <ро(г) - аналитическая функция в области Д, Л,„ - постоянные, а 

«1,2т ~ фиксированные точки, охваченные контурами Г։..... Г„,, соответствен

но. Из (2.2) и (2.3) имеем

ди ди у- Л
дх °У

Легко проверить, что при = хк 4- 1ук функция
т

¥>о(г) +
к=1

.2-4)

^2 Лк 1п[(г - г*)(т 4֊ А2у - ц - Х2ук)] <2.5)

является частным решением уравнения (2.4). Общее решен и ’ч(я) однородного 

уравнения (2.4) (при ^о(^) = 0. Лк = 0. А- = 1..... т) ощм д< ляс-тся формулой см.

[1], стр. 134)

“։(*) = 1М* + А2У)> « = » + «»€ Р. (2.0)

где ^о(С) — произвольная аналитическая функция, определённая на образе С

области О при отображении

< = х 4- А2у, г = я 4- ։у 6 Д С = ‘ 4֊ ч) € С. (2.6')

Из (2,5) и (2.6) получаем, что общее решение правильно эллиптического уравне

ния (1.1) определяется формулой
ГП

и(г) - у>(к) - ^(х 4- А2у) 4- £ Ак 1п[(я - г*)(я 4֊ А2у - хк - А2у*)], (2-7)

где у>(г) и ~ произвольные аналитические функции, а .41,...,Дт - произ

вольные постоянные. В (2.7) берётся некоторая непрерывная в области Д ветвь 

логарифма. Подставляя и(к) = 0 в (2.7), получаем

= ф(х 4- А2у) — С, А, = О, к = 1..... т. (2-8)
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Не ограничивая общности предположим, что ^>(0) = 0. Тогда из прокт.чвлсния 

(2.7) функции ^(z), V*(C) и постоянные Аь....А,„ определяются через u(z) един

ственным образом.

Аналогично, если Im А2 > 0 и А2 ^ ։, то общее решение уравнения (1.1) задаётся

формулой

m Z -
X + *2У - Хк - ХзУк ’

(2.9)

где у?(я), и А!......Ато как и в (2-7). При условии <р(0) = 0, функции у>(։),

0(0 и постоянные А,п определяются единственным образом.

При Аз = ։ общее решение уравнение (1.1) задаётся формулой

u(z) = y>(z) + z0(z), Z = X - iy, (2.10)

где <^(z) и 0(z) - произвольные аналитические функции в области D, опре

делённые единственным образом (без дополнительного условия р(0) = 0).

Лемма 2.1. Однородная задача (1.1), (1-3) для правильно эллиптичес

кого уравнения имеет только нулевое решение.

Доказательство : Пусть Aj и А2 - корни характеристического уравнения (1.2) 

и | 1m Ai| < | Im Aj|. Не умаляя общности мы можем предположить, что

Ai = », А2 = о - ։Д fl > 1.

где о и (3 - вещественные постоянные. Этого всегда можно добиться при помощи 

подстановки ( 4- ։т? — х -г Аху. Пусть и(х,у) - решение однородной задачи (1.1), 

(1.3). По формуле Грина имеем

f[(dVx(z) ^(z)\ — ffutx 0u(z)\ . , ._1П
JJ (_â^_։_ârrw<il<'s'=՜//V1(l) Нг_,_аг) dzd,J՝ (211)

D D ՝ ' 

где Vi определяется no (2.2), a u(z) - комплексно сопряжённая к u(z). Из (2.1) и

(2.11) имеем

где

iï H(z)V։(z) dxdV = О,

D
(2.12)

V2(z) = du(z) .0u(z) 
dx + dy (2-13)
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Продолжим функцию и(х,у) вне области Р, полагая и(ж,у) = 0. Тогда И(г) и
Г3(х) также нули вне области Р. Известно, что

ахау. (2-14)
й

где Е - плоскость (х, у), а - преобразование Фурье функции У;(х) :

'Лл (6п)ехр[»(1^ 4- ут,)) сЦ^т], у = 1,2. 
О

12.15)

Так как и(х) = 0 на Г, из (2.2), (2.13) и (2.15) получаем

ИМ*) = -»(г - ау + 10у)и>(х), 1У2(х) = -Цх + ։у)ы(х), (2.16)

где ш(х) - преобразование Фурье функции ч(г). Из (2.12), (2.14) и (2.16) получаем.

что
УУ (х - ау + ։/Зу)(х - 1у)|и>(х)|' с/х с/у = 0. 

Е
Отсюда следует, что

(2.17)

- аху + ^у2)|и;(х';|2//хг/у = II, (2-18)

УУ((/3 - 1}ху + ау2)]|и>(г)Л/х4у - 0. 

Е

(2.10)

Подставляя а = 0 в (2.18), получаем ш(г) = 0- Пусть <» 0 и 3 — 1. тогда из

12.19) следует, что = 0. Пусть теперь о^0и3> 1« тогда из (2.18) и (2.19)

получаем
|и>(х)|*4хЖ/ = 0,

т.е. ш(х) = 0. Следовательно, во всех возможных случаях им* л ш(х) = 0. Лемма 

2.1 доказана
Пусть область Р и контуры Го, Г1 • • •, Г1Л определены как и в §1. Пу« .ь Ру

- область ограниченная 

] = 0.1,....т до полной 

функция в области Ро,

а р՜ - дополнение замкнутой области Р7 и Г;, 

комплексной плоскости. Пусть ¥>о(г) - аналитическая

^(х), j = 1,...,т аналитичны в бластях Р и

удовлетворяют условиям

^(оо)= 1։то«(։>ж0- > = 1..... "*•

Предполагав« т«же, что фунши» Юпр.рыв»ы а гоотоптотоуюших «шккутых 

областях.
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Лемма 2.2. Если

*>о(*) + ?1(*) + ••'+ Рп.(*) = 0» * € Д, (2.20)

то ^(г) = 0, } - 1,...,т.

Доказательство : Из (2.20) следует, что

1 Г У.(0 + У|«) + - + ?^) л = т (
2лч 1-х

Применяя формулу Коши и теорему Коши ([б], стр. 45, 54), получаем утвержде

ние леммы.

§3. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ

В этом параграфе задача (1.1), (1-3) сводится к интегральному уравнению Фред

гольма и доказывается Теорема 1. Пусть Ах = » и А2 - корни характеристического 

уравнения (1.2) и 1пз А2 < 0. Пусть о(л) = т + А2у, а г — /3(() ~ обратное к ото

бражению (2.6’) : • С,

0(C) = С + -T-Th а = Re А*, О
Ь — Illi z\ 2 i С = ч +

Пусть С - образ области Д при отображении (2.О’), а £ - граница области С.

Ясно, что С (т + 1)-связная область и £ = и £г где - образ контура Г;
4=0

при отображении Г2.6')» 3 — 1......гп-

Решение задачи (1.1), (1.3) мы ищем в виде (2.7), где

*>(*) = ֊. [ ֊ dt — — f zED, (3.1)
7Г» Jr t - Z 7Г» УГо t

<■«) = -±iJL (EC, (3.2)

Ai = ֊ [ ֊֊ dt. j = 1..... m. (3.3)

В (3.1) - 13.3) zi,...,zm - фиксированные точки, входящие в представление

(2.7), а ,(։) - искомая функция на Г, удовлетворяющая условию Гёльдера.

Отметим также, что в (3.1) - (3.3) интегрирование ведётся по положительному 

направлению (которое оставляет область Д слева).

Пусть + 117о € Г. Согласно формуле Сохоцкого-Плсмеля (см. [4], стр.

66), граничные значения ^(<о) и 0(£о + А21?о) интегралов типа Коши (3.1) и (3.2) 

изнутри области Д определяются при г Ч г 6 Д по формулам

?(*о) = д(<о) + Д [ -֊- Л - — [ «о € Г, (3.4)
т /р г — Со тг1 '/Г'*
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*<<»> = Со = «о + (3.5

В (3.4) и (3.5) сингулярные интегралы определяются по главному значению (см 

[4], стр. 50). Делая в (3.5) замену переменной г = а(1), получаем

^(Со) = -0(<о) +
(<о) ж, Со е г (3.6)

(заметим изменение направления бхода). Рассмотрим функцию

Я\(Со, С) = 1 «'(*)
С - Со о(С)-а(С0)

Как показано в [4], стр. 573. при С, Со € Г имеем представление

Я1(Со,С) =

где Ко(Со, С) удовлетворяет условию Гёльдеру на Г относительно С и Со. Подстав

ляя п(г) из (2.7) в (1.3) и используя формулы (3.3), (3.4) а (З.С), получаем

<7(Со) = ^К(Со,С)!7(С)(/С = /(Со). (3.7)

где К = + Кз и ^(Со.С) - некоторая вполне определенная. бесконечно

дифференцируемая функция от С и Со.

Таким образом, для определения функции д(1) мы получаем интегральное уравне

ние Фредгольма. Для того, чтобы доказать, что это уравнение имеет единствен

ное решение, достаточно показать, что соответствующее однородное уравнение 

имеет только нулевое решение.

Пусть д(С) - решение однородного уравнения (3.7) (при /(С) = 0). Тогда и(г), 

определённая по (2-7) и (3.1) - (3.3), является решением однородной задачи ՛ 1.1). 

(1.3). Согласно Лемме 2.1 имеем и(я) = 0, г € Р. Отсюда и из (2-7) получаем 

(2.8). Подставляя у>(я), ^«) и из (3.1) - (3.3) в (2.8) и используя Лемму 2.2. 

получаем
1 [ Ж Л - 1 [ Л = с. X 6 Оо, (3-8)
*1 /Го * ~ * Г։ ■'Го *

— — [ —— (1т = с, х = х + ‘У € Ро, (3.9)
И /£о т - х - А3у

Г Жл = о. 13.10)
‘ -1

/• _ЖЖаг=0. ։ = ։ + «»€ о;. (3-11)
- т ֊



74 Н. Е. Тоимпсявц В. С. Злкярян

( -2^<Д = 0, ; = 1,...,т. (3-12)
г, 4 -

Подставляя х = 0 в (3.8), получаем с = 0. Из (3.8) - (3.11) (см. [7] и [4], стр. 240)

следует, что

</(0 = о, ее Го, </(0 = 9, *е г7, у = 1,...,т, (3.13)

где Ст - некоторые постоянные. Из (3.12) и (3.13) получаем с\ = ... = ст = 

0. Следовательно, однородное уравнение Фредгольма (3.7) имеет только триви

альное решение, а соответствующее неоднородное уравнение всегда разрешимо. 

Теорема 1.1 доказана.

|4. ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В этом параграфе мы исследуем задачу (1.1), (1.4) для неправильно эллипти

ческого уравнения (1.1) и доказываем Теорему 2. Для простоты предположим.

что область Д - двусвязная, т.е. тп=1иГ = ГоиГх. Пусть А2 и А2 - корни 

характеристического уравнения (1.2). удовлетворяющие условиям 1т Ах > 0 и 

1т А2 > 0. Сначала рассмотрим случай, когда Ах А2.

Пусть го = то 4- »1/0 ~ фиксированная точка, охваченная контуром Г։, а ^о» 

<1 - фиксированные точки на контурах Го и Гх, соответственно. Пусть у — 

непрерывная, гладкая кривая с концами <о и без самопересечений. Тогда

бласть Д7 = Д \ 7 является односвязной областью. Аналогично формуле (2.7) 

можно показать, что общее решение первого уравнения из (1.5) определяется 

формулой 

1У(1,1/) = аОо + аюх 4- апу 4- а20х’ 4- а^ху + а22у’ 4- Ке [у>1(х 4֊ Аху)-
з 2

+ х2у) + ^2 - То + АДу - у0))* 1п(х - г0 + АДу - у0))
Д=О )=1

(4-1)

где х 4- ։у € Д, а7ь - произвольные вещественные постоянные, у>х(6) и ^(Сз) 

- произвольные аналитические функции относительно аргументов (у = х 4- Ауу, 

} = 1,2. удовлетворяющие следующему условию :

¥’(1‘)(0) = 0, ^“(0) = 0, к = 0,1.2,

а - комплексные постоянные, удовлетворяющие условиям

1т (сцА, + е„А^) = 0, > = 0,..,*, к = 0,1,2. (4.2)
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В (4.1) мы берём непрерывную в области ветвь логарифма. Условия (4.2) 

необходимы и достаточны, чтобы функция вида (4.1) была бы бесконечно диф
ференцируемой в области Р.

Как было отмечено во Введении, задача (1.5) однозначно разрешима. Пусть 

1У(х) является решением этой задачи, которое представлено в виде (4.1), и пусть 

задача (1.1), (1.4) имеет решение и(г). Согласно (2.9) действительная часть и(г) 

представляется в виде

Яе и(г) = Ьоо + Ьют 4- Ьцу + &2о։2 + + ^2з!/2 + (4-3)

+ Яе [^о(*+А1У)-1М* + -Ч!/)-М1п(*-*о + >ЫУ-!/о))-41п(։-хо+Л2(1/-Уо)))։

где г = х -Ну € Р, - вещественные постоянные, А - комплексная постоянная, 

а ^о(С1) и ^о(Сз) суть аналитические функции относительно = 1 + А;у, 
] = 1,2, удовлетворяющие условиям <^^(0) = 0, ^1)(0) = 0, к = 0,1,2. Из 

представления (4.3) следует, что Яе и(г) является решением первого уравнения 

в (1.5). Из (1.4) следует, что Яе и(х) удовлетворяет граничным условиям (1.5). 

Из единственности решения задачи (1.5) следует, что

1¥(я) = Яе и(г). (4.4)

Следовательно, если при заданных /0(г) и /1(г) решение задачи (1.11, (1.4) 

существует, то решение задачи (1.5) представляется одновременно в виде 

(4.1) и (4.3). Из единственности этого представления следует, что

сох = А, Соз = -А с}к -0, 4 — 1,2, >-1,2- 14 51

Из (4.5) получаем

Яс (сох + «оз) — 0,

Яе (сцА1 + с^А։) — 0,

Яе (си + с։з) — 0’

1т (сз1А| + С22А;) = 0.
(4.6)

Следовательно, условия (4.6) не холимы для разрешимости задачи (1-1), (1-4).

Теперь докажем. что эти условия также достаточны. Предположим, что услов.я 

(4.6) выполнены. Тогда и, (4.2) и (4.6) получаем уравнения (4.5) с постоянной 

А. Представим полином а 20 %՜ + в31хУ՜^ 0 ви ՝'

аи։։ 4 о„։р 4 = + А,»)։ 4 В,(» 4 А, у)֊’ 4 В,(х 4 А„)։, Н- ’»
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где jB;, j = 1.2,3 - постоянные, удовлетворяющие системе уравнений

£?i А* 4- ДгА* 4- В^Х^ — ûîfc, k = О, 1,2. (4.8)

Так как А2 / А2, Im Aj > 0 и Im Aj > 0, то At Ai, A2 / Ai, и система 

(4.8) однозначно разрешима. Так как а2о, аз։ и а22 вещественны, то (4.7) можно 

переписать в виде

а20։2 + a2irj/4-аз:!/2 = Re [Bi(i 4- А։у)2 4- Д4(х 4֊ А2у)2], (4.9)

где В4 = В2 4֊ В3. Из (4.1), (4.5) и (4.9) следует, что функция VV(z) представима 

в виде (4.4), где

u(z) = а<ю 4- аюх 4֊ апу 4֊ Вх(х 4- Ац/)2 4-Д^(х 4֊ А2у)2 +

-t֊¥>i(z 4- Ац/) ֊ ^i(z 4- А3у) 4- cOi 1п -—■'М*'—^4- (4.10)
Z - Xi) + \>{y - уо)

Из (4.10) следует, что u(z) является решением уравнения (1.1). Из условий 

(1.5) к (4.4) получаем, что u(z) удовлетворяет условиям (1.4). Следовательно, 

условия (4.6) достаточны для разрешимости задачи (1.1), (1.4). Таким образом, 

мы доказали следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть Иг(г) - решение задачи (1.5), представленное в виде 

(4.1). Тогда задача (1.1), (1.4) имеет решение тогда и только тогда, 

когда выполнены условия (4.6), при этом частное решение этой задачи 

определяется формулой (4.10).

Таким образом, для окончательного решения пост., о лен ной задачи достаточно 

найти функции Р)(х 4֊ Агз/), ^>1(х4-А2у) и постоянные, входящие в представление 

(4.1) через решения №(х) задачи (1.5). Для этого перепишем представление (4.1) 
в виде

IV(z) _ аоо 4- ащ® 4- ацу 4֊ а2ох* 4՜ aji^y 4- аггу՜ 4- (4.П)

где w(z) - функция в квадратных скобках в (4.1). Положим

W. (4.12)

Подставляя W(z) из (4.11) в (4.12), получаем

2
HMz) = BO^3|(X + А,у) + £

fc=0

_______ ____________
(։ — ։<>+ А,(у - уо))1-ь ’ (4.13)
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где Во и 4ц ֊ некоторые вполне определённые, отличные от нуля постоянные 

Из (4.13) имеем

С1Мц = 2֊; / И^1(г)(х + А1у)а-‘ </(® + А1У),
к = 0,1,2, (4.14)

ВоУ’Их 4-А1у) = - у {х + Х1у- £ - Хгт))2 ____ сцЛц_____
4 - ։о + Хх(т1 - 1/о)

(4.15)
причём £ = £ + й). В (4.15) интегрирование идёт от точки 0 до точки г -

т + € В по кривой, которая целиком находится в области В. Равенства (4.14)

обеспечивают однозначность функции Во<р\(х + Хуу).

Аналогично, заменяя в формуле (4.12) А1 на Аз и Аз на А^, получим функцию 

и постоянные с2ь, А = 0,1, 2. Следовательно, в (4.11) мы можем считать функцию 

и»(х) как известную. Из (4.11) единственным образом определяются постоянные 

а}к, ]՝к — 0,1,2 через частные производные функций И'|?) и ы(г) до второго 

порядка в точке г = 0.

Так как задача (1.5) однозначно разрешима, то из (4.14) следует, что постоянные 

с;к, 3 = 1. 2, к = 0, 1, 2 - линейные, ограниченные функционалы от (/о(О*/1(*))> 

и линейно независимые условия (4.6) можно переписать в виде (1.6). Обозначим 

через к число линейно независимых решений задачи (1.1), (1.4). а через к' - 

число линейно независимых условий разрешимости вида [ 1.6) для разрешимости 

соответствующей неоднородной задачи. Разность к — к' называется индексом 

задачи (1.1), (1*4).
Используя представление (2-9), эту задачу можно свести к задаче Рлмана

Гильберта для аналитических функций. Такие задачи исследованы о работах 

[2], стр. 162 и [8], стр. 1081. Из результатов этих работ следует, что

и - к = 4 - 4т. (4.16)

где тп + 1 число связных компонент бласти О. Так как >с = 4 (см. Введение),

из (4.16) имеем к' = 4т. Следовательно, в двусвязных областях число линейно 
независимых условий разрешимости равно 4. Этч> означает, что условия .4.6) 

линейно независимы.
Пусть теперь А< = А2 = ». Общее решение первого уравнения из (1.5) в 

двусвязной области О представляется в виде (см. .

1У(я) = ао + Д1Х + а2у + а3(т՜’ + у2) + R« г) + г^о(-)] +
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Ч֊[со+е1(«-хо)+с։(у-Уо)+сз((®-®о)а+(у-։Л))։)]։п((т-жо)2 + (у-!Л։)2)], (4.17) 

где г = I + ։'у. а* и с*, к — 0,1,2, 3 - произвольные вещественные постоянные, 

а <ро(л) и 0о(*) ~ произвольные аналитические функции в области Р, удовлетво

ряющие условиям у>о(0) = ^о(О) = 0, 0о(О) = ^о(О) = О- Причем все величины в 

правой части (4.17) определяются через IV(г) единственным образом.

Пусть И'(г) - решение задачи (1.5), представленное в виде (4.17). Тогда анало

гично Теореме 3 доказывается следующее утверждение.

Теорема 4. Если Ах = А) = », то задача (1.1), (1-4) имеет решение тогда 

и только тогда, когда выполнены условия

с*=0, к = 0,1,2,3, (4.18)

при этом общее решение этой задачи определяется формулой

[7(х) = ^о(г) + 2^о(г) + со + с1х+с2у + сз(т2 + у2)-Н(2от-։г/1г + /Л2у + йЛ(*2 + 1/2), 

где (1^, к — 0, 1, 2, 3 - произвольные вещественные постоянные.

Рассуждая как и выше, можно доказать, что условия (4.18) линейно независимы.

ABSTRACT. The paper shows how Riemann-Hilbert problem for non
regular elliptic equations can be reduced to a Dirichlet problem for regular 
elliptic equations. Unique solvability of Dirichlet problem for second order 
regular elliptic equations in multiply connected domains is proved.
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