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В статье изучаются смешанные краевые задачи для уравнения Лап
ласа, сводящиеся к уравнениям Фредгольма, имеющим единственное 
решение.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть О - (т+ 1) связная бласть на комплексной плоскости, ограниченная

достаточно гладкими, замкнутыми, непересекающимлся кривыми Ляпунова Го,

..., Гт. Предположим, что кривая Го охватывает все остальные кривые Г1, 
п։

... Г,,. и обозначим через Г = и Г* границу области £). Не ограничивая 
1=0

общности будем предполагать, что начало координат принадлежит области

£>. Многие проблемы электродинамики приводятся к следующей смешанной 

краевой задаче (см., например, [1], [2]) : найти в области £) дважды непрерывно 

дифференцируемое решение уравнения Лапласа
д2и д2и
а? + а7= ։=։+։»«л (։։>

удовлетворяющее следующим граничным условиям :

к — 0,..., (1.2)
дц(*) _ г ы ГП, (1.3)

где п < т - целые неотрицательные числа, 

по внутренней нормали в точке г Е Г, /*(я)

5и(х) 
№ - производная функции и(г)

суть заданные комплекснозначные

функции на контурах Го, ..., Гт։ соответственно, а I - мнимая единица.

Решение задачи (1.1) — (1.3) ищется в классе комплекснозначных функций, не

прерывно дифференцируемых в замкнутой области О = Р^Г. Мы предпола- 
с//.

гаем, что функции /*(г) (к = 0,..,,гп) и ֊֊֊ (к - О* £ 3 п) (дифференцирование
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по длине дуги а) принадлежат классу Н на Г. где Н = Н(Г) - класс функций, 

удовлетворяющих условию Гёльдера на множестве Г (см. [3], стр. 20).

Задача (1.1) — (1.3) при Д = 0 (& = 0,тп) называется однородной Из 

формулы Грина непосредственно следует, что однородная задача (1.1) — (1.3) 

имеет только нулевое решение (см. [4], стр. 291). В частности, если функции 

/*(*) = 0,...,т) - действительные, то решение задачи (1.1) — (1.3) также
действительное.

Граничные условия (1.2) можно записать в эквивалентном виде

+ ц(*) = -* - ՛ + А (г), г € Г*, к = 0, ...п. (1.4)
аз аз

В работах [5], [6] задача (1.1), (1.3), (1.4) сведена к сингулярному интегральному 

уравнению, и для последнего доказаны существование и единственность решения 

этой задачи.

Целью данной работы - свести задачу (1.1) — (1-3) к интегральному уравнению 

Фредгольма второго рода и доказать существование и единственность решения 

этого уравнения. Этот подход привлекателен тем. что уравнения Фредгольма 

значительно проще решать с использованием современной вычислительной тех

ники.

§2. НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В этом параграфе рассматриваются некоторые интегральные представления 

аналитических функций, которые доказывают полезность нашего подхода при 

решении задачи 11.1) — (1.3). Работы 3] и 7] стандартная литература по 

интегральным представлениям.
Пусть С1 - ограниченная, а С?з ~ неограниченная односвязные области с до

статочно гладкими, замкнутыми, непересекаюшимися границами £1 и £?, соот

ветственно. Область (7? содержит окрестность бесконечно удалённой точки. По

ложительным направлением на контуре Ьк (^ = 1»2) считается то направление, 

которое оставляет область С к слева. Пусть а* (я) 0 и 6>(г) / 0. г € Ьк (к = 1*2)

заданные, непрерывно дифференцируемые функции. Приращение функции о^(я), 

делённое на 2 я. когда точка я пробегает контур Ьк один раз в положите ль и < м 

направлении, называется индексом функции а*(х) на контуре £*. Предполагает

ся, что индексы функции ах(я) и 61(я) на равны 1 или 0, соответственно. а 

индексы функций вз(я) и на Ьз равны -1 и 0, соответственно.
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Лемма 2.1. Пусть функции фк(г) и и>ф) - аналитические в области Сь 

(к- = 1,2), принадлежат классу Н в замкнутой области С\ = (7д. |^1 и 

фз(оо) =<*>2(00) = 0. Тогда имеют место следующие представления :

Мг) = 2^ геСк' * = 1,2, (21>

"‘(г) = 277 Д -։)' геа“' *=1’2' (2,2)

где р*(<) Е Н(£*), а дф) - комплексно сопряжённое к цк(1)- Функция 

р*(<) единственным способом определяется по фк(<) и со*(£). В (2.1), 

(2.2) переменная интегрирования < = £ + й/ пробегает контур в 

положительном направлении.

Аналогичное интегральное представление для пары аналитических функций 

фк(х) и и>к(х) приведены в [7], стр. 240. Поэтому мы опускаем доказательство 

представлений (2.1), (2-2).

$3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЯ 

УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Используя Лемму 2.1 мы получим интегральное представление решения уравне

ния (1.1) в многосвязных областях, которое сводит задачу (1.1) — (1.3) к интег

ральному уравнению Фредгольма и позволяет доказать единственность решения 

этого уравнения.

Пусть £>* - односвязная, ограниченная область с границей Г7, ] = 0, ...,т, а 

дополнение замкнутой области иГ7 до полной комплексной плоскости.

Пусть г, = х; + щ € Р/, 3 = 1,.... т.

Общее решение уравнения (1.1) в области О определяется формулой (см. [б]) 
»и

ф) = <р(г) + 4- ^ск 1п|г - г*|, (3.1)
к=1

где функции <р(х) и ф(г) - аналитические в области Р, а сх, ...,с„, - произвольные 

комплексные постоянные, ^>(х) ֊ комплексно сопряжённое к ф(г).

Из формулы Коши (см. [8], стр. 54) следует, что
п1 т

= 52 = 52 (3-2)к=О к=0
где ^0(г) и ф0(г) аналитичны в области £>□ , уф) и уф) (1с = 1,„,,т) 

аналитичны в области и

9?*(оо) = 0, ^к(ос) = 0, ^ = 1,...,п». (3.3)
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Подставляя у>(г) и ф(г) из (3.2) в (3.1), получим

т
«(«) = *^о(г) + ^о(г) + ^2 (?*(*) т Ы*) -г сА 1п|я - ?ц| , (3.4)

4 = 1

где гф0(г) = Ро(2) ֊ ¥>о(0) и ш0(^) = ^о(2) + Ро(0).

Ясно, что ^о(г) и ы0(*) ~ аналитические в области Ро. Следовательно, решение 

уравнения (1.1) представляется в виде (3.4), где ф0(г) и ы0(ж) суть аналитические 

в области а у>к(я), «^(я) (к = 1,...,т) аналитичны в В^ и удовлетворяют 

условиям (3.3), причём Сх, ст - комплексные постоянные.

Положим в (3.4) и(з) = 0. Тогда применяя к обеим частям (3.4) 
д \ ( д . д\ д 1 /д . д\ операторы _ = Д _ + ,и _ =

дифференциал ь-

получим фъ = 0,

и>о = 0, = 0, фк = 0 и си = 0 (к - 1,...,т). Следовательно, функции Фо(г).

^о(г)։ ¥>к(2)- Фк(г) и постоянные Ск = 0 (А; = 1,...,тп) в (3.4) определяются един

ственным образом по решениям и(г) уравнения (1.1).

Определение 3.1. Будем говорить, что решение уравнения 11.1) принадлежит 

классу Мт,я, если оно представляется в виде (3.4) с дополнительными услови- 

ями : Фо(г), «о(2) € Н(Ро)> уМ2) и Фк(г) (к - 1 т) принадлежат классу 

Я(Д^ ), а производные 95*(-г) и ’/’К2) € Н(Л[՜) (к — п + 1..... т.

В ’б] доказано следующее утверждение : при сделанных предположениях на 

функции /*(։) (к = 0..... тп),если и(х) является непрерывно дифференцируемым

решением задачи (1.1) — (1.3) в замкнутой области В. то и(х) € Л/,пп, и 

наоборот, если и(*) 6 ААП,П и удовлетворяет условиям (1.2). (1.3), то и(г) - 

непрерывно дифференцируема в области В. Следовательно, не умаляя обшиости. 

мы можем решение задачи (1.1) — (1-3) искать в классе .V,,,.,,. Используя (3.4) 

и Лемму 2.1, запишем интегральное представление решения уравнения 1 1) в 

классе Мт Применяя представление (2.1) — (2.2) при к = 1. С?1 = . <11 (4) = *,

ЬкЩ = 1, 1(х) = ф0(г) и ип(я) = и>о(2), получим

(3.5)

где ^(4) € Н(Г0) определяется единственным способом по <М2) ■ ^о(г)- 

Пусть С1, ...,ст - постоянные из представления (3.4). Используя (2.1) (2.2)

при к = 2, Сз = В՜, аз(<) = < - «у» М*) = 1’ ^1(2) = (с? + (2М2 ~ '՝
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ы3(я) = 07(г) (> = 1,...,п), получаем

с1+?Иг) _ 1 [ НО* 2 (X П֊ , ֊ 1

4 множая обе части (З.б) и (3.9) на г — Zյ и переходя к пределу при |г| —> 4-ос,

получим

х-я} 2к» /г> (<-Х;) (*-«)’ 7’

*>(*) = 2^ / Т“Г’ 2 € 1..... п’
Хл 1 УГ? * •

(3.6)

(3-7)

где р(4) € Я(Г7) определяется единственным образом по с7, у>?(х) и ф](г)- 

Пусть а (4) и 0(1) суть углы между внутренней нормалью контура Г в точке 4 € Г 

и положительными направлениями осей ОХ и ОУ, соответственно. Рассмотрим 

функцию

7(4) = сова(4) + I соз/?(4). (3-8)

Положительное направление на Г, считается то. которое оставляет О слева.

Индекс функции 7(4) на Го равен 1, а на Г;, ) = 1,...,тп равен -1. Пусть

п < ] < тп. Применяя представление (2.1) - (2.2) при 1с = 2,Сз = , а3(4) = 7(4),

МО = 7(<) (* ֊ 2,)~։, Фз(х) = —֊— + $^(2) и <•*□(«) = </'](г) (2 - 2Д получим

Л
г — г, 2*» Л, 7(<) (< ~ 2)’

/ (<֊27)м(«)^

т. (3-9)

'' ' ' 2™ Уг^ 7(‘) (* - *)

где /з(4) Е ЖГ;) определяется по Су, <р}(г) и

2 € 07, , ....тп.

ф^г) единственным образом.

(З.Ю)

1 
2тГ| — 1, (3.11)

1 Г д(4) (11с' = -2-/г,^Г' > = " + 1--т- <։12>
Подставляя с} из (3.11) и (3.12) в (3.6) и (3.9), соответственно, получим

' 2" /г, ' 2»> 7г։ (*֊։;)' .....

IX 1 [ А*(4 *) , Л 4 ~ 2։ \ ,= _2^/г, 111 (3 = п + 1..... т-

Из (3.10) следует, что

2 € О՜, ] = п + 1. ..., 77».

(3.13)

(3.14)

(3.15)

В (3.14) и (3.15), 1п означает непрерывную ветвь в области Р՜, которая стре

мится к нулю при |^| —> 4-оо. Мы доказали следующее утверждение.
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Лемма 3.1. Общее решение н(я) уравнения (1.1) определяется по фор

муле (3.4), где функции ^о(я), ^к(л), Фк (я) и п определяются фор

мулами (3.5), (3.7), (3.11) — (3.15). Функция д(() € Н|Г) определяется 

через и(я) единственным образом.

§4. ЗАДАЧА (1.1) — (1.3)
Рассмотрим следующий интеграл типа Коши :

(4.1)

гд՛ р(4) € Н(Г), а интегрирование на Г ведётся в положительном направлении.

Пусть фв («о) ~ предел функции ф(з), когда я —♦ 40 € Г изнутри области О. 
Согласно формуле Сохоцкого-Племеля (см. [3], стр. 60) имеем

... . 1 . . 1 Г м(<) л.Фо (4о) — х д(4о) + у— / - —՝ И-2)
£ £ 1 — 1.0

где сингулярный интеграл понимается в смысле главного значения Коши (см.

[3], стр. 50). Положим

71(Мо) = I (*Г 
4 - *0 4 - «о ’

<4.3)

где < = £ + € Г, «о = + гт1о € Г

(<)' = Нт Ж
(1з

Так как контур Г достаточно гладкий, то функция *н(£.1о) имеет следующий вид

(см. [3], стр. 573) :

71(4,40) = 7о(*. *о)
ПУ •4.4)

где 6 € (0,1) и 7о(Мо) € Я(Г).
Пусть а(<, <0) и 6(Мэ) - заданные непрерывно дифференцируемые функции на 

контуре Г, причём а(<о. <о) = 1 и 6(Го,4о) = 1- Тогда функция

х а(«.4о) 6(4, 40) (4՜)'
72(4.4о =  --- ----------т—т---< — 1о 4 — Го

(4.5)

имеет представление вида (4.4). Граничные условия (1.3) запишем в виде (см. 

(3.8))

—сояа(х) + д --- соя^(2) = А(^)> € Гхл А’= п + 1.т. (4.6)
дх ау
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В предыдущем параграфе мы получили интегральное представление (3.4) для 

решения уравнения (1.1) в классе Л<т п, где функции Фо(?), ^о(х). ¥Ч-(х), фь(*) 

и ск определяются по формулам (3.5), (3.7), (3.11) — (3.15). Подставляя это 

интегральное представление в (1.2) и (4.6) и вычисляя предел, когда г —> £о € Г 

изнутри области согласно формуле Сохоцкого-Племеля (4.2) и представлений 

(4.3) и (4.5), для р(0, получаем интегральное уравнение типа Фредгольма

р(*о) + / К(<о,«М*)Л = Я*о), «о € Г, (4.7)
7г

где К(<о- <)• вполне определённая функция вида (4.4), а/(<0) = А(<о) при <о € Гк, 

к = 0..... тп. Уравнение (4.7) мы можем решать в классе непрерывных функций

на Г. так как любое непрерывное решение уравнения (4.7) принадлежит классу 

Я(Г).
Теперь докажем существование и единственность решения уравнения (4.7). Для 

этого достаточно показать, что однородное уравнение (4.7) (при /(<) = 0) имеет 

только нулевое решение. Действительно, пусть — решение однородного 

уравнения (4.7). Тогда функция и(я), определённая через р(1) по формулам 

(3.4), (3.5), (3.7), (3.11) — (3.15), является решением однородной задачи (1.1) 

— (1.3). Следовательно, и(я) = 0. Отсюда и из единственности интегрального 

представления (Лемма 3.1), м(1) = 0. Таким образом, мы доказали следующее 

утверждение

Теорема 4.1. Решение задачи (1.1) — (1-3) удовлетворяет интеграль

ному уравнению Фредгольма (4.7). Последнее интегральное уравне- 

ние имеет единственное решение, которое задаётся по формулам (3.4), 

(3.5), (3.7), (3.11) — (3.15).

Аналогичный подход можно использовать, если заменить граничные условия 

(1.3) на следующие : 

ди(к) 
дК + ак(х)и(г) = /к(г), х € Гк, к = п 4- 1,.... т, (4.8)

где ак(г) € Я(Гк) - заданная комплекснозначная функция. По Лемме 3.1 задачу 

(1.1), (1.2) и (4.8) можно свести к интегральному уравнению Фредгольма вида 

(4.7). В случае, когда функции ак(я) вещественные, и ак(г) > 0 при г € Гк, 

к = п+ 1,...,т, то доказывается существование и единственность решения этого 

интегрального уравнения.
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ABSTRACT. The paper studies mixed boundary value problems for 
Laplace equation, replacing them by Fredholm equations which have 
unique solution.
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