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В статье изучаются краевые задачи для некоторых систем нелиней
ных обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющих важные 
приложения. Результаты, касающиеся этих систем (см. [1] - [4]), не 
распространяются на существование единственного решения задачи 
Коши в окрестности начальной точки. Доказано существование реше
ния на конечном интервале с фиксированной начальной точкой, конеч
ная точка которого подлежит определению по граничным условиям, 
и получены оценки, позволяющие разработать приближенный метод 
решения задачи.

§1. О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

В интервале (0. <о) рассмотрим следующую задачу :

m(t)V"(t) = ^F(t) - A(V), (1)

- = F(t), (2)

h(V) + k3F(t) = m(t)k<, (3)

m(0) = Mo, V(0) = Vo. (4)

m(t0) = rno, (5)

где Д( У),/э(У) - непрерывно дифференцируемые функции аргумента V >
0, Мо, тпо, Vo и (} — 1,...,4) - положительные постоянные, t0 ~ искомая

положительная величина, a m(t), F(t), V(t) - искомые функции, определенные 
на (0, to). Предположим, что

0<mo<Af0, Л(0) =/а(0) = 0, f2(VQ)<k4M0, (б)

Л(Ю>0, Д(У)>0 при V > О, (7)
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/1(У)->оо, /2(У) -> ос при У-юс. (8)

Представим систему (1) - (3) в виде

т(1)У/(<) = М0-Л(И0)։ (9)

т'(4) =-ат(4) +/з(У(4)), (ю)

где

ь = ^ > О, » = > О, Л(Ю = рЛ(И + Л(У), . Л(У) = Т^֊Л(П
*3 «2«3 *3 «2«3

Из (б) - (8) следует, что

Л(0) = Л(0) = О, Л(У)>0, Й(У)>0 при V > 0. (11)

/2(У0)<аМ0, Л(У)->оо, /з(У)-юс при У -юс. (12) 

ам приГ>0. (П) 
Ь а 

В этом параграфе доказывается, что имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Задача (9), (10), (4) имеет единственное решение У(4).т(4) 

на полуоси [0, оо) и при этом

У(4) > 0, т(4) > 0 при 4 > 0, ш(4) —> 0 при 4 —* эс՛. (14) 

Для доказательства этой теоремы приведем две леммы.

Лемма 1. Пусть У(4),т(4) — решение задачи (9), (10), (4) в интервале 

(О.Т). Если т(4) > 0 для точки 4 6 (О, Г), то

У (4) > 0, т'(4) < 0, при 4 € (О.Т). (15)

Лемма 2. Пусть У{4),тп(4) - решение задачи (9), (10), (4) в интервале 

[0,4о). Если тп(4) удовлетворяет условию

то<тпЦ)<М0 при 4 6 [0,40), (Ю)

ТО
0 < А = тш(Уо, У) < ^(4) < тах(У0. У”) = В, (1?)
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—аМо < m'(t) < —с < О, (18)

где положительные постоянные с, И', V" определяются из раиенстн

Л(У*) = йпо, /։(У")=Ш0, (19)

с = пни
nijiDa 

о?ЬМф + Af31 (20)

min
Ve[A.B]

D = min
У€(Л.В]

(21)

Доказательство Леммы 1 : Сначала докажем, что У (С) > 0 при t £ (0,Т).

Предположим обратное. Пусть для т 6 (0. Т)

V(r) = 0, V(t)>0 при t €(0, г). (22)

Существование такой точки следует из предположения У(0) = > 0. Из

(22) имеем V'(T) < 0- С другой стороны, в точке т уравнение (9) имеет вид 

т(т)У'(т) = Ьт(т) — /1(0). Так как по предположению /1(0) = 0 и m(r) > 0, то

тиворечие доказывает первое неравенство из (15).

Для доказательства второго неравенства из (15) заметим, что функция тп(1) име

ет непрерывную вторую производную на (0,Т), поскольку /?(¥) предполагалась 

непрерывно дифференцируемой. Из (10) и (12) имеем тп'(0) = -аЛ/0 + /з(Уо) < 0.

Следовательно, в окрестности нуля имеем т'(<) < 0. Пусть т £ (0. Т) точка 

такая, что тп'(т) = 0, m'(t) < 0 при t € [0,т). Тогда тп"(т) > 0, а в силу (10) 

получим

m"(r) = -am'(r) + Л(V(r))V'(r) = 7j(l'(r))V'(r) > 0.

Так как У(<) > 0 при < € [0, т), то имеем /^(^(т)) > 0, следовательно К'(т) > 0.

С другой стороны, из (10) следует

m(r) - i/։(V(r)) = —-m'(r) = 0. 
a а

В силу (13)
”»(т) - |/1(У(т)) < m(r) - ֊/2(V(r)) = 0.

Следовательно, из (9) получим

m(r) - i/,(V(r))

Это противоречие доказывает Лемму 1.
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В? о.0) = £ 

п =0

сов(п! -г 1 4- ая/2 -/31
(п+1-0)'

Л’(1,а,3) — (Л'(։,а,3) т Д։(1,а,/?))|/։, ?(£, а,Д( = агссо։ °
Ае 1 ■ '-ШДь -

М(а.0) = ^ [" И(։,а.0) (1-2У Л.

тУо \ Гн 4°2 ~ 1 /

Ах(а,0) = М{а,0) + М(-а,0), А,(а,0)-^[ (14{1,а,0) + Щ։. -а.0)) Л.

где * означает, что 2 V з = 0(пюс1р), з,р € 14,

Теорема 2. Пусть г > 1. Тогда

а) если 0 — 0, то Гил 
т -*оо

Ст(0, УУ“) 
т”г 1пт я2 ’

Ь) если 0 € [0, 1/2] иррационально, то Пт ’»•-»ЭС
г) если 0 = з/рЕ (0,1/2], з,р € ПК, (з,р) - 1, то

.. . гст(0.н^) А . _х 11т 1п(----- —----- > Аг(а.0),
■и-Фоо т"г 1пт Нт вир 

•»-♦ОО
Ст(олк;) 
т~г 1п т < А2(а,0),

и для любого 7 € [Л!(а,0). Лз(а.0')] существуют гп*,дл Е Г* такие, что

Нт — = з/р Нт 
л։ -*оо

Ст.(О^) 
»<" 1ПГТЦ,

и

52. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2

Доказательство Теоремы I : Так как Тгп(г. //) = 5т(х. /), то получим

/(։) -ГГт(х,/) = /(х) - 5п։(х,/) - Тгч(х-/֊ 5т) 1 Г С>(»,։)»(։)Л, (։)

где

С,н(т,4) = 7(Ь«. ~ - У? ^Го+1(< ~ ։/) “ х')-

Из (3) следует, что
с,„(х,и;г)< ֊ [ |Ст(«,<)|Л. 

* -в

другой стороны, легко видеть, что 2к-периодическая функция

I в1ртСт(сЛ)< 
¥>о(«) = <

при

при

К)

(5)
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Л(^(т)) 1 г

или эквивалентно

Ът{т)
-Л(^(Т)) 
а

|л(^(г))
«

т(г) - -Л(У(г)) а
Л(^(Г» |л(։'(г))--Л(У(г))

О а
(25)

Поскольку неравенство (17) выполняется на [ОЗо), то из (11) и (13) постоянные, 

определенные в (21), суть положительные. И։ (25) имеем

т(г)-1/,(У(г))> 
а а2ЬМ0 + Л/п ’

Следовательно, при всех 4 Е [031] (а значит в [0, *о)) имеем

™(<) ֊ ֊Л(И*)) > ппп ~
а \q~qMq -г «/Иц а ) (26)

Заметим, что из (12) следует, что Мц — ^/з( V©) > 0. Из (10) получим

Отсюда и из (26) следует т'(4) < -с при I Е [0,4о). откуда вытекает первое 

неравенство из (18). Второе неравенство следует из (16) и (10). Лемма 2 доказана.

Доказательство Теоремы 1 : Согласно общей теореме (см. [3]), задача (9), 

(10), (4) имеет единственное решение в окрестности нуля. Поскольку пз(0) = 

Л/о > 0, то в этой окрестности имеем тп(4) > 0. Пусть есть точка такая, 

что 0 < е < т(4) < Л/о при I Е (031)- По Лемме 2 0 < < У(4) < В^,

-С1 > т'(4) > — аЛ/о при < € [031)։ где Л1.В1, С1 - положительные постоянные, 

зависящие только от Е. Л<0, Уо. Следовательно, /1(У(4)) ограничена на [031). 

Поэтому У'(*) остается ограниченной при 4 ->41-0. Таким образом, т(4) —> ттц, 

У(4) —> при 4 -* «1 — 0, причем т։ > е > 0, V! > Л1 > 0. Рассмотрим задачу 

Коши для системы (9), (10) с начальным условием тп(41) = гтц, У(41) = У\. Эта 

задача имеет единственное решение в окрестности [4131 + £)- Поэтому [031) ие 

является максимальным интервалом, на котором существует решение задачи (9), 

(10), (4).

Пусть (0, Т) - интервал, где гп(«) > 0. По Лемме 1, 7(() > 0 на (0,Т), следова
тельно Л(И(<)) > 0 на [0.Т). Иэ (10) имеем т’(1) +ат(1) > 0, I 6 (0,Т). Так как 

т(<) > 0, то (1п т(4))' > ~а’ € [0, Т). Интегрируя последнее неравенство от 0 до
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I, получим 1ит(4)֊1пМ() > -а*, или т(/) > А/оехр(-и1), ։ е [О, Т). Если Т < ос, 

то 7п(0 > ЛГоехр(-аТ) > 0 при / € [0,Т). Используя предыдущие рассуждения, 

можно продолжить решение на интервал [Т, Т 4֊ г). Следовательно, Т = ос. 

Итак, решение задачи (9), (10), (4) определено на [0, ос), и тп(4) > 0 при / > 0. 

Покажем, что т(4) —> 0 при / —> ос. Действительно, если эти не тот случай, когда 

тп(1) > е при I > 0, то по Лемме 1 т'(*) < Согласно Лемме 2, т'(/) < -с при 

всех / > 0. Следовательно, т(/) < Мо — &, т.е. функция т(/) не может оставаться 

положительной при I —► ос. Теорема 1 доказана.

$2. ПРИБЛИЖЁННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ

Из Леммы 1 (тл'(<) < 0) следует, что

то < т(/) < ЛГ0, при I б [0,/0]. (27)

Укажем метод приближенного решения задачи (9), (10), (4) на интервале Ч *о]. 

где пфо) = то с дополнительным условием (27). Из Леммы 2 следует, что из 

(27) вытекает т'(1) < —с, где с определяется в (20). Следовательно, в (8) и (9) 

можем перейти к переменной т. Имеем

</У 1&т—/|(У(т))
.. ■ ■ — — — — ■ .
ат тат _/2(У(т))

Начальное условие запишется в виде

У(М0) = Уо-

(28)

(29)

Решение задачи (28), (29) ищем в интервале [то, ЛГо]. Рассмотрим эквивалентное

интегральное уравнение

Мо
У(т) = У(М0) + 1 ^т-Л(Ит)) 

т ат — /з(У(т))
с/т. (30)

Докажем теперь, что при надлежащем выборе Л уравнение (301 можно решить 

методом последовательных приближений на интервале [Мо ~ Л, Л/о]. При то < 

т < Мо из Леммы 2 следует, что 0 < А < У(т) < В. аМо > ат — /з(1 (т)1 > 

с > О, где А, В,с определены в (17) - (20). Из непрерывности функции /2(Р) для 

любого положительного г существует функция д(£) такая, что из неравенств

0<А-^<1Л(т)<Л+£ (31)
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вытекает аМ0 > ат - /2(У(т)) > с - 6(£) > 0. Следовательно, на интервале

[ЛГо - Л. Л/о] функция

(КУ)(а) = У(Мо)+
1 6т-Л(У(т)) 
т ат — /2( У(т))

скп

удовлетворяет неравенствам

А 71(В + с) 
то с — 5(£)

/» ВМ0
то с - 6(е) '

Если Л удовлетворяет неравенству

Л < пйп
£тр(с —<?(£)) £тр(с — <Е(е)) 

Л(В + £) ’ ЬМо

то функция (КУ)(т) удовлетворяет (31). Далее, имеем

(КУ,)(։)-(КИ։)(х) 1 [
т ат — /2(У1(т))

6т-Л(У2(т)) 
ат - /2(У2(т))

с/т =

[ат - А(У1(т))| ■ [Л(Уг(т)) - Л(У,(т))] 
[ат - Л(У1(т))) • (ат - /;(У;(т))[

! [*т - 71 (Уг(т))] ■ [Л(У,(т)) - Л(У2(т))] 

[ат - /2(У։ (т))) • (ат - /2(У2(т))[
с/т.

Следовательно

||(КУ1)(т) - (КУ2)(т)|| < Л аЛ/оЛ/ц + 6Л/0Л/21 
то(с- <5(е))2

||У,(т) - У2(т)||,

где || • || - равномерная норма на отрезке [Мо — Н, Мо], причем

Мы = тах /'(У), Л = 1,2. Л-«<У<В+е

Таким образом, если к определить по формуле

А = шш
£тр(с - Л(с))

2А(В + с)

£тр(с- <?(£)) 
2ЬМ0

тр(с - <Е(£))2 
2М0(аМл -1֊ 6М21)

то К сжимающее отображение с коэффициентом сжатия 1/2, действующее в 

пространстве функций, удовлетворяющих неравенству (31). Следовательно, на 

интервале [Л/о — Л. Л<о] уравнение (30) можно решить методом последователь

ных приближений со скоростью геометрической прогрессии. Определив решение 

У(т) на [Мо — Л, Л/о] с точностью £/4, рассмотрим уравнение

. и.и .. (м°-к 1 6т-Л(У(т))
V(г) = V(Мо — Л) 4- /----------- =---------- ат,

Л тат- /2(У(т))
(32)
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эквивалентное задаче (28), (29) на [Mq — 2А. Mq — /։]. В силу выбора h получим

Л/о - fc

в + 5 + I > ПМо 
£

1 Ьт - А(У(т)) , . . £ £
----------- =---------- dm > А---------- .
тат- f2(V(m)) “ 2 4

Используя предыдущие рассуждения к уравнению (32), заключаем, что на (Мо- 

2Л, Мо - Л] уравнение (32) можно решить методом последовательных цриолиже- 

ний со скоростью геометрической прогрессии. Находим решение с точностью е/8 

и на интервале [Мо — ЗА. Мо - 2А] решаем уравнение

1 6m - Л(УМ) 
----------- =----------dm. 
т ат - /2(к'(т))

Используя предыдущие рассуждения, через конечное число шагов получим ре

шение задачи (28), (29) на [то, Мо] с заданной точностью £. Определив У(т) из 

(10). можем найти решение т(«о) = то по формуле

/.Mo-26 dm
<0= / ---------------- =---------------

Jm0 -am +/2(У(т))

ABSTRACT. The paper studies boundary value problems for some 
systems of nonlinear ordinary differential equations, that have important 
applications. The earlier knowledge (see [1] - [4]) on similar systems did 
not extend beyond existence of unique solution of the Cauchy problem in 
a neighborhood of the origin. The existence of a solution in a finite interval 
with starting point fixed, whose endpoint has to be determined from 
the boundary conditionsis proved, and estimates that allow to construct 
approximate solutions are obtained.
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