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В статье доказывается, что задача Дирихле для правильного эллипти
ческого уравнения имеет единственное решение вне круга. Для непра
вильного эллиптического уравнения дефектные числа задачи Дирихле 
вне круга равны бесконечности.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Д - область на плоскости {х 6 П<՜ ։ |г! > 1} с границей Г = (г € 1И“ :

|к| = 1). В области И рассмотрим следующую задачу Дирихле :

2л

к=0

д2аи(х) 
ду*дх2п-к

г — г -г »у € Д

дки(г) 
дгк = Л(*), г€ Г, к — 0,1......п — 1,

(0.1)

(0.2)

где Ак 5^ 0 - комплексные постоянные, /4(2), к — 0,1,..., п — 1 - заданные 
_ #«(*)

комплекснозначные функции на Г, а —-— - производные по направлению 

радиус-вектора в точке е € Г.

Будем говорить, что функция /(к), х 6 Г принадлежит классу Л(Т), если она 

удовлетворяет условию Гёльдера на Г. Функция и(я) принадлежит классу Н(О), 

если и(г) определена в замкнутой области Д — Д и Г и удовлетворяет условию 

Гёльдера в любом замкнутом кольце 1 < |х| < Я- Пусть я - дуговая абсцисса 

точки г 6 Г. Предполагая, что функции

*А(«) 2п - к.

принадлежат классу Я(Г), мы ишем решение задачи (0.1), (0-2) в классе комп

лекснозначных функций и(х), которые 2п-раз непрерывно дифференцируемы в
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^+*ц(г) 
дхкду1

1Й

Р. частные производные которых до (2п - 1)-го порядка принадлежат классу 

Н(Д) и в окрестности бесконечности удовлетворяют условиям

< сМ"-1-'-*, > + *<2п-1, (0.3)

где с - некоторая положительная постоянная, зависящая от и. 

Рассмотрим характеристическое уравнение к уравнению (0.1)

Зп

]Га4Л* = 0. (0.4)
к=0

Уравнение (0.1) называется эллиптическим, если характеристическое уравне

ние (0.4) не имеет действительных корней. Будем предполагать, что уравнение 

(0.1) является эллиптическим, а характеристическое уравнение (0.4) имеет толь

ко простые корни.

Пусть р и д - число корней характеристического уравнения (0.4) при 1т Л > 0 

и 1т А < 0 соответственно. Уравнение (0.1) называется правильно эллипти

ческим. если р = д, и неправильно эллиптическим, если р д. Не ограни

чивая общности будем считать, что р > д.

В [1] доказано, что при п = 2 задача Дирихле для правильного эллиптического 

уравнения (0.1) в круге фредгольмова, однако существование и единственность 

решения существенно зависят от коэффициентов Ак. С другой стороны, задача 

Дирихле для неправильного эллиптического уравнения (0.1) в круге не фред

гольмова и не нстерова. В зависимости от коэффициентов А*,., число линейно 

независимых решений соответствующей однородной задачи может быть конеч

ным или бесконечным. Например, если п = 2 и корнями характеристического 

уравнения (0.4) являются 

где комплексное число е удовлетворяет |е| < 1, то уравнение (0.1) является не

правильно эллиптическим, и однородная задача Дирихле в круге имеет только 

нулевое решение. Если п = 2 и ։ = является трехкратным корнем харак

теристического уравнения (0.4), то число линейно независимых решений в круге 

равно бесконечности.

Положение иное для задачи Дирихле (0.1), (0.2) вне круга. Докажем следующие 

две теоремы.
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Теорема 1. Для правильного эллиптического уравнения (0.1) задача

Дирихле (0.2) вне круга имеет единственное решение.

Теорема 2. Дефектные числа задачи Дирихле для неправильного эл

липтического уравнения (0.1) вне круга равны бесконечности.

Описывается также эффективный метод решения задачи Дирихле для правиль

ного эллиптического уравнения (0.1) вне круга.

§1 . ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (0.1) ВНЕ КРУГА

Формулу для общего решения эллиптических систем уравнений с постоянными

коэффициентами в ограниченных односвязных областях можно найти в [2]. Так

как решение уравнения (0.1) в ласти D = {z : |z| > 1} может иметь особенности

до порядка п— 1 в точке г = оо, то формула для общего решения уравнения (0.1) в 

области Д немного отличается от формулы приведенной в [2]. Эта новая формула 

помимо аналитических функций содержит также некоторые логарифмические 

функции и полиномы. Приведем эту формулу в Лемме 1 без доказательства, 

поскольку оно аналогично доказательству в [2].

Пусть А - комплексная постоянная с 1т А 0. Обозначим через Дд образ 

области Д при отображении С = х 4- Ху, г = х 4- ։р 6 Д, < = 4- ։г? с Да- 

Ясно, что Да - внешность некоторого эллипса с центром О.

Определение 1. Будем говорить, что функция ^(г + Ау) аналитична отно

сительно аргумента х + Ау, если она является суперпозицией аналитической в 

области Дд функции и функции С = х + Ху. Аналогично, функция и(х ана

литична относительно аргумента т 4- А у. если и(г) бесконечно дифференцируема 

в Д и удовлетворяет условию

ди(х) ди(х) . • л и Па - А—— = 0, г = х + ху ъ Д- (1-1)
ау ах

Заметим, что (1.1) является аналогом условия Коши-Римана для аналитических

В дальнейшем под 1пг будем понимать следующую ветвь логарифма : 1пх -

|z| 4- iargz, 0 < argz < 2т. Пусть А1։..., AJn - корни характеристического 

уравнения (0.4), и

(1.2)

(1.3)

Де p ֊ целое число.

Im Xj > 0. j = l......Р> n < p < 2n,
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Лемма 1. Общее решение уравнения (0.1), удовлетворяющее условиям

(0.3). определяется формулой

2п л —2

«(г) = 52 + А,у) + 52 52 Ь}^х + 1п<х + А^+
7 = 1 7 = 1Дг=0

г = I + ։у € Д (14)

где(^, Ъ}ь и Ск} — прои։вольные постоянные, а — произвольные 

аналитические функции в области О относительно аргументов х +

Л1у,...,т 4֊ У^пУ, соответственно, удовлетворяющие условиям

^(°°) =. |»т ^(х + А^) - °՛ ; = 1,—»2«» (1-5)

Р 2л
524>‘АГ՜ 52 ЬлА7=0, т = 0,1....,Л, к = 0,1......п-2, (1.6)
2=1 2=Р+1

Р 
52^А7 = 0, т = 0,1.....п-1. (1.7)
>=1

Все функции и постоянные в (1.4) определяются по ц(г) единственным 

образом.

Замечание. Согласно (1.7) при р = п имеем <1Х = ... = </„ = 0. Из (1.6) и (1.7) 

следует. что обшее решение (1.4) содержит 2п~ —2п4-р произвольных постоянных.

§2 . СЛУЧАЙ п = 2

В этом параграфе доказываем Теорему 1 для п = 2. В этом случае граничные

условия (0.2) имеют вид

^и(*) _ #0(я) 
Лз Ля

дг = А(х), г е г,

(2-1)

(2-2)

2 € Г,

«(1) = /о(1)- (2-3)

Так как Г - (единичная окружность |я| = 1, то имеем

Ли(х) 
~лГ = -у

ди{х)
дх (2.4)

(2.5)

дм(*)

ди(х) _ ди(г) ди(х) 
дг - х дх + У ду г € Г.
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В силу (2.4) и (2.5), граничные условия (2.1) и (2.2) можно записать в виде

ди(г)
-֊֊=Ы*, «6 Г,Ох

5и(я)
ду -0з(г). ։ € Г,

(2-6)

(2-7)

где

91(*) = ~У^֊ + «Л(«). 
(13 !7з(х) = х + у/1(х). (2.8)■

Из (2.8) получим

(2-9)

Здесь и ниже интегрирование по Г понимается п[ тив часовой стрелки. Пусть

А1,...,А4 - корни характеристического уравнения (0.4). Пусть

1гп А1 > 0, 1т Аз > 0. 1т А3 < 0, 1т А< < 0, А1 / А2, А3 / А,. (2.10)

В этом случае общее решение (1.4) запишется в виде

4
и(г) = 57 [у; (г 4- А?у) 4- а, 1։։(г 4֊ А,у)] + с0 + скх 4- сау,

>=1

г = х + ։у £ О. (2.11)

где у?1,.... <£>, ֊ произвольные аналитические функции в £> относительно аргумен

тов х 4֊ Хгу.......х + А4у, соответственно, а а, и с: - произвольные постоянные.

удовлетворяющие условиям

□1 + а2 ~~ аз ”” ач — 0, ¥>,(оо) = 0. ; = 1....,4. (2.12)

Подставляя общее решение (2.111 в граничные условия (2.3), (2.6) и (2*7), полу

чим
4

Со = -С1 - ^2^к(1).
*=։

(2.13)

“к
I + >*кУ.

= 91(г), (2-14)

Аки^(х 4- Хку) +
А* а* 

х 4- А*у
= 9з(*). (2.15)х 6 Г,

где ш*(х 4- А,у) - производное функции ¥?к(С) в точке С — х 4- АкУ, к — 1,2. 3.4.

Функции Ы1,ы, аналитичны в И относительно аргументов х 4- А||/, ..., х 4- А^у

соответственно, а в бесконечности они удовлетворяют оценкам

|ык(г 4- Аку)| <
Ск

|х 4֊ Аку|2 ’
*= 1,2,3,4. (2.16)
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где Ск - некоторая положительная постоянная, зависящая отад*.-. Обозначим через

VI И 1>3 левые части (2.14) и (2.15), соответственно. Имеем

ак
х + Аку

<Цт + А*у). (2-17)

Из теории вычетов и условий (2.10)« (2-16) получим

х + Аку) <1(х + Хку) = О,

(Цх 4֊ Хку) = 2л։։а1,

(2.18)

(2-19)

ак
с/(х 4՜ Аку) — 2тгк1к} (2.20)

Из (2.9), (2.14) и (2.15) имеем

0. (2.21)

Из соотношений (2.17) - (2-21) следует (2.12). Таким образом, (2.12) непосредст

венно следует из граничных условий (2.14) и (2.15). Так как Аз ф А4, то посто

янные С1 и С2 единственным образом можно представить в виде

С1 = Ьз + ^4. с2 = А363 4- А464, (2.22)

где и 64 - произвольные постоянные. В силу (2.22) граничные условия (2.14) 

и (2.15) можно записать в виде

4
V * € Г; (2.23)
4=1 

4 
52 Ак^к(ж +Ак!/) = 02(х), хе Г, (2.24)
к=1 

где

фк(х + Хку) = ик(х + Хку) 4֊—77—, Л = 1,2, 
х 4- Хку

1М® 4- хку) = шк(х 4- хку) 4- —--- ------'гьк, к = 3, 4.
х 4- Хк у

Функции аналитичны в области В относительно аргументов х 4- Хгу,

..., х 4- А41/, соответственно, ^1(°°) = 0» 02(сю) = 0, а ^3 и ограничены в 

бесконечности. Положим

1
2ф + А?)’ ; = 1.2,
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1 » + А.

Д/(г) = х + —, У =1,2, Дк(х) =- + 1/кг, к = 3,4. 
X X

Из (2.10) следует, что

0 < |7; | < ОО, М<1, ] — 1,2,3.4. (2.25)

Так как Г - единичная окружность |г| = 1, то для точки х = г + ху имеем

I + ХуУ = 7 = 1.2. 3.4. (2.26)

Положим

ф/г) = ; = 1,2,3,4. (2.27)

Из (2.25) и (2.26) следует, что (З^г) и &(х) конформно отображают О = {г : 

|г| > 1} на области Рд։ и Вд,, а функции 0з(г) и конформно отображают 

круг {х : |х| < 1} на области и Рд4, соответственно. Следовательно, функции 

Фг(х) и Ф2(г) аналитичны в области О и удовлетворяют условиям Ф^ос) = 0 и 

Ф2(оо) = 0. а функции Ф3(ж) и Ф4(х) аналитичны в круге {г : < 1}.

В силу (2.26) и (2.27) граничные условия (2.23) и (2.24) можно записать в виде

4

V ♦*(*) = - 6 Г,
к = 1

4

АкФк(х) = р2(я), г€Г.
*=1

Таким образом, мы получили задачу сопряжения для аналитических функций

Фк(х), к = 1,2, 3,4. Решение определяется формулой (см. [2])

Фг(х) + Ф2(х) = ֊Л(г). А1Ф1(х)4-А3Ф3(х) = -Г2(х)> |х| > 1, (2-28>

Ф3(х) + Ф4(х) = Г1(х), А3Ф3(х) 4֊ А4Ф4(х) = Г2(х), |х| < 1, (2-29)

где

Из (2.28) и (2.29) функции Ф»(х), к = 1, 2.3.4 определяются однозначно. Из (2.27)

имеем 

^к(С) = Фк(ак(С))’ к = 1.2,3.4, (2.30)
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где ак(<) - обратная функция к 7*/3(х).

Из (2.28) - (2.30) следует, что функции (О......1ЫС) аналитичны в областях

Рд։, .... соответственно, 01(оо) = ^з(оо) = 0, а функции ^з(С) и ^4(<) 

ограничены в бесконечности. Из (2.23) и (2.24) имеем

^«)=ы*(0+р <€£>>., * = 1,2, (2.31)

М0 ="»(<)+у+ *». С е Ра., 4 = 3,4. (2.32)

Учитывая (2.16), (2.31) и (2.32) получим

а, = ;Д- [ 0,(СХ, 3 = 1,2,3,4, (2.33)
*** JГj

6>=^(оо), > = 3,4, (2.34)

где Г; - граница бласти D\r Из (2.31) - (2.34) функции Wfc(C), * = 1,2, 3.4

определяются единственным разом, а в бесконечности они удовлетворяют

оценкам

1^(01 < k = 1.2, 3,4 (2.35)

для некоторой положительной постоянной с. Так как то из (2.35) 

получим
^«) = -jf ^(t)A. j = 1,2,3,4, (2.36)

где интегрирование проводится от точки ( до х по лучу argt = arg£, |£| < 

■<| < оо. Функции у?1(£),..., уц(£), определенные в (2.36) аналитичны в областях 

£>а։, .... О)^ соответственно, а у>1(оо) = ••• = ^»«(оо) = 0. Подставляя а}

и из (2.33), (2.34) и (2.36) в (2.13) и (2.22), получим постоянные со,С1 и с>.

Таким бразом, все функции и постоянные в обшем решении (2.11) определяются 

единственным образом. Теорема 1 доказана.

Используя общее решение (1.4), аналогично можно доказать Теорему 2 для п = 2.

§3. СЛУЧАЙ л > 2

При п > 3 доказательства Теорем 1 и 2 аналогичны, поэтому приведем только 

краткие замечания. Сначала заметим, что граничные условия (0.2) эквивалентны 

условиям <• ’

дп~1и(х)
Эу*а1п-|-к ~ ^ук^хп-1-к՝ *-® + »у€Г, к - 0,1,,..,п - 1, (3.1)

I
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дхкду> дхкду> 1- + > < п - 2. (3.2)

где функция ио(х) в полярных координатах (г, 9) запишется в виде

«о(г.в) = /о(е-) + £ Ц2^Л(е''). 
Л:

Снова ищем общее решение уравнения (0.1) в виде (1.4) и докажем, что из 

(3.1) следует (1.6). Следовательно, можно применить Лемму 1. Тогда остается 

повторить рассуждения доказательства для случая п = 2.

Замечание. При помощи линейных преобразований переменных задачу Дирихле 

для уравнения (0.1) вне эллипса можно свести к той же задаче вне круга. 

Следовательно, утверждения Теорем 1 и 2 остаются верными вне эллипса.

ABSTRACT. The paper proves that the Dirichlet problem for properly 
elliptic equation has unique solution outside a disk. For improperly elliptic 
equation the deficiency numbers of the Dirichlet problem outside a disk 
are infinite.
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