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В статье рассматривается задача Дирихле для эллиптических уравне­
ний Ьи = 0, где Ь = £1 - - Хэп - произведение дифференциальных опера­
торов первого порядка с постоянными коэффициентами. В настоящей 
статье эта задача сводится к интегральному уравнению Фредгольма. 
Существование и единственность решения доказывается для п = 2.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Д - ограниченная •Шзосвязная или многосвязная область на комплексной

плоскости с достаточно гладкой границей Г. а £1,...,Х2П - дифференциальные 

операторы первого порядка вида

ди . ди
3 = 1,....2п, (1.1)

где а} и Х) комплексные постоянные такие, что

1т А; < О, 1т А„+? > О,

к,} = 1, ...,2п.

Будем считать, что все функции и постоянные суть коыплекснозначные. 

В области Д рассмотрим следующую задачу Дирихле :

£х •••£2„и(г) = О, г = г + ։у € Д, (1.2)

^ЯГ = ЛЮ. ։€Г, к = 0,1..... п-1, (1.3)

где ц(д) - искомая функция в бласти Д, Д(х), к = 0, 1, ..., п — 1 - заданные

функции на Г, а /V - внутренняя нормаль к границе Г в точке я € Г. Пусть
____  ^А(г)я есть дуговая абсцисса точки * € Г. Предположим, что функции —,
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} = 0,1,....2п - к непрерывны на Г. Мы ищем решение задачи (1.2), (1.3) в 

классе функций 2п-раз непрерывно дифференцируемых в области Р и (2п — 1)- 

раз непрерывно дифференцируемых в замкнутой области О = Р и Г.

Задача (1.2), (1.3) в полуплоскости рассмотрена в монографии (1), стр. 45. В слу­

чае, когда а, — 0, ] = 1...., 2п, эта задача в односвязных областях рассмотрена в 

[1] - [3]. Наличие ненулевых постоянных а, существенно осложняет исследование 

этой задачи. Эти осложнения связаны с единственностью представления через 

аналитические функции и произвольные постоянные общего решения уравнения 

(1.2) в односвязных или многосвязных областях (см. [3] - [5]).

В настоящей статье задача (1.2), (1.3) сводится к интегральному уравнению 

Фредгольма, и доказывается существование и единственность решения этой 

задачи для п = 2.

§2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1.2)

Пусть Рд - образ области Р при отображении

С = х + Ху, х = х 4- ։у ё Р, С = £ + и? ё Рд, 

где А - постоянная, 1гп А ф 0.

Сначала предположим, что Р - односвязная область. Не умаляя общности будем 

предполагать, что 0 6 Р. Рассмотрим уравнение

£1 • • • £ри(х) = 0, г = х + ։у ё Р, (2-1)

где р - натуральное число, р < 2п, а £։, ...,Ьгп ~ операторы из (1.1).

Лемма 2.1. Обшее решение уравнения (2.1) в односвязной области Р 

определяется формулой

■.(։,») = £>-"%(։ + Ал/). (2.2)
>=1

где аналитичны в Рд^ и удовлетворяют условиям

₽}‘*(0) = 0, 2 = 2......Р. * = 0,1....... 2-2, (2.3)

причем функции определяются по и(х) единственным образом.

Доказательство : Легко проверить, что функция е~а'9<р}(х + А?у) являете« 

решением уравнения Ьги = 0. Так как операторы £1,...,£2п перестановочны, то 
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эта функция является решением уравнения (2.1). Следовательно, любая функция 

вида (2.2) является решением уравнения (2.1).

Теперь, применяя индукцию по р докажем, что любое решение уравнения (2.1) 

представляется в виде (2.2). Уравнение (2.1) при р = 1 имеет вид

ди . ди
_-А,- + а,и = 0. (2.4)

Уравнение (2.4) можно записать в виде

и(г) = еа1|ги(х). (25)

Известно (см. [2], стр. 134), что общее решение уравнения (2.5) определяется 

формулой

ю(я) = рх(х + А1У), г = т + {у Е О, (2-6)

где - произвольная аналитическая функция в Рд։- Из (2.5) и (2.6) имеем

и(з) = е~а^<рг{х + Ац/), х = X + ։у, (2.7)

откуда следует представление (2.2) для р — 1. Предполагая, что представление 

(2.2) верно для р = тп, докажем, что оно верно для р — т + 1. Пусть ио|я) - 

решение уравнения (2.1) при р = т 4- 1. Тогда имеем

.••1,я + 1У(я) = 0, в(х) = Лио(*). (2-8)

Так как и(я) - решение уравнения (2.8) и (2.2) верно для р — т, то

»(«,!/) = 52 е‘в>У^(1 + (29)

где функции р} аналитичны в £>д, и удовлетворяют условиям (2.3) при ) > 2. 

Заметим, что при т — 1 условие (2.3) отсутствует. Подставляя и(х) из (2.9) в 

(2.8), получим

дио 
ду

е-^^х + Х.у).

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение

ди} 
ду

+ Д1Ц; = е“в>’^(х + А,у). (2-Ю)
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Частное решение уравнения (2.10) ищем в виде

иДг) = е“в^^(® + Х}у), г = I 4- «у, (2-11)

где V; ~ аналитическая функция в Рдг Подставляя «7(х) из (2.11) в (2.10), 

получим

4(0֊ ”>*»(О = ^П7- Сео*,, 

где ъ = х^-
Частное решение уравнения (2.12) определяется формулой

*>(0 = Г-Ц-‘’Х /'"''*’<(։) Л.
*1 — А1 Уо

Из (2.3) и (2.13) имеем

(2.12)

(2-13)

^*>(0)=0, > = 2..... т+1, * = 0,1,2. (2.14)

Из формул (2.7) и (2.11) имеем
т>1

«о(«) = $2 е"в>»^(х + Х]У),
>=։

откуда следует представление (2.2) для р — гп-Ь 1. Таким образом, представление 

/2.2) доказано для любого натурального числа р < 2п.

Теперь докажем единственность представления (2.2). Достаточно показать, что 

если и(х) = 0 в представлении (2.2), то ^(х + А;у) =0 для любого ] = 1, ...,р. 

Предположим, что и(х) = 0. Применяя оператор £1 • • • Ьр-\ к обеим частям (2.2), 

получим
р—2 

4''1|(0+Х2л‘*,1‘|(0 = 0- 
к=0

С€Рд,։ (2.15)

где Ао,—- некоторые постоянные. Из (2.3) и (2.15) при ] = р получим

рр(х 4֊ Хру) - 0. Аналогично получим рДх + Х}у) = 0 при ] — 1. Лемма

2.1 доказана.

Пусть теперь Р - (т 4- 1)-связная область на плоскости, ограниченная гладки­

ми кривыми Го, Г1,...,Гт. Предположим, что Го охватывают контуры Гх,..., Гт. 

Пусть х1,...,2т - фиксированные точки, охваченные контурами Гх,...,Гт, соот­

ветственно. Общее решение уравнения (2.1) в многосвязных областях отличается 

от формулы (2.2) некоторыми произвольными постоянными, число которых за­

висит как от числа тп, так и от порядка уравнения (2.1). Здесь мы приведем

шее решение уравнения (2.1) в многосвязной области при р = 2, 1т Ах < 0 и
1т А} > 0.
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Лемма 2.2. Если р = 2, 1т А։ < 0 и 1т Аз > 0, то общее решение

уравнения (2.1) в (т + 1)-связной области Д определяется формулой

д(х, у) = + А1У) + е~а^р2{х + А2у)+

ГЛ
+е”х+'* 1п[(х + А։у - хк - А։у*)(® + М ֊ ** ֊ А2у*)], (2.16)

*=1

где $ - йлА1хЯдА1 > определяется через (2.12), сь, к = ֊ произ­

вольные постоянные, <р^ и у>2 - произвольные аналитические функции 

в Дд, и Дд։, соответственно, и <р2(0) = 0. Постоянные сь..., ст и функции 

у>1, <р2 определяются через и(г) единственным образом.

В (2.16) берем одну из непрерывных в области Д ветвей логарифма. Так как 

1т А1 и 1т А2 имеют разные знаки, то такая ветвь всегда существует. Доказа­

тельство Леммы 2.2 аналогично доказательству Леммы 2.1, поэтому оно опуска­

ется.

§3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ п = 2

В этом параграфе исследуется задача (1.2), (1.3) в случае, когда Д - односвязная 

область и п = 2. В этом случае задача (1.2), (1.3) имеет вид

£>х^2^,з^'4и(г) = О- х € Д. (3.1)

1 и(я) = /о(х), хе г, 13.2)

I = ։ег. (3.3)

где Ь/, j = 1,2, 3,4 - дифференциальные операторы из (1.1), причем

1т А։ < 0, 1т А2 < 0, 1т А3 > 0, 1т А4 >0, А։ А2, А2 А4. (3.4)

Условие (3.2) эквивалентно условию

<^Ц(х) 
(1з + «(։)

<Уо(х)
(1з + /о(*), г. (3.5)

Обозначим через (АГ, х) и (АГ, у) углы между внутренней нормалью Аг в точке

г € Г и осями ОХ и ОУ, соответственно. Так как

ди диди /м з г ди ,.г՝ = — СО8(Л\ X) + — СО8(ЛГ, у),
дN дх ду

ди ди ... 1 ди-Г- = — соз(АГ. у) - у- соз(Л, х), 
дз дх ау

СО52(Л’, у) +соз'’(Л^, х) = 1,
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то условия (3.3) и (3.5) можно записать в виде

^+al(x)u(x)=S։(x), х € Г, (3.0)
ах

+ а,(х)и(х) = я(х), х 6 Г, (3.7)
dy

где ах(2) = cos(N, у), аг(х) = -сов(^х),

Ых) = /1 («) coe(N, х) + /э(*)СО(Фу,У)>

g2(z) = /x(z)cos(^y) - /2(z)cos(JV, х), f3(z) = --°,-՜" + /о(г). 
аз

Согласно Лемме 2.1, общее решение уравнения (3.1) определяется формулой

4
u(z) = ^e~*iVtpj(x + Ajv), х = х + гу, (3.8)

J=1
где - аналитичные функции в Рд,,..., 2?дч, соответственно, удовлетво­

ряющие условиям

?а(0)=0, <р3(0) = 0, <?з(0) = 0, (3.9)

?4(0) = 0, ?;(()) = 0, ^(0) = 0- (ЗЛО)

Используя граничные условия (3.6) и (3.7), запишем общее решение (3.8) в более

удобном виде. Функцию <р\ представим в виде

у>1(х + а, у) = с + ^>։(х + А։у), (З.П)

где с - постоянная, а -ф2 - аналитическая функция в £)д։, удовлетворяющая 

условию ^х(О) — 0. Ясно, что в (3.11) постоянная с и функция определяются 

через у>1 единственным образом. Положим

(Мх + А,») = с(х + А,у): + уч(х + Л, у). (3.12)

где с - постоянная из (3.11). Ясно, что аналитична в Рд4. Из (3.10) получим

*«(о) = о, v4(0) = о. (3.13)

Так как ^'(0) = 0, то из (3.12) получим с = (0). Подставляя с в (3.11) и 

(3.12), получим

у>1(х + Х1у) = -V»4(0) + + АИ/).

<?<(* + А4У) = V»4(* + А<у) - 1 (О)(яг + А4у)3.
(3.14)
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Если функция ^>4 удовлетворяет (3.13), то функция уц, определенная формулой 

(3.14), удовлетворяет условиям (3.10). Следовательно, функции и в (3.8) 

допускают представление (3.14), где и - произвольные аналитические 

функции в Од։ и Рд4, соответственно, удовлетворяющие условиям ^1(0) = 0 

и (3.13).

Отметим, что в (3.14) функции и Фз определяются через <Р1 и единственным 

образом по формуле

^1(х + *1У) = <Р\(х + Аху) - ¥>1(0),

Фл(х + Х4у) = у>4(х + А^у) + -у>1(0)(т + А«у)։.

Положим

Фз = ¥»з. Фз = ¥>з» ",(« +Ауу) = ^}(х4-А,у), 7 = 1,2,3.4. (3.15)

Из (3-9), (3.13) и (3.15) следует что - аналитические функции в £>д,.

.... Рдч, соответственно, а

о>з(0) = 0, ^(0) = 0, |3.1б)

(С) <к. ] = 1.2.3.4. (3.17)
о

В частности, из (3.17) следует ^,(0) = и/4(0). Подставляя из (3.17) з (3.14) и

4 (3.15), получим

¥>1(2 + А։у) = [ в>1(<) </< + |ы^(0),
Уо

^2(г + А2г/)= / ЛС

«э(С) <К.
о

¥’4(® + ^41/) = [ <К~ ^^ц(0)(х + Л4у).
Jo

Отсюда и из (3.8) получим

4 1 1
и(з) = £ у и,(С) <*Г + 5»-‘'«;<») - 5е—><(0>(1 + А.»)’. (3.18)

Следовательно, общее решение уравнения (3.1) определяется также формулой 

(3.18), где - произвольные аналитические функции в .... Ра«

соответственно, удовлетворяющие условию (3.16). Кроме того, эти функции 

определяются через ц(х) единственным образом.
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Подставляя u(z) из (3.18) в граничные условия (З.б) и (3.7), получим

(z — + A7i + В, (z)u’i(O) =

u>,(0< + В,(։)«;(0) = »,(«),

Z € г, 

(3-19)

хбГ,

(3.20)
О

где А;* и В։, k = 1, 2. j = 1,2, 3, 4 - некоторые вполне определенные достаточно

гладкие функции. Таким разом, задачу Дирихле (3.1) - (3.3) свели к односто­

ронней задаче Гильберта (3.19, (3.20) с дополнительным условием (3.16). Задача 

(3.19), (3.20) полностью исследована в [б], стр. 239. Используя методы из рабо­

ты [б], задачу (3.19), (3.20) с дополнительным условием (3.16) можно свести к 

эквивалентному интегральному уравнению Фредгольма второго рода.

Предположим теперь, что в (1-2) п > 3. Тогда аналогично, граничные условия

(1.3) можно записать в виде

= <?*(*), я € Г, fc = 0,l,...,n-l, (3.21)

*
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an-* l 2 3 4 5 6u(z) , ур k , д*^и(г) 
дхкдУя֊к֊к дхкду>п — 2

где bjk и дк - некоторые вполне определенные функции на Г. Используя общее 

представление (2.2) при р = 2п аналогично, задачу (1.2), (3.21) можно свести к 

интегральному уравнению Фредгольма.
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