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В статье рассматривается одна из задач теории приближения функций. Пусть ^(г > 0, а € IR.) - класс периодических, непрерывных функций /(х), представимых в виде свёртки f(x} = с + -я-՜1 f** Dx(t) <p(t)dt,ООгде Dl(t) — 52 Г 4- атг/2), а измеримая, периодическая функция 

к = 1^>(t) удовлетворяет условиям sup։ 1у>(*)| < 1 и dt = 0. В настоящей работе приближение берётся по тригонометрическим многочле- 21,-1нам Тт(х, /) = - У2 /(х/) Д(х-х/), где т, > 2т являются натуральными, 
9 1=0{х/} — {2'^l/q}’, И P„,(t) - ядро Дирихле. Доказано, что асимптотическое поведение величин Cm(x,r) = sup /(х) — Tm(x, /)| зависит от арифмети-ческого характера предела /3 = Jim m/q.

§1 . ВВЕДЕНИЕПусть И^(г > 0, а € 1Й-) - класс периодических непрерывных функций /(х), представимых в виде свертки
1 Г/(х) = с + ж-1 / лх(е)¥>(е)Л,

где Д'(«) = ։ СО8(А.< + отг/2), а ?(«) - измеримая периодическая функция,удовлетворяющая условиям
вир|^(<)| < 1 и У у>(*)Л = 0. (1)

В статье рассматриваются тригонометрические многочлены
(г,/) = | £/(*<) ֊ *г),

Ч 1=0
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где т, V > 2т - натуральные числа, {хг} = {—} и !>„,(<) - ядро Дирихле.

ЯОдна из важных задач теории приближений является асимптотическое поведение верхней грани Сп,(х. г-й) = ?иР/€И’; 1/(г) -Х»(«,/)|. А. Н. Колмогоров [1] доказал,-что если Т„,(х) является частичной суммой Фурье порядка т, то для функции / € имеет место следующая точная асимптотическая оценка :
4 1пт гн - 
֊2------ 4 От
к2 т

(2)
М. Д. Калашников и Г. П. Губанов (см. [2], (3)) получили асимптотическую формулу для / € при дополнительном условии, что2т+1 является делителем для д. В настоящей статье получена асимптотическая формула для Ст{х, г, ог) без этого дополнительного условия.В данной работе յ казано, что аналог соотношения (2) для Ст(х,г, а) зависитот арифметического характера предела 0 = Нтт-,,» —. А именно, если /3 = 0 

Яили иррационально, то Ст(х,г. а) обладает пределом вида (2) и он вычисляется, а если 0 # 0 ֊ рациональное число, то для Сгп(х,г, а) предел (2) не существует.Однако, если /3 # 0 рационально, получены нижний и верхний пределы последо- шгвательности ;----- Сто(х, г,а) и показано, что любое число между двумя значени-1п тями является предельной точкой этой последовательности. Ясно, что величинаСт(х, г. л) имеет период 2х/д, и поэтому мы будем изучать величину Ст(х.г. а) при х € [0.2я/д). Основными результатами этой статьи являются следующие две теоремы.Теорема 1. При г > 1 справедлива асимптотическая формула
соа((пд - ;)< 4- ]х + оя-/2)

<Н + О (т՜'),
(пд- j}r

где остаточный член равномерно ограничен по пц д, х, а иОО7(£,х,т,а) = £ 1ГТ &* = 'Л+ 1 соа((4 - х)к 4- ап/2.

При условия Иш — = 0 / 0 обозначим
ОО

А(1,а,0) = ^2 п-о к'ш(п< 4- 4 4֊ атг/2 -01 
(п+\~0У
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эо

= £

л =0

coe(nf + t + ая/2 - 0t

a.0) = arccoe
(* + l-0)r

X(t,a,0) = (X’(t,a„9) + B’it.o,/?))1'’, Bit, а. в)

M(o.0)=^ /’ N(t.o.(?) fl-jf' Л.% Jo \ . w ~ 1 /\ tel /

A։(a,/3) = .Vf(a.0) + Af(-a,0), A։(a,j3)= (W(t,e,3)+X(t-ft.^)) dt.

где * означает, что 2 vs = O(modp), s,p€ IN.
Теорема 2. Пусть г > 1. Тогда. _ n 0.(0, И?) 4а) если p = 0, то hm ------ —:-------= —г,n»-»co m Inm я2b) если 0 € [0, 1/2] иррационально, то lim = АДа.Д],п»-»эс m~r mmг) если 0 = s/p € (0,1/2], а,р£ IN, (а,р) = 1, то

■u-»co т r Inm lim »up m-*oc Ст(ОЛ^) 
m~r In т < Л2(а,Д),

и для любого 7 € [Л1(а,/?), Aj(a.0)j существуют rr^.q, £ 14 такие, что
Нт — = я/р и ПтЛ| -aCQ <У(0,И?) m„r lum,,

52. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2
Доказательство Теоремы 1 : Так как T,n(z. S,u(z, f]) — S^ir.. fj, то получим

/(X) -Tn, («, /) = /(z) - Sw (z, f) - Tm(z. / ֊ S„.) = ’ (3)
где 2 ’"l 

Gm(x,t) = 7(t,x,m,a)-----V D’“„ l(t - zf)Dm(z - zf).
Иэ (3) следует, что C,»(x,VV„r) < ֊ [

(4)
(5)

С другой стороны, легко видеть, что 2тг-периодическал функция
V>o(t) =

8ignG„,(z.«),
-^o(t - я),

при
при



28 А. Л. Григорянудовлетворяет условиям (1) и следовательно
Cn(x,W'} > - Г 

п J-я

Докажем, что / |Сп։(хЛ)|Л = О(т-г) (7)Л/2<|«|<»равномерно по тп, д, х, а. Используя преобразование Абеля, получим (см. [5])
cos((t — x)k +А/2<|»|<г л=“ сс<2 £

•Имеем также2 ос 9-1Лп(*.г)=- У к~Г У С0$((9 6хт+1 /=0□© / п» . ._ / 5Г- СО$((п<? - ]}1 + ~\ п “ У)Гп = 1 \ 1=0 4 ' 9

к' М

■ (*+!)") Г = Ст’.•'»Г/2 sin ------2
t - rf)k -<֊ or/2) Dm(x - t։) =
•Q^/2) А соя ((ng 4- j)t - jx 4- атг/2) )“f (ng4-j)r )

Применяя преобразование Абел!
Г A cos (j

я. находим
(z -t) -ь ngt 4- air/2)Л/2<|»|<г («7 -< / 1___________________ 1“ \ (пд - 1)г (пд — т 4- 3Следовательно, из (9), (10) получаем

/ |/т(«, х)|Л•'*/2<|»|<*•т.е. опенку (7). Доказательство эавсрше!Доказательство Теоремы 2 : Из Тео
с„,(о, и^) < - [ нг.о.п

-;)г (10)
— - 1 1 \ г1)г ’ (пд-т)г (пд)г )

но.
[>смы 1 следует, что
з,а)|Л4-Н?..Ы 4-О(т-П.

7Г 

cm(o,w;)> 1

- Г #1 гм Ч-- / f ~ \---- />
;; (и»

/ |т(1,0, т, о)|Л - я,’(а) + О(т-Г),
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Н!№ =

сов()4 — пд4 — атг/2)(пд ֊ 5)г соя( ;4 4- пд1 + ак/2) (пд + )У
(Н.

Докажем, что
Н‘Ца) = О(д-г 1птп). (13)Полагая = (пд - ;)“г, Ь, = (пд + ))-г, Да; = ау - а7+1, Д’, (л, 4) =(а> сов()4 — г) + Ьу соа(/4 4- г)), т = пд 14-а тг/2. Д6, — Ь} - Ь; + г и применяяпреобразование Абеля, получим

։п — 1 
ВХ(п.<) = £ д“> 

>=1

8т((у 4֊ 1/2)4 — т) - зт(4/2 — т)2 зш4/2з։п((пг 4- 1/2)4 - т) - в1п(4/2 - г)2 5Ш4/2 (14)п։֊1

П|

;=1

зт((] 4- 1/2)4 -г т) - з։п(4/2 4- т)2 6Ш4/2вш((т 4- 1/2)4 — т) — 8т(4/2 4- г) 2 31П4/2
Заметим, что Д|<г/т 1Е“=1Щ.(п.<)|Л = 0(7՜') и Д' „ —= 0(1пт).Таким образом, из (14) получим (13).Пункт а) вытекает из (12). (13) и теоремы С. А. Теляковского (см. [5], стр. 293). Для доказательства пунктов Ь) и с) получим асимптотическую формулу для величины Ст^(О. И'а). Заметим, что

соз((лд — })4 4- ая/2) (пд - ;)г соз((лд 4֊ (д - }))4 4- д*/2) (пд 4֊ (д - Л)г
соз((пд 4- (д — )))4 4- счг/2) _ у՝ сов((пд 4-))4 4- ог?г/2) ("» + («֊>»' (։Ч + ,Г

следовательно, из Теоремы 1 получим
С,.(0.^) сов((пд 4- ))4 4֊ а*72)(пд 4֊ ))г <44 4-О(т-г).

Так как
</—п։—1 оо

j агп+1 п=0|»|<2ж/,

со.ч((пд 4- У)4 4- ая/2) (пд + >)г <Ц - 0(т~т)у



30 А. Л. Григорянто получим требуемую формулу
С„.(0, Ыаг) = ГП|(а) + 7т(—а) 4֊ О(т-Г), (15)

где со8()4 4- пд4 + ак/2)(™7 +У)г (11.

Дважды применяя преобразование Абеля, получим* уСХ.со»(;4 4- г) ,Д., <"«+»' 14зт2 4/2 д-т-357 △ 2Ь?(созт - соз((; 4-1)4 4-т))-
./=п»+1- △Ьт+1(соз г - соз((т 4֊ 1)4 4- т)) 4- △6,_т_3(соз т — соз((д - т - 1)4 4- г))- , вт((т 4֊ 1/2)4 4-г) х з1п((д - т - 1/2)4 4- г) п,+1 2«п4/2 7”"՜1 2зш4/2

Замечая, что при R = —- 
тг՜

ОО 1 зт2 4/2 9 — т - 3

;=т + 1
(И = О(Я),

Л = О(Я),получим
2’г ^2к/ч ։»։п4/2 зт((д ֊ т - 1/2)4 4- г)

(пд 4֊ д — т — 1)г зт((т 4-1/2)4 4- г)

(пд 4- т 4- 1)г с/4 4՜
4-О(Я) = 1»7Г 14 4- 2?г I- . 2тг<-т „ . . 2тг 1стд(4,о) соз------------- В„(4,а) я։п-----------9 д

<444-
+ о(ЯЕгде ят((п 4֊ 1 - т/д)4 4- ап/2) (п4- 1 - т/д - \/д)г

Я1п((п -г т/д)1 4- а?г/2) (п 4- т/д 4- 1/д)гсоз((п 4- 1 - т/д)4 4- ояг/2) (п 4- 1 - т/д - 1/д)г
зш((п 4֊ т/д)4 4- атг/2) (п 4- т/д 4- 1/д)гДалее, используя ряд Фурье для функции зш х, имеемг~<“) - 75^7 у/л;(‘.“) + В;(',<։)х

10,-2£ г = 1\
/о и СО84я֊ кутп д \соз(2 V ^,(4, а)) £ --------- ------- IX

____________________ 1 = 1_________2________41/3 - 1 <44 4-О(Я), (16)



Н а и л У ч шее квадратическое п р и бл и ж е я и с ... 31arccos .0,(1, а)где - / 'Ул?(«.а) + В,2(«,а)Ясно, что аналог асимптотической формулы (16) имеет место для Гт(-а).Докажем пункт Ь). Пусть ß иррационально. Убедимся что
cos 4тг kvm/qHinГН — V In т (17)

Действительно, применяя преобразование Абеля, получимк/21 соз4тг kvm/q ] sin2irum/g|’1
и поскольку —- -------- ► 2и0тг 0(тос1т) при т -► оо, то получим (17).Доказательство пункта Ъ) следует из (16) и (17). Докажем теперь пункт с). Пусть 

з
т/д = - 4- £, где Е —> 0 при тп —> оо. Убедимся, что Р[»/3] Al! 1Zcos 4тг kvrn/q _ 1

к ~ P
—՝ Arvai > cos---------r p f M + O(^(f)).1 — in |e| + □(»?,(£)). припри kl? < 1 kl? > i.(18)где дв(£) = In v 4- | £*=1 ein 2r ve/| lu g + ein2* vp£ t| dt In7 4- 0(1). Следова-тельно, имеем

pу-» cos 4 л- vkm/q
к 1

< p

+ 0(1) = ֊ 52 cos Arvai cos Ar v p к £

(19)P

О I j У* »in 27Г vef) In 7 ։ 4- 0(1).
ГТ r x r^a-1 cos4rvpkeПолагая Z( и) = £/=1-------- ?—— имеем

/(։>)- [ SO8^Trt,pc< dt <У^т Г )sin2K vp€(t - 4֊ 0(1).Л * fTj *֊’ JtСледовательноZ(u) = у * °՜' ff c 2 dt 4- О |sin2«՜ vpet' dt In 7^ . (20)
Если |e|7 < 1, то .

/■' dt = Г”1'1 ’ Л + dt = in, + 0(1»vp), (21)1 Л»я<1 f *
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а если |г| 9 > 1. то

С08 7Г < созя< , Г4'՜* '*1 9 СОЗ 7Г< , ...
--------- (11+ / --------- <Й = - 1п |с| + О(1п ир) + О(1).

Г Лс|> * (22)Из (19)-(22) следует (18). Используя если 2гз = 0(то<1р),если 2г з 0(тос1р),из (16), (18) получим
Гт(а)

՛ 1п, {■’ у/л^+В^.а) (1 - 2£~ .‘^Гг) Л+ 
+О(Я), при |г| 9 < 1,ул’(։, а) + В’«, а) (1а , + 21а |е| £“ /Л+

„ +О(Л), при |г| ц > 1. (23)Так как (л, р) = 1, то
СОЗ 2с<рч 4и2 - 1

СОЗ 2лр«р,։
« ? 2 я
֊174- р — 1

соя 2пр9?а„=1 п2р- - 1 ’
при р = 1(тос12),
при р = 0(тос12).

Поэтому, учитывая, что -1п|£| < 1п г/ при е| 7 > 1, из (23) получим/•Зя -----------------------------ГП1(о) < 7Г " 7 ՜ 1п9 I Л2(*.а) + В2(г,а)с/< + о(д-г 1п$) + О(Я),
Г„(о)><-։,-’ 1п, У' у Л»(<, о) + В’(е, о.) (1-2£ 7? 7/ ) Л+■ \ »=1 /+ о(9-г 1пд) + О(Я).

(24)
Оценки, аналогичные (24), имеют место для Гп, (—а). Следовательно, из (15) и (24) получим оценки для С„.(0, И^) :

Ст(0։Иго) < 1г д 1п(] (■^/а*(<,о) + В-(<,о)4֊
+ у/А2(4|֊а)-|-В,;(<,-а))Л + о{д~г 1п7) + О(Л),

соя 2е^»ч4и2 - 1соз2ву>д(<, -о)4и2 - 14- 0(9 ' 1л 9) + (7(Л). (25)



Наилучшее квадратическое приблимение ... 33Разделив (25) на т~г 1пти переходя к пределу при т ч х, получим доказательство первого утверждения пункта с). Докажем второе утверждение Если 7 = то положим пц, = па - 1, <?п = пр, а для 7 = А2(а,/3), положимпц, = п([1пп]я — 1), дп — лр[1пп]. Используя (15) и (23) к последовательности —, получим пункт с).Пусть теперь 7 6 (А1(а,/?), А2(а,0)). Для таких 7 имеем 7 = А2(а,3)(1 - 1) + *А1(а,0), 0 < < < 1. В этом случае положим пц = [п1՜*] (я [п‘| - 1), 
пп = [п1՜*] [п‘] р. Полагая |«| = - • [и*], получим Нт — = ֊!. Следовательно, ’ р »-»ос 1п тпиз (15) и (23) имеем

Нт ——--------= (1-«)Л2(а,0) + М1(а,0) =7.՛։-*«։ пг,։ 1п т,,Доказательство завершено.
ABSTRACT. The paper considers a problem of approximation theory. Let > 0, a € IR) be the class of periodic, continuous functions/(1) represented in a convolution form /(x) = c+ ir~1 D^t) ^(t) dt, 00where Dl(t) — £ k~r cos(fct 4-ott/2), while ^(t) is a measurable periodic 

k~lfunction satisfying supt [^>(t)| < 1 and f*ir<p(i)dt = 0. Approximation is by2 V-՝trigonometrical polynomials Tni(r, /) = - / /(xj) T>(x — i/), where zn, q > 2m /=0are natural, {x/} = {2zr//</}, and £>,„(£) is the Dirichlet kernel. It is found that asymptotic behavior of (7„,|.T.r) = sup l/(x) - T,„ (x, /)՛ depends onarithmetic character of 0 = lim zn/7. 
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