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В статье исследуется единственность почти всюду сходяшихся радов 
□о обшей системе Франклина.

Определение 1. Квазидвоичмым разбиением отрезка [0,1] называется после

довательность {Р3 : ) > 0} конечных подмножеств Р; = {1<։» : 0 < 1 < 2*}.

где Ро - (0; 1} » Р} С для всех ; > 0; 0 = < <у.я < ••• < <,.>* = 1 ■

когда }। > 0, к - 0......У. т.е. Рм։

по одной точке из каждого интервала («,.*_ и«,.») для всех к = 1... ,2>. Точка 

множества Р, + 1 \ Р} называются точками порядка у + 1-

Положкм -.Б= (Л* : 1 < к < 2^} я I = Элсмеитм

множества 1} называются интервалами порядка Положим также - 1«® = 0.

гх = «од = 1 и при п = 2> 4֊ к, к = 

{т„ :п>0} = {«,.! : 7 > 0;0 < . < 2П

Пусть 5» = {/ € С[0,1]: /"(») = 0 при

1,2,...,У, Г. = тая что

X < {п }>=<>} " лжиенное простран

ство кусочно-линейных фукк й. Тогда размерность 5» равна п + 1, 5» С

а коразмерность + 1 : 5*] = 1. Следовательно, су шествует едняс I в*’

пик /п+х € + 1 такая, что /.41 ± 5. ■ смысле ^(0,1). |1А*1111,<о.м = 1

/.»♦»(■П. + 1) > 0- Положим /о = 1-

Определен». 2. С.етем. фуидши {/.(») . «><>} »«ы»стс* »««к*

Франклина, соответствуюшей квазидэоичному разбиению {^) ■ 7 ®)

[0,1].
Обозначим через Ам = |/М1 = Для п = 2' + к, к = обозкачим

через (п} = ■ Ы = /- {*} «азьтается «ттркалом пика фуикц«
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Определение 3. Квазидвоичное разбиение {Р? : ) > 0} отрезка [0, 1] называется 

сильно регулярным. если существует 7 > 1 такое, что

< 7 для всех к = 1

Через Со, Сх, Са,... обозначим абсолютные постоянные, а через Ее - множество 
+ 00 п

[0,1] \ Е. Для ряда £ а* обозначим через $„(х) = £ а* Л(®) и 5"(х) =
*=о к-о

supn |SB(x)|. В [1] доказано, что если точки разбиения {Р} : ji > 0} всюду 
+ <х> **

плотны в [0,1] и 5? />(х) “ РЯД Фурье по общем системе Франклина функции
4=0

$п(/,х)-/(х) (1)

п.в. на [О, Г при п —> +ос и
п

зир|/*(х)| <
П а А

(2)

где Л4(/. х) - максимальная функция Харди Литтлвуда (см., например, [2]), а С

- абсолютная постоянная.

Нам нужна следующая оценка (см. [3]) : если {Pj : j > 0} - сильно регулярное

разбиение отрезка [0, 1] и {fn (х)} - соответствующая общая система Франклина.
то

ИДИ« <соуцп}г1. (3)

Как увидим ниже, п.в. сходимость частичных сумм Sn(x) нс гарантирует един

ственности ряда. Следовательно, для получения теорем единственности для п.в.

сходящихся рядов по обшей системе Франклина нужны дополнительные условия 
ОО

на ряд 52 а* /к (х). Ниже приводится условие на функцию распределения мажо- 
ь=о

ОО
ранты 5’(х) ряда V <ц /*(х).

к=о
Прежде, чем перейти к формулировкам теорем, рассмотрим следующий пример.

Пусть {/п(я)}£°=0 - классическая система Франклина. Тогда имеет место следу- 

юшая опенка :
п
Е/»(«)/-(*) 

4=0
_ С1 • П • q , (4)

где 0 < q < 1.

Л- й-твительно, поскольку /„(£) /п(х) — Кп(1,х) - ядро Дирихле, то имеем 

Кп(*,х) < С, п д" Отсюда следует, что ряд 52^.оД(0) /в(х) име<гт сумму 

нуль всюду, кроме точки х = 0. Легко проверить, что из (4) следует

Я({х: Г(х)>А}) = О(1). (5)
А
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Впредь мы будем рассматривать только сильно регулярные квазидвоичныс раз
биения отрезка [0,1].

Теорема 1. Если 5п(х) -> /(г) п.в. на [0,1) и

Um inf А • я( (х : S' (х) > А}) = О, (б)

ОО
ТО 22 ап /п(х) - ряд Фурье функции /. 

п=0
Из (5) следует, что (6) минимальное условие на функцию распределения 

мажоранты ряда, обеспечивающее единственность ряда.

Теорема 1 следует из более щего утверждения.

Теорема 2. Пусть Sn(x) сходится п.в. к функции f(x) при п —* эс, Ад f 4-ос 

и lim А* • ^({х : S’(x) > А*}) = 0. Тогда lim J1 [/(х) • /п(х)] <«, dx = ot,

где

(p(t)h =
<7(0,
0,

когда
когда

117(01 < А,
117(01 > А,

Л1Я) = Со • А» • у/|{п}Г’,

С ПОСТОЯННОЙ Со из (3).

Напомним, что функция д(х) называется А-интегрируемой на [0. 1], если д({< € 
[0,1] : |р(0| > А}) = и существует Нт /ОХ[^(0]Д<Й = (Л) £дЩ<И. 

\ А } А-*ос
Отметим, что из условия

lim
А-4 + ОС

А.д({х: Г(х)>А)) = 0 (7)

ОО
следует п.в. сходимость ряда 22 /п(х) (см. [4]). Следовательно, из Теоремы 2

л=0
вытекает

ОО
Теорема 3. Если ряд 22 ап/п(х) удовлетворяет условию Нт А д({х : 

п=О Л—» + эс
5* (г) > А}) = 0, то он является рядом Фурье по обшей системе

Франклина некоторой функции /(х) в смысле А-интегрирования.

Известно (см. [5]), что если / € Ь1(0,1), то

lim А-Я({х: M(f, х) > А}) = 0. 
А—►□о

(8)

Следовательно, из (1) - (4) и Теоремы 1 вытекает

Теорема 4. £ ап /п(х) является рядом Фурье по обшей системе Фран-
И = 0

клина функции / € Ь։(0, 1) тогда и только тогда, когда выполняются
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следующие условия ։ Нт 5„(г) — /(։) п.в. на [0.1] и Ппйп{Ад({г Е [0. 1]: 
* ’ R—* 4- эо А-♦4’00

5'(») > -')) = О-
Теоремы 1-4 являются обобщениями теорем Г. Г. Геворкяна [б] для классичес

кой системы Франклина.

Для доказательства Теоремы 2 нам понадобятся несколько лемм.

Положим Ед = {4 £ [0,1]: 5'(4) > А} и Вл = {г Е [0,1]: М‘(Хв„։) > 1/2}, где

.М-(Л։) = »»р4| / 1/(01 Л- 
|Л ],

Ясно, что Ед С Вд и д(Вд) < 2 • м(Ед).

Лемма 1. Для любого А > 0 справедливо неравенство

ап /п (01 Р( )•

Лемма 2. Для любого А > 0 имеем

(10)

Доказательство Леммы

V/ = /V \ л/г\ где N -

1 : Положим V* = {п Е Ы 1 {п} С Вд}и 

множество неотрицательных целых чисел. Пусть 

с < • А. Действительно, из п Е А\А получим

{п) / Вд, и поэтому р({п) П Ед) < ֊ и((п}). Кроме того, на множестве Е
—

имеем аир д' | п=0 ап /п(01 < и. следовательно, |ал /п (4)1 < 2 • А, когда 4 Е Е£.

С точностью до счетного множества точек имеем Вд , где

квазидвоичный интервал порядка к (см. [4]). Положим

О,
ап /<»(*)1»

когда 4 £ Вд, 
когда 4 Е /!{՛'

Тогда

0.А) ) = САр(Вд).

Представим множество где интервалы не имеют

о
*0

ших концов. Зафиксируем некоторое д и рассмотрим наибольший квазидвоичный
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интервал, содержащийся в 1д. Пусть это будет интервал Через /Р°;А^ обо- 

значим наибольший интервал с концами порядка к, содержащийся в I*. Положим

°П /в (0 - 

ггС/о.М

(*)■*•
•*< т [•1-‘

Последнее равенство выполняется, поскольку если существует п € Л/՜/ такое, 

что {п} С , то {п} £ Вд. Это противоречит условиям {п} С и 
4::/’ с в*.

Следовательно, |5')0,к0,к.т(<)| < - А при I Е где У - интервал порядка 4,

ближайший к справа (см. [4]). Пусть

[О,

^*о (т) = । 12к=к0 таХтп !57.*в1*>т(г)|1 

՝ £2к=к0 таХ™ !^',*о,к.т (։)|,

когда и € /?'А\

ПР" « е /?. '1 \ , (р > 4о)

где х 1 ий,

Тогда /0‘ У#*’« * < С • А •

Имеем также зиРлг | £ {ЧсВд ц, /я(<)| < ^'А|
п <

(<) при I £ Вд. Тогда

С-Ам(Вд).

Лемма 1 доказана.

Доказательство Леммы 2 : В [1] доказано, что Оп/п(<)1 < С • А-г
■ < и

^1(Л)(0 + ¥>*/*(<) ПРИ * е Вх’ Следовательно

вир| Дп Л (01 < С • А -Ь ?1(А)(0 4- 57 <4* *(*) 
(»>СЯх

при * 6 Вд, т.е.
' аир | £ дп/-(01<С1о А-р(^).
Ва (.}<■*

-<*
Доказательство Теоремы 2 : Пусть Нт А» • д({< € (0,1]: $"(<) > Ак}) - О 

■ £,(։)-»/(։) пр> п -» +ое п.։. на [0.1]. Тогда

(/(«)А(‘)1л'->л
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где Л

' (/(<) /. (<))*<•> л 
в».

• я(Вл.) < Со • А* • |(п)Г*'։ я(Вл.) <

<СоА։.|{п}|-1/։.м(Я1.)-»0.

Следовательно

Г[Д<)Л.(*))А<-)<* = / [/(0/п(П]А«)Л + о(1), *->+оо. (11)

О ‘ Jb^

При х 6 Вдь имеем х € Вд։ (поскольку из Е\ С Вд вытекает Вд С Вд), 

следовательно, зир,у | <4 /п(х)| < А*, и наконец, |/(г)| < А*. С другой

стороны. |/„(С)| < Со • |{п}|~1/2 для любого п, и из (11) получим

^(/(*)/п(<)]А<мЛ= [ *֊►+«.
О fc Jb\

(12)

Действительно, на множестве Вех* имеем / •/я = (если х € ВАй, то

|/(х)/п(х)| < Аь - Со - |{п}|-1/2 = Л<՞»). Учитывая Лемму 1, из (12) получим

/1(/(0/п(01А(-)А= / { 52 а™ /",(<)+ 52 «m/n.(t)}-/n(t)dt +
7° ‘ •'ДЧ {т)свч {"Оеяч

+ о(1) = / ( 52 а-/«(<))•/»(О Л+ 0(1).
(rn}<ZB*fc

Из Леммы 2 следует, что

1/(0/■(։)]*.֊> Л • + о(1).

Так как ряд 52|гп}2֊д։ «т /т(4) имеет интегрируемую мажоранту, то он являет

ся рядом Фурье-Франклина некоторой интегрируемой функции. Следовательно, 

взяв к достаточно большим, будем иметь {т} Вдк. Таким образом, получим

Um [ [/(t)/„(t)] (Я)Л = 
k-»+ooJ0 Лк о™ fm(t)) ■/,(()<«

Теорема 2 доказана.

ABSTRACT. The paper investigates uniqueness of a.e. convergent series 
by general Franklin system.
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