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Если граф и его дополнение являются графами сравнения, то при любой транзитивной ориентации этих графов существуют вершины minmtn, mtnmax, maxmin и тахтах (mtnmin — вершина, которая mtn в гра­фе и в его дополнении, minmax — вершина, которая mtn в графе и max в его дополнении , и т.д.). Из этого свойства следует теорема Пнуели, Лемпела и Эвена о графах подстановок. Разработаны алгоритмы ре­шения для таких задач как нахождение максимального числа попарно непересекающихся максимальных независимых множеств и наиболь­шего g-хроматического подграфа.

§1. ВВЕДЕНИЕПусть G = (V. Е) - обыкновенный неориентированный граф и G' = (V, Е') - дополнение графа С. С будем называть графом сравнения, еслн его рёбра можноа<ориентировать так, чтобы полученный ориентированный граф С = (V. Е) был бы транзитивен Будем называть G графом ко-сравненжя. если его дополнение G' является графом сравнения. Для удобства иногда будем использовать следующие обозначения : (7 = (V, Г) и (?' = (V, Г'), где Г и Г' - многозначные отображения в смысле Бержа [1], а Г՜1 и (Г*)՜1 суть обратные отображения.Вершина v € V называется minimal (min), если Г 1х — 0. Она называется maximal (max), если Гх = 0. Аналогично, эти понятия определяются для G'. Вершина v € V называется minmax. если она min в G и max в G'. Вершины.называемые maxmin, minmin и maxmax определяются аналогично.В параграфе 2 доказывается следующая теорема :Теорема 1. Пусть С - граф сравнения и ко-сравнения. Тогда при любой транзитивной ориентации графа С — (V, Е) и его дополнения С — (У.Е7) • • • - существуют вершины тахтш^ ггнптш, тахтах, ппптах.



68 С. Е. МяркосянСледствие 1.(см. [10]) Граф С является графом подстановок, если как С, так и его дополнение С. являются графами сравнения.Если через Т, Т и Р обозначим классы графов сравнения, ко-сравнения и подстановок, соответственно, то из Теоремы 1 следует, что Р = ТАТ*.В параграфе 3 рассмотрены следующие задачи : 1) нахождение наибольшегогг»:независимого множества; 2) нахождение наи льшей клики; 3) нахождение мм-нимальной раскраски ; 4) нахождение минимального покрытия вершин кликами ;5) нахождение максимального g-хроматического п ՝рафа (максимального q не-тмэависимого множества); 6) нахождение максимальных д-клик, т.е. таких непс- ресекающихся д клик, имеющих наибольшее число вершин ; 7) нахождение мак­симального числа попарно непересекаюшихся а-независимых множеств, где а - число независимости графа (сг-независимое множество содержит а вершин) ;8) нахождение максимального числа попарно непересекаюшихся ы-клик, где ш - плотность графа (мощность наибольшей кликиЗадачи 1 ֊ 8 в общем случае КР-трудны. Однако для решения большинства из этих задач разработаны эффективные алгоритмы для отдельных п :лассов гра-фов. Для графов интервалов в работах [9], [11] были разработаны эффективные алгоритмы для решения Задач 15, а для решения Задачи 8 (в §3 настоящей ста­тьи). Задача 5 впервые была сформулирована и решена для графов интервалов в [9], [6*8]. В дальнейшем аналогичные алгоритмы были предложены в работах [13], [15]. Как вытекает из следствия, для графов перестановок все Задачи 1-8 имеют эффективные алгоритмы решения.Для графов сравнения общеизвестны эффективные алгоритмы решения Задач 1 - 4. Для Задачи 6 в работе [4] разработаны некоторые алгоритмы, а для Задач 7, 8 приведены алгоритмы в §3 настоящей статье. Задачи 1, 4 решаются на основе теоремы Дилворта, применением алгоритма нахождения максимального потока (см. [3]). Все эти алгоритмы эффективны, так как их порядок не превосходит |V՜)2 или |У|3, когда применяются потоковые алгоритмы. Пока не известен эффектив­ный алгоритм для Задачи 5. Однако, Задача 5 для графа подстановок сводится к Задаче 6 для дополнения этого графа, и поэтому эффективно решается, так как дополнение также есть граф сравнения.В параграфе 3 мы опишем эффективные алгоритмы для оптимального решения Задач 7 и 8, и алгоритм решения Задачи 5 для графов сравнения. Для последнего алгоритма оптимальность не доказана, и поэтому важно выяснить Задача 5 НГ-



О некоторых алгоритмах и свойствах ... вотрудна или нет. Также неизвестно, эта задача ЫР-трудна или нет даже для совершенных графов.§2 СВОЙСТВА MAXMIN, MINMIN, MAXMAX И MINMAX
Доказательство Теоремы 1:1. Вначале докажем существование ггнпт'т Пусть <5 = (V, Е) = (V, Г) и (3' = (V, Е') = (У, Г') - транзитивно ориентиро­ванные графы, полученные после ориентапии графов С и б', соответственно.Разобьём V на подмножества Хь Х2,..., Х_(С) следующим образом :

Х1 = {х/тЕХ, Г-Ч = 0},
Х2 = {х/хбХ\Х։, Т-1хСХг},

Xj},

где и>(б) - плотность графа. Каждое Х} - независимое множество. РазбжениеХ1, Х2,..., Хш(с) является минимальной раскраской графа, и для любой верши­ны можно построить наибольшую клику Q — {х^ф, xw(c)-i» 
...,Х\/ Xj € XJ. Любой подграф С' = G'(Xj) (j = 1. 2, ....w(G)), порожденный подмножеством X., является полным. Так как G' - транзитивно ориентирванный граф, то вершины подмножества Х} образуют ориентированную цепь —<д =: (rjf Zj,). Предположим, что дуги графа G окрашены красным, а дуги 
G' синим цветом. Докажем, что вершина z} € -Vi является minmin. Очевидно, все вершины подмножества Х\ являются min в графе G. Остаётся показать, что является min в графе G', т.е. (Г')՜1 х{ = 0, или в не входят синие дуги. По­кажем более общее утверждение : если р < q < w(G), хя € Хч, то не существуетдуги (x,,zj). Если мы пре-III оложим. что такая дуга существует, то из постро­ения множества Xj (j = 1,2........ w(6)), для z, существует z,_։ € Х,-1 такая.что z,_i 6 Г՜1 zfl (в противном случае х9 € X* для k < q). Таким образом, Г՜1 г^ПХр / 0, т.е. существует красная цепь между множеством Хр и вер • II*. НОЙ

хч. Но по предположению существует синяя дута (х,,х*). а соединена синей дугой с любой вершиной х^ € Хр. Так как граф С транзитивно ориентировав, то любая вершина х}р € Хр соединена синей дугой с х,- Это противоречит с сущест­вованием красной дуги между множеством Хг и вершиной г,. Таким образом.вершина zj является minmin.



70 С. Е. Мвркосжн2. Существование minmax.Покажем теперь, что последняя вершина х|։ цепи, индуцированная подмножест­вом Xj, является minmax. Как и в предыдущем пункте можно доказать, что из х|х не выходит синих дуг. Это означает, что х|х в G' является max. Из z|j G Хх следует, что zjx является min в G, т.е. вершина хХ1 является minmax.3. Существование maxmin.Пусть х™ - первая вершина из х{ (j = 1,2, ...,w(G)), из которой не выходиткрасная дуга. Покажем, что вершина zj* является maxmin. Для этого нужно показать, что г™ есть min в G', т.е. в г™ не входит синяя дуга. Из доказательствапункта 1 мы знаем, что в г™ не входит синяя дуга (х^х™), где ху € Ху, ] > т. Остаётся доказать, что в х™ не входит синяя дуга (ху,х7*), где ху £ Х}, } < т. Предположим, что в х™ входит синяя дуга (х^х")» где х» € ■%/, « < т- Тогда ясно, что (г'рГ՞) также является синей дугой. Предположим, что к являетсяпоследним индексом, для кото х™) является синей дугой. По выборувершины х™ из вершины х‘х выходят красные дуги. Если (։'х, у) - красная дуга, то у 6 Ху, где i < ] < т, так как (х\,х*) - синяя дуга для любого х-’ £ Х} 
(j = m, m 4֊ l,...,w(G)) (следует из того факта, что дуги (х\,х™) и (xj’.zy),ху € Ху, ; > тп - синие). Пусть (zi,xf), z‘ G Xt, i < t < т - последняя краснаядуга, выходящая из го дуга (zi,z‘) -красная. Следовательно, х* и х™ соединены синей дугой (х‘,х™), а не (х™,х*). Так как (х'.х?1) является синей дугой, то (х^х") также является синей дугой. Но ։ является последним индексом, для которого (г^г™) является синей дугой. Это противоречие доказывает, что в х™ не входит синяя дуга, т.е. она является maxmin вершиной.4. Существование тахтах,

ч.ж ГОНГПусть х™т ֊ первая вершина из из которой не выходит красной дуги (х^ - последняя вершина цепи /1у = (т{, х\,..., х^), индуцированная множеством Ху). Как и в пункте 3 можно доказать, что из не выходит синей дуги, т.е. г£‘т является maxmax вершиной. Теорема 1 доказана.Вышеприведенное доказательство Теоремы 1 является конструктивным, т.е. вдоказательстве явно отмечено, какие вершины maxmin, minmin, minmax,maxmax. Можно привести б лее короткое доказательство Теоремы 1, но онолишено этого преимущества.



О некоторых алгоритмах и свойствах ...Второе доказательство Теоремы 1 ; Даллы новое доказательство только для одного и։ пунктов. Пусть Са и С^ суть ориентированные графы, получен­ные из транзитивной ориентации а и 0 гра в С и С. соответственно. Пред­положим. что известно существование пйпт!п вершины из вышеприведенного доказательства, и пусть мы хотим найти вершину ггнптах для ориентаций а и 
0. Возьмем ориентации а и /З՜1, соответствующие С и С (Д՜1 ֊ обратная ори­ентация к 0). Существование пшшнп вершины для ориентаций а, 0՜* следует из первой части этого доказательства. Вершина пинтах для ориентаций а и 0. Существование тпахггип и тахтах доказываются аналогично. Доказательство завершено.Доказательство Следствия 1 : Пусть транзитивно ориентированные С и С суть С и С'. Построим подстановку, граф которой изоморфен С. Первую строку (»1, »2,.... *п) этой подстановки строим следующим образом : первый элемент ц есть вершина ттпнп для графов С и С', элемент ъ - вершина тштт для подграфов С— {»1} и (7' — {ч}, элемент - вершина пнптт для подграфов С — {11.1*2} И ^-{йлз}, и Т.Д. Вторую строку (л, >2. этой подстановки строим аналогичным путём только каждый раз вместо т։пт«п выбираем тахтт.Нетрудно проверить, что граф подстановки [*1’\Л> *2, Л.изоморфен графу С. Следствие доказано.§3. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 5, 7, 8 ДЛЯ ГРАФОВ СРАВНЕНИЯ3.1. Алгоритм для Задачи 7.Задача 7 для графа сравнения С находит наибольшее число попарно непересе- кающихся независимых множеств мощности а = о(С) = число независимости (стабильности) графа <7. Аналогично формулируется Задача 8 для максималь­ного несмежного ы-клика и алгоритм решения которой приведен в пункте 2 этого параграфа.Алгоритм решения Задачи 7, описанный ниже, включает алгоритм решения За­дачи 4, т.е. задача минимального покрытия. Алгоритмы транзитивной ориента­ции обычно имеют сложность О(п’), где п - число вершин. Однако разработаны более экономные алгоритмы, имеющие сложность О(тп* △ ). где тп - число рёбер, 



72 С. Е. Маркосяна △ - максимальная степень графа. Сложность нашего алгоритма имеет тот же порядок. Прежде чем перейти к описанию алгоритма, приведем некоторые факты для транзитивно ориентированных графов, которые будут служить теоретичес­кой основой алгоритма. ՛Пусть С — (V. Е) - граф сравнения и С = (V. Е) - транзитивно ориентированныйграф, полученный из С с помощью некоторой транзитивной ориентации. Если △ = {(?1, ...»(?а) (где <։ - число стабильности) - минимальное покрытиеграфа С, то каждой клике ] = 1,2, ...,а соответствует ориентированная цепь д = (ж^, х^,.... т.е. вершины клики упорядочены. Вообще, вершины графа 67 частично упорядочены, скажем х > у, если (ж, у) является дугой в С.Опишем простой алгоритм нахождения наибольшего независимого множества (а-независимого множества) графа С из покрытия △ = {Ф1, .... фо}- Назовём х а-верш иной, если х содержится в некотором а-независимом множестве. Рассмот­рим 5 = {хх,жх,..., ж®). Если (г£, х’) является дугой, то вершина х[ соединена со всеми вершинами клики и она не является а-вершиной. Следовательно, а-независимое множество можно получить с помощью следующего алгоритма.Алгоритм А. Положим 3 = {ж2, ж2........ж“}.1. Проверяем, содержит ли 5 дугу или нет. Если нет, то 5 является а- независимым множеством.2. Если 5 содержит дугу то вместо х^ берём х^+1 и переходим к 1.Для получения максимального числа попарно непересекающихся а-независимых множеств Алгоритм А изменим следующим образом.
Алгоритм В. Начинаем с 5 = {жх, ж2,..., х® }. Пусть текущее состояние 5 =
1. Проверяем, содержит ли 5 дугу или нет. Если да- переход к 2, а если нет - переход к 3.2. Пусть 3 содержит дугу (г'р.х’Д тогда берём 3 = (5 \ {ж^}) и если
1р 4- 1 < то переход к 1, в противном случае конец.3. Берем 5 = х,23,Х1"} как очередное а-независимое множество. Еслий + 1 < *», * = 1,2,..., а, то переход к 1, приняв 3 - •••» в

•Ктивном случае конец.Теперь мы можем полностью описать алгоритм решения Задачи 7.Алгоритм 7. Пусть дан граф С = (V, Е).



О некоторых алгоритмах и свойствах ... 731. Транзитивно ориентируем С и получаем (7 = (V. Ё).2. Находим минимальное покрытие графа (7, △ = 0"о}.3. Применяя Алгоритм В, находим максимальное число попарно непересекаю- шихся «-независимых множеств.
Теорема 2. Алгоритм 7 даёт максимальное число попарно непересека- ющихся «-независимых множеств.
Доказательство ։ Мы должны показать, что применяя Алгоритм В к некото­рому минимальному покрытию △ = {<?х, рв) графа (7, получаем мак­симальное число попарно непересекающихся «-независимых множеств. Легко убедиться, что для этого достаточно показать, что если 5» = 1х\,х\.......ха Уи 52 = {։}։» •••» ~ два произвольных «-независимых множеств гра­фа в, то подмножества Зм - {х2пх’2....... х?о) и $т = {х,\,х,22,....х“о}, гдех** = тах(х*к, х*к) и х*к = пйп(ж*к, х*к) также являются «-независимыми мно­жествами.Покажем, что две произвольные вершины в 3,м несмежны (для 5т доказательст­во аналогично). Предположим, что вершины ®Г1 и *г2 смежны. Если эти две вер­шины принадлежат или или 52, то. очевидно, они не смежны. Пусть х^х = х-2и х22 = Ху2. Это означает, что < х։\ и х*3 < х22. Тогда (х'1։х22) не является дутой, так как из существования дуги (х,\,х’2) следовало бы существование ду­ги (х,\,х’3), что противоречит условию (х,\,х,32) С $х. Аналогично, (х22,х^) не есть дуга, так как из этого следовало бы, что {ху1։ х2,} С 52. Поэтому, Зу к Зп являются независимыми множествами. Теорема 2 доказана.Из доказательства Теоремы 2 видно как можно построить максимальное число попарно непересекающихся а-независимых множеств. В каждой клике прону­меруем а-вершины натуральными числами : максимальные а-вершинь: в каждой клике получат номер 1, следующие а-вершины - номер 2, и т.д. Ясно, что число а-вершин в каждой клике одинаково, оно равно числу попарно непересекающих- ся а-независимых множеств. Все а-вершины с одинаковыми номерами образуют а-назависимое множество.3.2. Алгоритм решения Задачи 8. Доказательство оптимальности для Зада­чи 8 легче, чем для Задачи 7. Здесь опять используются алгоритмы транзитив­ной ориентации, ранжировки и максимального потока. Порядок алгоритма ран­жировки меньше порядка алгоритма транзитивной ориентации и максимального 



74 С. Е. Маркосянпотока. Поэтому сложность этого алгоритма равна сложности последнего алго­ритма. Известные алгоритмы максимального потока имеют сложность О(п3), где п - число вершин.Пусть С = (У.Е) - граф сравнения, а С — (V, Ё) — (КГ) - транзитивно ориентированный граф, полученный из С некоторой транзитивной ориентацией.Пусть Х։. Xj,- подмножества вершин, полученные после ранжировки(см. §2). Пост! им граф (7\ = (V, Ej) из графа G = (V, Ё), где Ёх — {(г, у)/ х £Х,,у Е Х»+1,»= 1}, Т.е. G\ содержит те рёбра графа G, соединяющиесосе, е множества X, и X1 + i- Ясно, что все iu-клики содержат только дугииз Gj. Построим транспортную сеть N = Е\ U {я, (} U Л) на G\, добавив двевершины : в: <•»1 L з и выход t сети N, и пусть А = Е\ U (в, Xi) U (Xw,t), т.е. зсоединена со всеми вершинами Xi, а все вершины Х^ соединены с t. Пропускные способности с(е) и c(t>) дуги е € Л и вершины v G V мы полагаем равной единице и с(а) = c(t) = ос. Ясно, что если найден максимальный поток в /V, то каждая цепь, по которой идет поток, является az-кликой в G (без i и t) и они не пересекаются. Число этих az-клик максимально. Задача 8 решена.
Алгоритм 8. Пусть С - граф сравнения. — ***1. Транзитивно ориентируем граф С, получаем граф С = (V, Е).2. Нелаем ранжировку и строим подмножества Х1։ Хз,..., Хи>(с).3. Строим граф (о и сеть /V.4 Используя максимальный поток, строим ал-клики. Это тс цепи из а в ( (без з и () по которым идет поток.
3.3. Алгоритм решения Задачи 5.Предложенный нами алгоритм на каждом шаге работает как алгоритм решенияЗадачи 8, описанный в пункте 2 этого параграфа. Но на каждом шаге вместо максимального потока нам нужен минимальный вершинный разрез У*. Всегоимеем ш - <] шагов, где о» = ш(С) - плотность графа Пусть на текущем шаге 
к = — 1,...,д+ 1 получены графы (7*, Ск и минимальный вершинныйразрез У*, а — С получен транзитивным ориентированием графа С. Граф 
Ск получается из (7* и содержит только те дуги из (7*, соединяющие вершины соседних подмножеств после ранжировки <7* (см. Алгоритм 8). Добавляя две вершины в и (, получаем сеть !Ч'к из Ск как это сделано в Алгоритме 8. Вход а 
соединен со всеми вершинами первого подмножества вершин ранжировки 



О некоторых алгоритмах и свойствах ... 75а все вершины последнего подмножества вершин ранжировки соединены с t. Пропускные способности с(1) = c(t) = оо, c(v) = 1 для € G'k, а для всех дуг пропускная способность равна 2. Для нахождения минимального вершинного разреза в сети Мк, как обычно это делают, нужно построить новую сеть Nk . где вершины заменены дугами. Тогда найдём минимальный разрез на Nk, состоящий из рёбер, которым будут соответствовать вершины.Н<1 к-м м«иин<>< ть клики графа — С — не больше чем к. В конце работы алгоритма получим граф (7?, который можно раскрасить д цветами, так каки(С,) < д. Множество вершин этого графа есть У, = У\(1 Ук. Теперьоп *.т ем алгоритм решения Задачи 5.Алгоритм решения Задачи 5.1. Построим транзитивную ориентацию графа G и получим граф G^ — G.2. Определим к = ш.3. Сделаем ранжировку графа С к.

4. Построим С [ из С к.5. Построим Щ из С'к.б. В найдем минимальный вершинный разрез Уь7. Построим Ск-1 = Ск ~ Н-
) Ж| А»» 1 Г1

8. Если к = д + 1. то заканчиваем, в противном случае к = к - 1 и переходим к 3. Пункты 1 и б определяют сложность Алгоритма 5. Сложность алгоритма транзи­тивной ориентации есть О(п3) [10], [14 , где п — число вершин графа. Сложность нахождения максимального потока и минимального разреза есть О(п3) (хотя для графов сравнения порядок - О(п2)). Следовательно, сложность Алгоритма 5 за­висит от сложности потокового алгоритма, т.е. если последний имеет сложное ть /(п), то сложность Алгоритма 5 есть О((ы - д - 1) • /(л)).
. . •3.4. Примеры. Для иллюстрации работы Алгоритма 5 примеров. Вначале сделаем несколько замечаний. приведем несколько

>и» »я* .чо. ч’лД

Возьмем например к = Алгоритм 5 выбирает минимальное л T.J разделяющеемножество вершин К, в графе <, т.е. из каждой я ֊ * цепи выбираем хотя бы • * ........... „ , . • »’Iодну вершину, отличную от з и /. Из теоремы Менгера следует, что число вер­шин в К, равно наибольшему числу попарно непересекаюшихся (по вершинам) • цепей в С՜^. Важно, что Алгоритм 5 выбирает нс произвольное з - * разделя­ющее множество, а такое, которое получается с помощью потокового алгоритма.



76 С. Е. МаркосжнМинимальный разрез состоит из “первых старших вершин" (“первая старшая"означает, что для любой вершины ? € 2«, где 2^ - произвольный минималь­ный з — ։ вершинный разрез, существует у 6 К», У > х, т.е. существует [у — х) цепь). Это следует из факта, что если (У2), минимальный разрез, полученный из максимального потока, то для любого минимального разреза (У^, к^), VI С V/ [3]. Этот факт и является главной причиной того, что Алгоритм 5 все таки можетбыть оптимальным.

Рис. 1. Дуги графа С ориентированы слева направо. Для простоты на рисунке дуги (։„։>), (хщ/у), (ЗД, 3/>)> (х^х^) опушены.
Пусть С - транзитивно ориентированный граф, заданный на Рис. 1. Пустьнужно найти максимальный (ы — 2)-хроматический подграф.Если возьмем минимальный разрез У^ = {х^} в = С, то в графе Си — {х։} минимальным разрезом У^-х будет подмножество {х^х^}. Полученный (ы —2)- хроматический подграф будет С — {х2,Х1,хи}, т.е. не максимальный (ы — 2)- хроматический подграф графа (7. На ы шаге Алгоритм 5 выберет У^ = {хх) в качестве “первой старшей вершины4. После удаления которой не остается и>-клик. На втором шаге У^-х = {х^} и полученный (ы - 2)-хроматический п графС— {хх, х^} является максимальным. В [2] введено понятие связанного семейства кликов, из существования которого следует оптимальность ^-раскраски.Пусть С — (V, Е) - обыкновенный граф, 5 = {5х,5г,..., 5,} - множество
Ч независимых подмножеств, т.е. некоторая частная раскраска ц цветами, аС = {С}/ некоторое семейство клик. Будем говорить, что 5 и семействоклик С разуют связанное семейство кликов, если
(А1) 5, П 5, =0, ։ / ].|А2) (Ц<,5.)и(икуС.) = И.



О некоторых алгоритмах и свойствах ...(АЗ) S, ПС7 # 0 для любых i и ].Существование связанного семейства кликов для ?-раскраски. полученное Алго­ритмом 5 (ранжировкой графа С,) доказывает оптимальность Алгоритма 5. Для
ЭТОГО J статочно найти такое семейство кликов в графе G, что1. С, П С, = 0. , #2- (Щ/С>)эУ,у = (и։+։р<„п.
з. |с) \У| = ,,}елДля графа (7 на Рис. 1 связанное семейство кликов для получения (?ы_а Алгорит­мом 5может быть С = {Сх}, где Сх = {։1։ха....... хи} или С = {Сх,С։}, причём

~ {гъ Уз» •••։ Уи-х}» = {хх։ *2, • ••, Хш-2, Хы}.

Рис. 2. Ориентация и некоторые дуги графа С на рисунке опушены.
Рассмотрим пример на Рис. 2. Пусть ы = 6, д = ы — 2 = 4. Алгоритм 5 на шаге ш даёт = {6}, хотя {8} и {10) также являются минимальными разрезами в С». На (ш - 1)-м шаге Алгоритм 5 даёт К,-х = {1, 2), хотя {4,10} и {7,10),... также ойявляются минимальными разрезами в С?ы-1.Для полученного У = {1,2,6} связанное семейство кликов будет С = {Сд.Сх}, где Сх = {1,3, б, 8,10,12} и С2 = {2,4,7,9,11}.
ABSTRACT. If a graph and its complement are comparability graphs, then for any transitive orientation of these graphs there exist a nunmin, minmax, monntn and maxmax vertices (minmin is the vertex that is min in both the graph and its complement, mmmar is the vertex that is min in the graph and max in its complement, etc.). From this property the theorem of Pnueli, Lempel and Even about permutation graphs is obtained. Some algorithms are developed for the problems of maximal number of pairwise non-intersecting maximal independent sets and of maximal g-chromatic subgraph.
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