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В настоящей статье рассматривается пространство соленоидальных вектор-функций, определенных в конечной трехмерной области (1, гра­ница которой обладает плоской частью Е, содержащей ортогональный базис двумерных вектор-функций, определенных на Е. Показано, что каждый элемент этого базиса порождает пространство трехмерных соленоидальных векторов в О, и соответствующее пространство со­леноидальных векторов допускает ортогональное разложение по этим индуцированным пространствам.

$1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДЛОЖЕНИЯПусть (X, У. 2) - трёхмерная декартова система координат, а Е - ограниченное подмножество в плоскости ХОУ с достаточно гладкой границей I. Обозначим через ^(Е) гильбертово пространство двумерных вектор-функций. интегрируе- мых с квадратом на Е, с метрикой
(и,У)Е= / (и,у; 4- и,и^) Ла.

Ниже будем использовать следующие обозначения : -■*■1А/(Е) = линеал градиентов гладких на Е функций. •АГо(Е) = линеал градиентов функций, гладких на Е и обращающихся в нуль на контуре I,А^1(Е) = линеал градиентов функций, гладких на Е. нормальная производная которых равна нулю на контуре /,*(Е) — линеал гладких на Е двумерных соленоидальных векторов,Уо(Е) = линеал гладких на Е двумерных соленоидальных векторов, нормальная компонента которых равна нулю на контуре /,



36 Г. Г. Джебеян?Л(Е) = линеал гладких на Е двумерных соленоидальных bcktoj в, касательнаякомпонента которых на I равна нулю, {7(E) = линеал градиентов гармонических на Е функций,Af (Е), Af*(E), 2V(E),7Vk(E), (7(E) = замыкания на L3(E) линеалов Af(E), Affc(E), 2V(E), Nk(Е), С7(Е) соответственно, к = 0,1.Имеем следующие разложения, см. [5] :
L2(E) = Мо ф М Ф Ut Z2(E) = Afj ®N0®U. (1.1)

Из (1.1) следует, что в общем случае, гладкие векторы и из £2(Е) имеют на контуре I ненулевые нормальную и касательную компоненты, которые обозначим через un и ur. Через и иг|։ обозначим сужения этих компонент на I.Лемма 1.1. Всякие гладкие вектор-функции u.v € Е, удовлетворяю е• • • 5на I условию vn|z = 0, = 0, допускают представления в виде
U = U14֊U2| Ui Ç Mo, Uj G Ni и v = vl+v3, vx £ Afi, v2 € No (1.2) 

с попарно ортогональными ui и u2, как и vj и v2.Доказательство î Пусть tpo ~ решение двумерной задачи
△xV> = div u, ^|f = О,

где и ֊ гладкий двумерный вектор на Е. Имеем uj = grad^tpo 6 Mq. Рассмотрим вектор u2 = u — uj. Так как div u2 = 0, получим представление u2 =Zo х Sra<^x^ii где zo ~ единичный вектор, ортогональный ։ Е и - гладкаяфункция. Пре оложим, что <pi является решением задачи
△ 1У* = div (и х zo),

где п - нормальное направление к I. Легко проверить, что (и2)г |, = 0, следова­тельно и2 € АМЕ), что доказывает первое представление из (1.2). Аналогично доказывается второе представление.Теперь проверим ортогональность построенных вектор-функции щ и и2. Так как = 0, то имеем 
I

Зу>о/ \ I I ^гО(Ui)r , = 0 и из <ро , = 0 следует -х— 1 ” от

(ui,uj)e= / grad^ipoigrad^i х zo) da = / div(grad±<po x ^l’o) dcr = 
Jz Jz



Ортогональные разложения пространств ... 37= Ф(дга<у>о х ^1К0)п (11 = / сП ~ О У/ Л ОтАналогично проверяется ортогональность у։ и у3. Лемма 1.1 домазанаВ подпространствах Мо(Е), -М1(Е), ^Q(E), ^(Е) существуют [5] ортонормированные базисы, состоящие из элементов
Гт = агалит Е Мо, С'т = ։0 X $гаа,7т е No, 
ст = Р^Ст Е мъ Е* = дта/ЦСт х ։0 € ЛГ։, где {7т)1° и {ч*т}1 ~ системы собственных функций мембранных задач

△17т + р^7т = 0, 7т|; = 0. ТП=1,2, ..., (13а)
△±Ст + — О, т = 1,2,..., (1.3Ь)соответствующие собственным значениям {д^, и {^т}?0- Собственные функ-ции нормированы следующим образом : Е = Р'՜3, обеспечива­ющие нормировку базисных элементов |(Г^А||е = 1 и ||С^*|[е = 1.Пусть П С Ш.3 ֊ ограниченная область с гладкой границей 5. и - цилиндр с

т||£ Рп» । |'0п

бесконечно малой высотой <1 и с базисами Е С 5 и Е4, Е^ П О = 0. Рассмотрим область 01 = П и Области такого типа часто встречаются при постановкезадач в теории волноводных систем, см. [6].Выберем декартову систему координат (X, У, 2) так, чтобы Е С ХОУ, а ось 02была направлена во внутрь области 0.Лемма 1.2. Пусть / - достаточно гладкая функция, определенная в 0и удовлетворяющая условиям
дг # 0 и = 0 или

Если функция /° = /I удовлетворяет условиям
(/°>7к)г # О,

(АС*)в#о, то имеем
(Ат.)1 = о, ПРИ = 0, (1.4а)

(/°,<т)1: = 0. т#*, при (1.4Ь)
т/ к, ПРИ /|$\£ = °’ (1.5а)

т Ф к.
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#0. тп к, при (1.5Ь)

гл։ ("г™ >1“ “ {<-}Г - системы собственных функ мембранных гадам(1.3а) и (1.3Ь).Доказательство : В 0^ рассмотрим функцию /, удовлетворяющую граничнымусловиям при т к

<э/д! (7,7*)£4^0< (7»7т)։,=0, (1.6)

где - боковая поверхность цилиндра Функцию / можно представить в виде / = ф(г)ф(х, у), где ф ֊ достаточно гладкая функция поперечных координат, равная нулю на контуре, охватывающем поперечное сечение Е. Следовательно, 
ф допускает разложение в регулярно сходящийся ряд Фурье по собственным функциям мембранной задачи (1.3а) :

= Мп7п-
Из краевых условий (1.6) следует, что

(7-7к)£4 = ^(-^)ск / 0, (7.7п»)е, = ^(-^)Ст = о, т^к,

откуда следует, что сгп = 0 при всех т к. Следовательно, всюду в имеем
7 = М*)ск7к, • I . . • • IТаким образом, выполняются краевые условия

= # 0,
141» -1 О. V

Вычисляя предел при </—>■() (П1 -4 П, Е), получим (1.5а). Аналогично можно доказать (1.5Ь). Лемма 1.2 доказана.
•'Ъ’.'я.Отметим, что при /|Е # 0 имеет место и обратное утверждение, т.е. из (1.5а), (1.5Ь) следуют (1.4а), (1.4Ь).



Ортоговальвые разложения прострянств ... 39§2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ СОЛЕНОИДАЛЬНЫХ ВЕКТОР ФУНКЦИЙПусть П С 1 - ограниченная область с достаточно гладкой границей 5 и Е, и пусть - гильбертово пространство трехмерных век тор-функций, определенных на П и интегрируемых с квадратом в П с метрикой
(и, *)п = / (и»«; + и,«* 4- <1и.7пИспользуем обозначения из [1] - (3) для следующих линеалов :

7(П) = глад е векторы и, у которых div и = О,Ji(fl) = гладкие векторы и, у которых div и = 0 и = О,= гладкие векторы V, у которых div v = 0 и vn . = О,= гладкие векторы v. у которых div v = 0, v2 = 0 и vn L — О,[71 (Q) = градиенты гармонических функций, обращающихся в нуль на S,

и. (Q) = rpaj II* енты гармонических функций, нормальная производная которыхравна нул на S.Далее, пусть J(Q), Л(П), Jo(ft), - замыкания в £а(П) линеа­лов 7(0),Л(П), 7а(П), 7о(П), Й(0),С7а(Я), с тветственно.Имеем следующие ортогональные разложения, см. [3] !
J — Л Ф — Jq Ф (2.1)

В Q рассмотрим гладкую вектор-функцию и € J(Q), удовлетвор шую услови»,5 = 0, где и։ - поперечная компонента вектора и на Е. Если предполагать, что касательные компоненты непрерывны на границе I между 5 и Е. то получимусловие иет'։ = 0, где т - касательный единичный вектор в I. Согласно Лемме1.1 имеем (2.2)
Так как П является предельной областью, то продольная компонента удовлетво-ряет условию ц։ | = 0, Следовательно

где 7П — нормированные собственные функции мембранной задачи (1.3а).



40 Г. Г. ДжебеянГраничные значения на Е поперечных компонент гладких вектор-функций V € 7։(Я) удовлетворяют условию у։п|; = 0. Следовательно, в силу Леммы 1.1. имеем
т •

Для продольных компонент предполагаем, что они удовлетворяют условию
дт,—— = 0. и тогда они могут быть представлены на Е в виде регулярно схо­дя |дяшихся рядов

«ж

где Сп - нормированные собственные функции мембранной задачи (1.3Ь).Из (2.1), (2.2) следует, что в случае когда вектор и € 7(Я) и и, | в € ^(Е), тои € Л (О). Следовательно, в Л (0) существуют, по крайней мере, два множества гладких вектор-функций 7։ (Я) и 7* (Я), поперечные компоненты которых на Е принадлежат Мо(Е) и М(Е), соответственно. Аналогично, в 7о(Я) существуют два линеала 7^(Я) и 7ф(Я), поперечные компоненты которых на Е принадлежат Л/1(Е) и 7Чо(Е), соответственно.Линеалы 7*(Я), 7* (Я), 7? (Я) и 7д(Я) будем рассматривать как множества гладких соленоидальных вектор-функций в П, индуцированные ортогональными линеалами А70(Е), Л1(Е), Л/1(Е) и Л/о(Е) соответственно.Рассмотрим следующие множества :7е (Я) = гладкие соленоидальные вектор-функции и. для которых и(|г € Л/о(Е), 7* (Я) = гладкие соленоидальные вектор-функции V, для которых у<|е £ А/ДЕ) и = О,7 ,е(Я) = гладкие соленоидальные вектор-функции и, для которых и, |г € Л/0(Е),
7**(Я) _ гладкие соленоидальные вектор-функции и, для которых иа I = О, ՛

^2 (^) — гладкие соленоидальные вектор-функции V, для которых гп I = Е ~
7^’ (Я) ~ гладкие соленоидальные вектор-функции V, для которых V

обозначим замыкания в (О) соответственных множеств,։ = 0,1,2.



Ортогональные разложения пространств ... 41Ортогональные разложения (2.1) для индуцированных подпространств имеют вид J* — ф Uit J* — Jq Ф U^. (2.3)Теорема 2.1. Пусть 7m - гармонические функции в П, удовлетворяющие граничным условиям I£ ~ I 7п»|5 — 0. (2.4)Система вектор-функций {wm = grad 7m) образует ортогональный базис в индуцированном подпространстве U\ со свойством
Ш —4 ОС, (2.5)где - собственные значения мембранной задачи (1.3а), отвечают •г.собственным функциям 7^. Для Ui имеет место разложение

ОО

fc=l
(2.6)где — подпространства, индуцированные вектор-функпиями Г*.Доказательство : Как показано в [5], функции линейно независимы и система полна в и±. Так как 7т удовлетворяют условию (1.4а), то поЛемме 1.2 имеем

т / п,
т — п.Следовательно. {wm) является ортогональным базисом в U\. Чтобы получить (2.5) рассмотрим гармонические функции 7т, удовлетворяющие граничнымусловиям (ср. (1.6))

Так как в функция 7т допускает разделение переменных, то решение урав­нения Лапласа в этой области, удовлетворяю шее краевому условию (2.7), имеетвид7m(®, JA х) =/т(х)7т(*.у) = [(e-'ir"W - 2*’п4)е р”>/ + Ьте*т• (г, у).где Ьт - некоторые постоянные. Легко видеть, что /т(—Подставляя 7т в (2.7) и вычисляя предел при </-4 0, получим оГ
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Г. Г. Джсбеян42где дп = 1 - 2Ьт • Следовательно

(2-8)
Рассмотрим теперь функцию у>, гармоническую в (1 и равную нулю на 5, а на Е принимающую значение <р°. Пусть у>° - достаточно гладкая вектор-функция,

= 0. Тогдаобращающаяся в нуль на I = 5 П Е. Далее, предположим, что на Е нормальная производная непрерывна. Так как = ^>°|; = 0, то имеем —дг ,Шт)П= = ЦтЯт [ ¥’°7т (2.9)/Е <« >Е С'х Уео На Е граничные функции уг и —— допускают разложения в регулярно сходя- Ешиеся ряды по ортонор мированном у базису {т^, = Мт “Г™ } 1° • Так как этот базис является полным, то имеют место равенства Парсеваля
Следовательно, получим минимально возможные оценки • • • 0 < £ < 1, тп ос.
Из (2.9) следует, что дт « ^тх, а из (2.8) вытекает (2.5).Обозначим через линеал градиентов гармонических функций ^>, для кото­рых ¥>|$ = °, (¥>°,п£)е # 0, (¥>°,7т)Е = 0,Очевидно, что вектор V* = дгаЗ<р € С/£(П) удовлетворяет условию

з*г|5 = 0, (мг։,Е;)е^0, (мгь Е^)е = 0, т^к.

Согласно Лемме 1.2 любые векторы из [/^(П) и С/Д(П) взаимно ортогональны, и поскольку система полна (см. (5)), то получим (2.6). Теорема 2.1 доказана.Так как 7' С 3 и 7д С То. то в силу теоремы единственности представления 3 и 7о (см- [3]), имеем
и = гсЛ V, т?м|5 = 0, вж|Е = 0, и € 7е(П), (2.10а)
V = гсЛ й, й;|5 = 0, й7|г = 0, V € 75(0). (2.10Ь)



Ортогональные разложения пространств ...Из (2.10а) следует, что для всех з*4 6 С/։ С 7е, удовлетворяющих зу) г = Р*. существует соленоидальная вектор-функция р* 6 70(П) такая, что
= р*|։=р‘|։ = о, 4>1. (211)

Так как Q является предельной ластью, то можно доказать, что
(P*tGk)r#0» (pk,G^)E = 0, m^k, (2.12)

т.е. р* € 7?’в(П). Ввиду (2.10Ь) для вектора рк € ^*(П) С 70(П) существует соленоидальная вектор-функция дк такая, что
rot q‘ = р‘, qj |s = q* | = о, 1>1. (213)

Имеем
(р^-ст)г = J^roi Ч* т<л ("U ։о) der = у rat (7^z0)[q4 х n>] dl+

+ [ <S[grad div (7° z0) - ։0Дх7° ] da = - [ da = /£(gj,7«)s.JE • JeСогласно (2.12) получим qk G 7k,e(fl).Рассмотрим теперь краевую задачу
ro<g‘ = p‘, g,‘|J=e, к>1, (2.14)

где рк - решения задачи (2.11). Общее решение задачи (2.14) можно представить в виде gk = qk + Cwk, (215)
где qk - частное решение задачи (2.14), удовлетворяющее краевым условиям (2.13), а С - постоянная. Нетрудно видеть, что §к € 7к,е(П).Пусть Ьк - решение краевой задачи 

rothk = gk, hi|5 = Ai|։ = 0, *>1, (2-16)
где gk - решение задачи (2.14). В силу (2.15) получим gtk|s = CFJ, Следователь­но, ьк е



44 Г. Г. ДжебеянТеорема 2.2. Системы вектор-функций {Ь*}^ и )Т°, которые являют­ся решениями задач (2.16) и (2.14), порождают ортогональные базисы в и 7е, соответственно. Индуцированные подпространства 7£ и 7е допускают представления вида
л = Ё ® 4*. ■>' = Ё ® <21Т>

4=1 4=1Доказательство : Сначала рассмотрим вектор-функпии {р*}$°. Используя (2.11) и (2.13), получим(р‘,р"*)п = р'Чп ֊ / (ч* хрп’)п^ = (ч‘'.мг°‘)п = (9‘,7°)Е.7По опрепепепито 7ke(Q) заключаем, что векторы {р*} попарно ортогональны.Пусть теперь V 6 7о(П) допускают представление (2.10Ь) и
(2-18)

В силу (2.10b) и (2.13) имеем
(v, р*)п = (rat и, rot q*)n = (u. rot rot qk)n 4֊ f [u x rot qk]n da = 

= (u, wk)n = (u։.7*)i: = РГ2(У*> GDl = 0, * > 1.Следовательно, =0. С другой стороны, из (2.10Ь) вытекает ||уг||е / 0 (см.[2]). Таким образом, равенства (2.18) будут иметь место только в случае V = 0,что означает полноту системы {р*} 1° в 7о. Таким образом, мы доказали, чтосистема вектор-функ й {pk)i° образует ортогональный базис в 7q.Рассмотрим теперь вектор-функ и qk Е 7k e(Q), удовлетворяющие (2.13). Со­гласно (2.10а) имеем
q*=rofh։, fcj|4=o, ÄJ|։=O. (2.19)

Вектор-функции bk € 7/е(П) удовлетворяют уравнениям rot rot hk = pk. Всилу (2.13) получим dhk 
dz

= 0. Используя ортогональность линеалов 7*’е(О) и7™'*(П), получим(q‘,q"’)n = (h‘,rofqm)n- [ (Ь*хч”‘)пЛ7=(Ь‘,р"‘)п=(7sur 1^0, т = к,



45Ортогональные разложения пространств ...т.е. система {ч* }$•* ортогональна. Имеем(и,Чк)п = (у,го< ч*)п - / (ухчк)п.й=(у,р*)п. -/$иЕСледовательно, ортогональность и 6 У"(П) ко всем векторам ч* е у*-« эквивалентна ортогональности V € Уо(П) « базису {рк}“, т.е. и = 0 Мы доказали, что система ортогональных вектор-функций {ч*)1° полна в 3е, т.е. {4* )з° является базисом в ]*.Вернемся теперь к функциям gk 6 Ук'*(П), которые являются решениями задачи (2.14). В силу (2.15), имеемВ‘=с,ч‘+с։«‘. 5‘ = ^. ж‘ = п^, (2.20)
где С1,Сз - некоторые постоянные. Тогда

(g‘, gm) = (с.с; + + с>с;(ч‘. *")+c;c։(w‘,4"').где 6к>гп ~ символ Кронекера. Так как_ (9«*Тт)д _ ( = °’ т ± *’
14 ’ ’ Ия^И -11^^11 ||ч*|| • 11^-11 “1# о, т = 4,то система {й*}?0 ортогональна. Для произвольной вектор-функции и € /€(П)имеем ОО ЭС1Ы1։ = £i(«.g‘)p = £|(u.cI4‘+c։w»)|։ <

< 2С?£|(и, ч‘)|։ + 2С? £|(и.ш‘)|։ < =0.4=1 4=1Согласно равенству Парсеваля система {кк}1° полна в 7е. Следовательно, орто­гональное разложение (2.17) для .]е доказано. Аналогично можно доказать орто­гональное разложение (2.17) для Уд. Теорема 2.2 доказана.Рассуждая как в Теоремах 2.1 и 2.2. можно доказать следующие утверждения для индуцированных подпространств У*, У* и 17].Теорема 2.3. Пусть Ст - гармонические в Q функции, удовлетворяющие граничным условиям z I -(О =‘‘"‘IE Чп*’ dz сСистема вектор-функций {wm = grad <то) базис в индуцированном подпространстве
0.образует ортогональный 
Uj- Справедлива опенкаHamlin « I'm1 при m -юс, где i/Д - собственные значения мембранной за­дачи (1.3Ь), отвечающие собственным функциям =где 7/.А — подпространства, индуцированные вектор-функциями G4.



46 Г. Г. ДжебеянТеорема 2.4. Индуцированные подпространства 7* и допускаютпредставления вида
ей статьи.емТеперь докажем основной результат настоТеорема 2.5. Пространства соленоидальных вектор-функции У и У2 можно представить в виде ортогональных сумм индуцированных под­пространств 7 = 7е ф 7?, 72 = 70е Ф 7а, (2.21)где 7q, 7е и 7*, 7* удовлетворяют условиям Теорем 2.2 и 2.4, соответ­ственно.Доказательство : Для доказательства первой части (2.21), достаточно про­верить. что линеал 7(П) можно однозначно представить в виде прямой суммы линеалов 7*(П) и 7А(П), 7е П 7* = 0. Пусть и € 7(П) - гладкая вектор-функция, касательная компонента которой обращается в нуль на SUE. Линеал таких функ­ций является плотным в 7 (см. [4]). Положимu=u'+u*,' и'е?(П), и* €7?(Л), (2.22)и допустим, что и — 0. Согласно Лемме 1.1 имеемч,'|вем0(Е), u‘|j. g JV,(E), u*|slu‘|J!,откуда следует u‘{^ = u*|r = 0. Таким образом, uA 6 Н — линеал гладкихвекторов и € 7А(П), для которого и = 0 и и,|_ = 0. Линеал

Н является плотным в 7A(fl). Однако, Н является подмножеством 7*,Х(П) Оj"» A(Q) для любых m, к > 1, пересечение 2.4. Следовательно, uh = 0, и поэтому ие которых пусто согласно Теореме= 0. Мы доказали однозначностьпредставления (2.22).Ортогональность подпространств 7е и 7А эквивалентна ортогональности их базисов {pk)j° € J* и (qk}i° 6 7А, где р* - решение краевой задачи, ,rotpk = wk, pj|s =pJ|T = 0, k > 1,a qk допускают представление (2.19). Тогда(p‘.qn*)n = (hk,wm)n- /(hkxq2)zo^= [ da - (FJ, F^)r.
JT2 JsuZ



Ортогональные разложения пространств ... 47Первое слагаемое в правой части равно нулю в силу краевого условия Кк /»*|_ = 0, а последнее слагаемое равно нулю согласно Лемме 1.1. Следовательно.(p*,qm)n = 0 при всех к и т. т.е. {р*}^ и {qm)“ ортогональны. Первое разложение в (2.21) доказано. Аналогично доказывается справедливость второго разложения. Доказательство завершено.
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