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В вещественном и комплексном анализах хорошо известна теорема 
Мюнца о плотности множества квазиполиномов в пространстве Ск[а, 6] 
непрерывных, действительнозначных функций на замкнутом интерва
ле [а, Ь], а > 0. В настоящей статье исследуются версии теоремы Мюн
ца в случае, когда квазиполиномиальные коэффициенты берутся из 
заданной возрастающей последовательности положительных чисел.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть {Ап - строго монотонно возрастающая последовательность положитель

ных чисел. Конечная сумма р(х) = £27=0 Р*1*' с произвольными вещественны

ми коэффициентами рп, п = 0,1,..., т называется квазиполиномом по систе

ме функций {хл-}о° (Ао — 0, х > 0). Обозначим через Су? [а. 6] подпространство

С[а, Ь], сост ее из всех вещественнозначных функций. По известной теореме

Мюнпа [7], множество всех квазиполиномов по системе {1Аж}о° плотно в Су?[о,6]

(а > 0) тогда и только тогда, когда

(1)

Возникает естественный вопрос относительно версий теоремы Мюнца при раз

личных ограничениях на коэффициенты рп. В настоящей статье рассматривает

ся случай, когда эти коэффи и енты берутся из множества {±ап}“, где {МГ

- строго монотонно возрастающая последовательность положительных чисел,

удовлетвор ЕЕщих условиям

Пт ап = оо, л-юо (2)Чп + 1 - ап < Л/.

где М > 0- постоянная. Частный случай этой задачи, когда {ая}?0 С А/ (А/ есть 

множество всех натуральных чисел) был рассмотрен в (1), (4), (5), [8].
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Основными результатами являются Теоремы 1 - 4, касающиеся аппроксимаций

в Сд[а, 6] = функ к [И / е Ся[а, 6], удовлетворяющие условию /(0) = /(1) = 0, 

если [а, Ь]П {0,1}) # 0. Заметим, что С*л{а, 6] = Сд[а,6], если [а, 6] П {0,1} = 0.

Теорема 4 обобщает и усиливает некоторые результаты из [2], [4].

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Лемма 1. Пусть {А„}?° ~ строго монотонно возрастающая последова- 

тельность положительных чисел, удовлетворяющая условию (1). Тог

да системы функпий

(3)

(4)

плотны в пространстве Сд[0, Ь] для каждого Ь > 1.

Доказательство : Дадим доказательство для системы (3). случай системы (4)

доказывается аналогично. Пусть I/ - функ я ограниченной вариации, удовле

творяющая соотношению

/ (гАэ— I _ гА’-)^и(х) = 0, п = 1,2,.... ’• (5)
У о

В полуплоскости Де г > 0 рассмотрим голоморфную функцию

Ф(г) = [ хгЛи(х). (5а)
/о

Из (5) следует, что ^(А։п-1) — <р(^2п) при п = 1,2,... . Следовательно,

существуют числа € (А2п_։, А։п) такие, что

= 0, п = 1,2......... (б)

Так как последовательность {Ап}^° монотонна, то из (1) получим

ОО
52 м;1 = оо. (7)
л = 1

При Ле г > 0 имеем неравенство

|жк*>1овх| < -А—, 0<»<1.
1 е Яс х “ ~ .

Тогда производная <р'(г) — является голоморфной функцией,

удовлетворяющей неравенству

1*Ф)1 < С(6՝Ь)Ь**\ Яе х > 6 € (0, >1), (8)



Квазиполиномы в подпространстве непрерывных функций

где постоянная С(6,Ь) > 1 не зависит от г. По теореме единственности ограни

ченных функций, голоморфных в полуплоскости, из (6) - (8) следует у/(к) = О 

при Ее г > 6. Следовательно, по теореме единственности аналитических функ

ций, получим = 0, Ее к > 0. Таким образом

= Сь Ее г > 0. (9)

Положив в (9) 1т к = 0 и перейдя к пределу под знаком интеграла при Ее г —► 
+0, получим <й/(х) — С1. Итак, (9) запишется в виде £ (ж1 — 1)(й/(х) = 

0, Ее г > 0. Так как система {г՞ — 1}плотна в Сд[0, Ь], то доказательство 

Леммы 1 следует из Теорем Хана-Банаха и Рисса.

Лемма 2. Пусть - положительные числа, причем Аз,֊! < А2, <

... < А2п < А2п+1. Для ։ = 1, ...,п — 1 положим

•Ча.Г.’гМ-г я -И 4՛ М

где {с7}”=|+1 — вещественные числа, а || • || - норма в пространстве

Сд[0, Ь], ь > 1. Тогда справедливы неравенства

{п
- А £ а;,1 ), 

>=»+1 )

С 4 1 '
ЬЦХЪ^ - А3|)ЬА’<+1 ехр > -(А3։ - £ А;Д։ I,

•’ ՛ *•. *.» I ./=1 + 1 )

где 6 € (0, Ах) — произвольное число.

Доказательство : Докажем первую оценку (вторая доказывается аналогично).

Как показано в [3], стр. 25, имеем

Л,,„ = вир А.,п(р), 
(е)

А.п (^) —

где I/ - функция ограниченной вариации, для которой

р(0) = и(1) = 0,
о

- х>ъ)<й,(х) = 0, п.У = । + 1,
о
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Рассмотрим функцию (5а). Рассуждая как и в доказательстве Леммы 1, получим 

неравенство (8). Следовательно, у>'(х)6-х = В(г)/(г), Ле х > 0. где В(х) =

, а /(2) голоморфна в Ле х > 0. Так как

+*>1’ = п, п.

то получим

!/(«)!< с(М) П *'*>*•
*'*1X1

Отсюда следует, что

|1/(х)|<С(О)ЬМВМ1 П Нех >4. (10)

Имеем

Л.п (у) = И^2«-1) “ ~ ^2»-1)1 *. € (А21-1, А2|).

Используя (10) и элементарное неравенство

Я
А...М < С(М)(А։, - А2,-1)6։՛ П 

>=•+1

1 — х < е՜*, х > 0. получим

\р} - 0.) <
- 6)(^ + 0,) “

< С(М)(Аа1-А3._։)6*‘ехр М,(0. ֊*) 
(М; ֊ <Ж/Ъ + Ь)

Следовательно

)
п

-(А«-։֊*) £ АЧ

>=•+1

Остается отметить, что правая часть последнего неравенства не зависит от р.

Лемма 2 доказана.

Для функции / € Сд [0, 6), Ь > 1 положим

/(։)-£е,(хл’'-' -хл«) 

2=1

Еп(/) = пи п 
ид:

где {с,}" - вещественные числа.
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Лемма 3. Пусть {оп}^° - строго монотонно возрастающая последова

тельность положительных чисел, удовлетворяющая условиям (1), а г, л 

(г < л) - произвольные натуральные числа. Для произвольной функ

ции / е Сд[0,Ь], ь > 1 и 0 < А։ < А2 < ... < А3։ существуют числа ...,Ь,

такие, что {|6,|К С {вл}?0 и

г
<е:(Л+ *£&...+

1=1

+ М тах

1

> = 1

Доказательство ։ Пусть с,(», з) - последовательность, на которой А,,, дости 

гает своего максимума, а с;,о ~ последовательность на которой £",(/) достигает

своего максимума, т.е.

ЕЛП =
>=1

Определим числа , Ьт по индукции. Обозначим чер 6} ближайший элемент

к числу С10 из последовательности {±ап}^с. Далее

Тогда

9,1 = 9.о + (С1,о - ^1)9 (!»•)» 2 < ; < л-

/(х) - 129.о(^ъ-։ ֊ «Аад) + (9.о - Ь) (®А‘ ֊ «А։- 
>=1

<Г,(/) + МАм.
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и, 5к определяются из условия

к
< £.(/) +

4=։

Обозначим через 6к + 1 злемент из {±ап}^°, ближайший к числу с*+1,*, и положим

<£,(/) + м 22 А,., + мл։+1, = £,(/) + .V 22 л,.,.
>=։ 4=1

Таким образом, числа 51,...,ЬГ определены. Теперь определим 6г+1,

ший к числу с])Г. Так как при х € [0,1]

значим через 6,, ) = г 4-1,..., з элемент из последовательности {±ап}^°, ближай

а при х € (1, Ь]

1=г+1 >=г+1

< хА’* — хА”՜*1 < (Аз, — Азг+1)6Л’։ 1<^ Ь,
то имеем

9

4=1

< Я,(/) + м 22 Л,., + М шах ( , (А։, - А,г+,)»*.. |ов6
4 = 1 I А3'

Лемма 3 доказана.
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следует оценка

ПЛИ <
А»т

1 + 1612т*---кп|2՞’-

Следовательно, если Зл+ За.™)/ = 0, то / = 0. Кроме того, оператор (1.10) - 

самосопряжен. Так как ограниченный самосопряженный инъективный оператор 

всегда имеет плотную область изменения, то заключаем, что 4- т)^

плотно в £-2- Легко видеть, что (/4- Зл.т}^ является пространством Волевича- 

Панеяха (см. [12]), а функции из плотны в нем [12]. Множество (Ш.")

плотно в £2 по норме (№."). Имеем

= л о?"՛ (1.11)

где И, = --—- - обобщенные производные. Так как £)2п։| • • ■ С

Фг(1Я'‘), то из (1.11) следует, что множество За$г плотно в ^(П^”).

Докажем теперь последнюю часть Теоремы 1.1. Оператор (1.7) по непрерывности 

продолжается на функции из 5, ортогональные полиномам р € Р^~ва- Последние 

образуют замкнутое множество в и следовательно, сопряженное простран

ство можно отождествить с фак тор-пространством 5'Так как область 

изменения оператора За плотна в £2, то пространство линейных непрерывных 

функционалов на ней можно отождествить с £>2. Переходя к сопряженным, полу

чим ограниченную инъекцию (1.8). Доказательство завершено.

Определение 3. Пусть Л - произвольный набор векторов с неотрицательными 

компонентами, имеющий точки на каждой координатной оси П?.” + . Простран

ство «^(Ш.11) является образом оператора За на пространстве £.2( 1НП) с нормой

= 1ЬПг- (1-12)

Очевидно, если А = {0), то — £>з- По Теореме 1.1, пространство (Ш. ) = 

Зл (£2) является подпространством фактор-пространства 5*/Рр՜*0. Если 0о > 1 

(т.е. если ЛУ'(Л) является допустимым многогранником), то й)? С 5', если же 

0 < 0О < 1, то элементами будут классы, в которых функции, отличающиеся 

на многочлен р € Р?՜*'*, отождествляются.

Норма (1.12) на С™ имеет удобный эквивалентный вид

IIЛ «"2*|| = /€СО°°(1НП). (1.13)
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Теорема 2. Пусть {ап}?0 и О»)?0 ~ строго монотонно возрастающие 

последовательности положительных чисел, {о,}^° удовлетворяет усло

виям (2), а удовлетворяет условию

(15)

и 6 > 1. Произвольную функцию / € Сд[0, 6] можно равномерно аппрок

симировать на [0,6] квазиполиномами вида (11).

Доказательство : Положим = Ля/1о5п, п = 2,3,... . Тах как числа 1п > 0 

удовлетворяют (15), то существует (см. [б], стр. 40, 107) последовательность 

натуральных чисел {п,}*; такая, что

Иш — 0, 1П| < /,, з — 2,3,...,тц — 1, з — 1,2,.... 1-Ю©

Не умаляя гаш ноет и можем считать, что п,- = 2 л, (з, - натуральное число).

Определим последовательность натуральных чисел {т, }“х, где т, = 2г, + 1 =

п» - [ у/гц] или п, - ~ 1, а [а] ~ пелая часть числа а. Так как А* монотонна,

то для достаточно больших ։ имеем

(16)

где С > 0 - постоянная. Докажем равенство

1ш1 6Л,-'(А։<, -А„,+1) = 0. (17)

Так как А„ монотонно возрастают и

Нт = Нт 

-»ОО |-»ОС
= 0,

то достаточно показать, что

(18)

Легко проверить, что

- (^2г, -Ь,,)^2г<.

Так как /2Г( — 11^ > 0, то получим

о < А2,։ - А2г< < /2,41ог(1 -|- (2я, - 2г;)/2п), » = 1,2........ 
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откуда следует (18).

Заметим теперь, что в силу условия (15), {А»}>° удовлетворяет (1). По теореме 

Мюнца при л —► ос имеем -> 0. С учетом (16) и (17), для произвольного 

е > 0 существует натуральное число л, такое, что

(19)

<
֊(А։ - <$) £ а;/ I < е, (20) 

/»։+« J

(A2fj - Ajr<+i) max(Ay/|։ logЪ) < е. (21)

Согласно Лемме 3, существуют числа 61,...,Ь,( из {±ап}1° такие, что

J=i

<£„(/)+Л/£>.„+ 

k=l

+Af(A2<j - A2ri+i)max(A"x ,bA’‘i log 6).

Отсюда и из (19) - (21) получим

< (2М 4֊ 1)е.
/=։

Доказательство завершено.

Замечание 2. В частом случае Пшп-.ос Ал < ос, Теорема 2 непосредственно 

следует из (14).

Теорема 3. Пусть и (Ап}$° - строго монотонно возрастающие

последовательности положительных чисел, {ал}“ удовлетворяет усло

виям (2), а {Ап}1° условию 

An/lognj а при п —> ОО,

и Ь < е1^*. Тогда любую функцию / € ^[0.6] можно равномерно 

аппроксимировать на [0,6] квазиполиномами вида (11).

Доказательство ։ Положим

An - a log п 
logn
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Так как 1Л > 0 и Кт,,-«» /п = О, то существует, как и в доказательстве Теоремы

2. последовательность {п,}°2։ натуральных чисел такая, что

Нгп э — 2, 3,..., тц 1.
I->оо

Не умаляя общности можем считать, что п, = 2«, (\ - натуральное число),

i = 1,2,..- Рассмотрим последовательность натуральных чисел где

m, = 2r, + 1 = г», - [п,1 Ро] или n, - [n,1 Fo] - 1, alogb<po<l.

Так как Ап монотонно возрастают, то для достаточно большого ։ получим

. г-С2*)1՜'0 
log 2л,

где С > 0 - постоянная. Чтобы доказать (17) заметим, что для достаточно малого

€ > 0 имеем

ь£(<•+«) log 2,, 

(27F ֊ (2з,)яо
(2Л|)(-+«) ։°8

(2*,)'”
-+о,

Поскольку An MOHOTOE то достаточно доказать, что

lim (2з, )Ро(А2։< А2г<) < оо.
I—»ОО

(22)

Легко проверить, что

О < Aj,4 — А2г< = /2։, log — — (12г,- — h»i) l°g 2r< + ° log —• 
г i г.

Так как i2r< - 12,( > 0, то получим

О < А2,(-А2г< <J2։i log —+alog — = (/2o+a)log(l-b(2e.-2r<)/2rj), i = 1,2,..., 
П г»

откуда вытекает (22). Остальная часть доказательства совпадает с заключи

тельной частью доказательства Теоремы 2. Теорема 3 доказана.

Замечание 3- Условие b < е1/<։ в Теореме 3 является точным (см. [5]).

Теорема 4. Пусть {An}i° - строго монотонно возрастающая последова

тельность положительных чисел, удовлетворяющая условиям



Квазиполиномы в подпространстве непрерывных функций 15

lim Ап = оо, 1 — An/An+i О при п —► ос. П -fÛO

Тогда любую функцию / € Сд[0, 1] можно равномерно аппроксимиро- 

вать на [0,1] квазиполиномами вида (11).

Доказательство : Согласно Лемме 3 из [4], для любого € > 0 существует число

по такое, что

х е [о, 1]. (23)

По Лемме 2 из [4] существует многочлен с действительными коэффициентами

N .. , 
P1(«) = 52 Ся(«А“ - 2«Аж+։ + хА’+։)

такой, что |/(z) - Pi(z)| < |, z € [0,1]. Заменяя числа 1с„|, п = по, ...,N 

соответствующим ближайшим элементом последовательности из pi(z)

получим квазиполином р(г) вида (11). Так как имеет место (23), то получим

|p(z) - Р1(։)| < М £ L ii' '

я = *0 •* ’3.R . • ■■՛.

Следовательно, |/(z) — p(z)| < е. Теорема 4 доказана.

՛՛ ч .иг.՛; ,՛—• «

ABSTRACT. Muntz theorem on density of the set of quasipolynomials in 
the space Сд[а, b] of continuous real-valued functions on a closed interval 
[a, 5], a > 0 is well known in real and complex analysis. The present paper 
studies the question about versions of Muntz theorem in the situation, 
where quasipolynomial coefficients are taken from a given increasing 
sequence of positive numbers.
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