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Для вещественнозначного стационарного гауссовского процесса Х(4), 4 € % с нулевым средним и спектральной плотностью /(А) рассмат­ривается задача непараметрического статистического оценивания ли­нейного функционала £(/) на основе выборки Х(1),..., Х(Т). Для спек­тральных плотностей, принадлежащих классам Гёльдера Нр(/3), полу­чены асимптотически точные оценки для минимаксного среднеквад­ратического риска △].. Доказано, что △£. X Т~а (а > 0) при Т —> оо, где число а определяется параметрами р и 0.

ВВЕДЕНИЕПусть Х(4), 4 € % = {0, ±1, ±2,...} - вещественнозначный стационарныйгауссовс процесс с нулевым средним и спектральной плотностью /(А) с /( — А) = /(А), А Е [—х, т]. В работе рассматривается следующая общая задача непараметрического статистического оценивания ([2] — [4], [6] — (9)). Пусть наблюдается конечная частная реализация Хг = (Х(1),..., Х(Т)} процесса X(4) с неизвестной спектральной плотностью /(А) € 2, где Е - некоторый заданный класс спектральных плотностей, причем Е С Ър = Ьр[-х, х], р > 1. Пусть £(•) - линейный функционал, определенный на пространстве Ьр. Задача состоит в следующем : на основе наблюдений Ху оценить значение £(/) функционала £(•) в точке /ЕЕ.Предполагается, что функционал £(•) непрерывен в Ьр(—х, х], р > 1 и поэтому допускает представление (см. [11])£(/) = /'ДА) в(А)<Ы,
где 0(А) € Ь9[—х, х]; 1/р 4- 1/д = 1 и ||£|| = ||^||9. Здесь и ниже || • ||д обозначает норму.



Асимптотически точные границы ... 25Дл« заданных чисел 1 < р < со, 0 < а < 1 и г 6 ИЧ0, где И\о обозначаетмножество неотрицательных целых чисел, положим 0 = г + а, и обозначим через Н,(£) класс Гёльдера, т.е. класс функций ф(Х) € Ьр, обладающих г-ыми производными В Ьр и удовлетворяющих условию
+ А) - ^>(.)|| < с |Л|".

Здесь и ниже буквой С обозначаются различные положительные постоянныеПусть Ер(/3) - множество всех спектральных плотностей, принадлежащих классу Нр(/?). Статистическая оценка функционала £(/) определяется как измеримое отображение Ь? — Ьт(Хт) : 1Н7 -> П11. Качество оценки Ь? функционала £,(/) измеряется риском
Дт(Ьт, Л = Е,|2т ֊ £(/)!’,где Е/{՛) - математическое ожидание относительно меры, порожденной спек­тральной плотностью /. Пусть Д^, обозночает минимаксный средней вад рати-Лческий риск статистической оценки Ьт, т.е.

△т == аир т£аир Е/|2т - £(/)|3. ||£||=1 Ът /€£В настоящей работе получены асимптотически точные оценки для риска Д^.при Т —»• оо. Эти оценки зависят от свойств функционала £(/) и множества Е.Доказано, что Д|. х Т “ (а > 0), где число а определяется параметрами р и 
0. (Здесь и ниже ат X Ьт означает, что отношение а^/Ът асимптотически (приТ —► оо) отделено от нуля и бесконечности).Отметим, что эта задача ранее была рассмотрена автором в [3] (см. также [4]),где были получены асимптотически верхние границы, аналогичная задача для плотности вероятностей была рассмотрена Ибрагимовым и Хасьминским в [7].§1 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ()сновным результатом работы является следующая теорема, которая содержит асимптотически точные границы для риска Д^,.Теорема 1. Для Е = Ер(/3), 0 > 0, и любого непрерывного линейного функционала £(/) в пространстве Ьр[֊я, я), 1 < р < оо имеют место следующие утверждения :А) Если р > 2 и 0 > 1/р, ТО
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Соответствующие верхние границы были получены в [3] (см. также [4]), где была доказана нижеследующая Теорема 2.Теорема 2. При условиях Теоремы 1 имеемС1 • 
СгТ~1в, 
Сз-Т՜2^ 
С<Т֊\

для 
для 
длядля

р>2, 0> 1/рР > 2^ < 1/р 1<р<2, /з<1/2 1 < р > 2, /3 > 1/2,где Ск, к = 1,2. 3,4 суть положительные постоянные.Следовательно, для доказательства Теоремы 1 нам необходимо доказать соот­ветствующие нижние границы. С этой целью нам понадобятся некоторые вспо­могательные результаты, которые приведены в следующем параграфе.$2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫОбозначим через ^л(А) сингулярный интеграл Дирихле, определенный для всех ^(А) € я՜] (1 < р < оо) по формуле (см. [1], [10])
^д(А) = зш А(А - х) 8Ш(А — X) |/>(т) Их. (1)Заметим, что ^д(А) является тригонометрическим многочленом степени не выше А. В лемме 1 приведены свойства функции ^л(А). Ниже через С(/ц,..., Л*) обозначяются различные положительные ограниченные постоянные, зависящие от параметров /ц,..., Л*.Лемма 1. Имеют место следующие утверждения :а) Пусть ^(А) € Н,^), 1 < р < оо, 0 > 0. Тогда

1КМ, < <Лр) ||*||, и II*-Мг <С(р.0)А՜».

Ь) Пусть *(А) ё Ц, р > 1. Тогда ||*_,||, < где р<
с) Пусть *( А) € Н,(0) с 0 = г + а, г е ГЧ0, А < о < 1 и р > 1. Тогда ||*01||,, < с < оо для ] = 1, г.



Асимптотически точные границы ... 27а) Пусть ^(А) € Нр(0) с р > 1, 0 > О, ц > р п 0 ± 1/р- \/ч. Тогда
||^х||< < С • шах{1;

Доказательства утверждений а) - с) можно найти в [10] (см. также [1]), адоказательство И) - в работе [7].Следующая лемма является теоремой вложения типа Хар ди-Литтл в уда для классов Н,|/3) (см. [10], стр. 232).Лемма 2. Имеют место следующие утверждения :а) Пусть ф(Х) Е Нр(/3), р > 1 с 0 < /3 < 1/р и р < рг < р/(1 -/Эр). Тогда
^(А)€НР1(^-1/р+1/Р1).

Ь) Пусть 1р(Х) Е Нг(/3) с р > 1 и 0 > 1/р. Тогда ^(А) непрерывна и 1№1<» < «>•§3. НИЖНИЕ ГРАНИЦЫВ следующей теореме приводятся нижние границы для рискаТеорема 3. Для Е = Ер(/Э), 0 > 0, и любого непрерывного линейного функционала <р(/) в пространстве Ь|>[—л՜, я], 1 < р < ос имеют место следующие утверждения :А) Если р > 2 и 0 > 1/р, то
* \ . “т- :: ।В) Если р > 2 и 0 < 1/р или 1 < р < 2 и 0 < 1/2, то> С2Т՜23;С) Если 1<р<2и/?> 1/2, то> СзТ-1,где С*, (А = 1,2,3) - некоторые положительные постоянные.ЛДоказательство : Рассмотрим статистическую оценку Ътл линейного функ­ционала £(/) (ср. [2] - [4]э (8), [9]) :



28 М. С. Гиновянгде А = А(Т) < Т, Л(Т) -> оо при Т -> ос, ^д(А) - сингулярный интеграл Дирихле (1), порожденный функцией «у(А), а /т(А) - периодограмма процесса*(<) : /Т(А) = 1
2*Т 1=1Положим £р(/?) = {/ € Ер(/3); /(А) > С > 0} и

Лл(А) = 9-а(А)
т»/’||/Рл НГ (2)

Пусть /(А) 6 2р0^) - некоторая спектральная плотность, удовлетворяющая условию /(А)ЛЛ (А) £ Ня(/3). Тогда для достаточно больших значений Т функция
0(А) = ^тл(А)—/(А) (1 + Лл(А)), А = А(Т)

является спектральной плотностью из классаПусть Рт,« ~ вероятностное распределение гауссовского вектора Хт = {Х(1), .Х(Т)} со спектральной плотностью 0(А). Согласно Теореме 1 из [5] (см. также пример 2.3 в [9]) семейство гауссовских распределений {ТРт.я, <9 € Ер(^)} локально асимптотически нормально (ЛАН) в точке / в направлении про­странства Ь3(—и, и]. Следовательно, используя Теорему 4.1 из [9], для функции потерь и?(1) = х2 получаем
»“₽ тПЕ,|£т -£(«)(’>§ [ /»(А)(А) <4А, (3)

где Ьт - произвольная статистическая оценка фун: •I ионала Цв)՝ построенногона основе набллюления Хт. а Со - положительная постоянная.Следовательно, для завершения доказательства Теоремы 3 нам остается подо­брать А = А(Т) так, чтобы были выполнены следующие условия :1) /(А)Ал(А)€Нр(^);2) правая сторона (3) имеет вид Т՜®, где число а определяется Теоремой 3. Доказательство утверждения С) тривиально, поэтому мы доказываем только утверждения А) и В).Пре. сложим, что /(А) £ Ея(/3), гдс р > 2 и /3 > 1/р. Покажем, что /(А) Ад (А) £где Ад (А) определяется формулой (2). Пусть = а + г, где г 6 ГЧо и0 < а < 1- Используя формулу Лейбница для вычисления производной (/Ад)<г\



Асимптотически точные границы ... 29получаем
(/М|'>0 + *)-(/М|г’()

ж=0
(4)

Сперва рассмотрим случай г > 1. Имеем
(М՜*’) (• + ')֊ (а!.’՜*’) (•) =

= /(•+о к’(-+<) - <’(•)] + [/(•+л - /(-и
» «

И

/՛*>(• + - /“՛ (-)Лх (•) =
= /•*’(•+<) к'՜*’ (• + <)֊ /£-‘>Применяя неравенства Минковского и Гёльдера (см. [10]). из (4) получаем

(5)

Так как /(А) € Нр(/?), 0 = а 4֊ г, то согласно лемме 1 с) имеем
||/<‘>||, < С < ОО, к = 1,2. ...,г. (б)

Далее, так как г > 1, имеем 0 > 1/р. и из леммы 2 Ь) получим
11/11«» < С < оо. (7)

Функция Лд(А) является тригонометрическим многочленом степени .4. Следова­тельно, по неравенству Бернштейна (см. [1], стр. 100), имеем
и^’и. < 2‘Л‘НМ., 1 < 3 < ос. (8)

а по неравенству (см. лемму 1 Ь))
11М1. < ел1"-"’||М.. (9)



30 М. С. Гиновянимеем
11*!։‘|Н~ < 2‘*‘НМ- < ։‘А‘+։/’П*л11,. (10)Из неравенств (8) — (10) для > д и к < г получаем

(И)

Следовательно, для дг > д и к < г имеем
(12)

Согласно (5) — (7), (10) и (12), для г > 1. имеем
(/м(г։(+*)-(/м('’(-) < С-ГЛ'>+‘/»-»/»||Ах||<. (13)

Пусть теперь г = 0. Имеем
||(/М(- + *)-(/М(-)11, < 11/1Ы1М- + <)-М-)И,+

+ ЦЛл||«||/(- + «)-/(-)11, < СЧ11М- + *)֊Ы011₽+ПМ-Ь
(14)

По неравенству (12) имеем
НМ- + <9֊М')Н, < С-<5вЛ^-1/яцЛл||г (15)

Принимая во внимание условие (3 > 1/р, из (10) получаем
ЦЛл||«= < С-Л^пм, < с гал1/’+3-։/’||/>л||,. (16)

Комбинируя (14) — (16) находим
||(Лл)(- + <) - (/М()Н, < С-ГЛ'’+1'’-*"||М։- (17)

Из (2), (13) и (17) следует, что для всех г С Г^о, р > 2 и Д > 1/р справедливо неравенство
где < с-мт6а. (18)

р

(19)



Асимптотически точные границы ... 31Следовательно, утверждение /(А)/1Л(А) £ Н/>(/3) будет заведомо выполнено, если мы сможем подобрать А так, чтобы сделать величину Мл задаваемую по (19).столь малой, сколь нужно. Положим
5л(А) = л->/,. вш АА 8Ш АТак как “УД* </А = 2*А, то из предположения /(А) > С > 0 следует

Г »!(>)/*(*)" = л֊1" Г ,1-* 8Ш Л
_ Г зш’АА _ (20)81П2 АПолагая А = и учитывая, что | = 1 - из (19) и (20) находим

Мт < С-
Т-1/1 . у(3+1/я-1/р

А^Гт (21)Из пре.III сложения р > 2, и из (18) и (21) заключаем, что У(А)Лл(А) 6 Нр(/3).Далее, полагая А = Т’Р/1р-2+2р^), иэ р) и (20) находим
Ат > ֊ Г > С • т՜1 Ах~2/р > Т՜ 2я0(2^+г-2)՜1

Это завершает доказательство утверждения А).Прейдем к доказательству утверждения В). Пусть /(Л) € ~р(/?)» где р > 2и /3 < 1/р. Вначале покажем, что /(А)Лл(А) € Нр(Х?)։ где Ал(А) определенапо формуле (2). В этом случае необходимо г = 0и/3 = а<1. Поэтомунам необходимо оценить только величину ||(/Лл) (• + £)- (/Лл) (-)Ц^- Обозначаячерез /Л(А) интеграл Дирихле спектральной плотности /(А), из неравенствМинковского и Гёльдера получаем
11(/М(- + <)-(/М(-)Н, < ИМ- Н/(- +1) - /(-)Н, +

+ 11/()-/л(-)11,11лл(- + <)-М-)11оо + 11Л11-ИЫ-+*) - М-)П,-
(22)

Используя неравенство (9) для а = оо и I = д. получаем
||Лл||- Н/(- + ■։) - Я-)!!, < С • ^л'/’НЛлИ,. (23)

Согласно второму неравенству из леммы 1 а) имеем
11/(-)-Л( )11, < С А-‘ = с А-“.



32 ՛ • i; ՛ M. С. ГиновянСледовательно, используя неравенство (11) для к — 0 и = сю, находимll/( ) - A0II, 11Ы-+ *) - М<0 <
< с • a- inin (<Л1+1/’||М,. 2Л1/։1|*л1|,) < с ■ ГЛ։/»||М,- (24)

Согласно лемме 1 d) имеем Ц/дН^, < С • A։/F = С • Ах,р °. Следовательно,применяя неравенство (11) для k = 0 и qi = р, получаем
11/д11оо11М- + *)֊Ы-)11, < (25)

Комбинируя (22) — (25), находим
||(Л>) (■ + <)֊ (Ли )(-)Н, < сгл*/’||лл||,. (26)

Следовательно, из (2) и (26) получаем
Н(Ли)(+*)-(/М()11, < с Мт6а, (27)где (28)

ГТ /чч 4 A SU1AAПолагая рд(А) = А“а • —:-----sin А/(А) > С > О, находим и учитывая соотношения *-&£dX = 2пА и 11D л

[’ SJ(A)/’(A)dA= Л"’« [" /։ (4) >/-г J-r sin А \А/
>С А-га Г = С А1-г».

J-* sin А (29)
Полагая А = Т, из (28) и (29) получим

Мт < С = С .Т2^-։/^+(2-р)/(2л) (30)Учитывая, что по предположен р > 2 и 0 < 1/р, из (27) и (30) заключаем/(-Ч ^л(^) € Нр(/3). Вновь полагая А = Т, из (3) и (29) получаем
~ Г ji(A)/J(A)dA > С ■ Т֊1 Л1֊“ > С • Т-».

Таким бразом. утверждение В) для р > 2 и 0 < 1/р доказано.

• «

Теперь докажем В) для 1 < р < 2 и < 1/2. И1 предыдущих рассуждений следует, что нам нужно доказать лишь аналог неравенства (26).



Асимптотически точные границы 33Используя неравенства Минковского и Гёльдера, получаем следующий аналогнеравенства (22) :
1К/Ы (• + <>֊ (/М ( )Н, < ИМ« !!/(• + <)-

+ И/(-) - IM- + i) - +

+ IM' + <) - М')11з — Л + Л + Jj.
(31)

Величины Л и совпадают, с тветственно. с первым и вторым слагаемымииз (22). Слеи ва тель но, из (23) и (24) имеем
Л < с ■ f . Л < с ■ ГЛ‘/«|М1,. (32)Теперь оценим J3. Полагая имеем д։ > р = Следовательно

Поэтому по лемме 1 <1) и лемме 2 а) имеем
ИЛИ,, < С Л1"-1'«֊-». (33)

Далее, так как д > 2, из (9) для з = 2 и < = д получаем
1МЬ < (34)

Используя неравенства (33), (34) и (8) для а = 2 и к = 1, нахо.
Л = ||/а||* HM- + *) - АЛ(-)||2< C-A^-^-^nnB^lla^llAAlh) <

< C 1)||Мз <

< С-< С-*вЛ1,ТД. (35)Комбинируя (31), (32) и (35) получаем (26). Оставшаяся часть доказательства повтаряет предыдуюий случай. Теорема 3 доказана.Доказательство Теоремы 1. Комбинируя Теоремы 2 и 3 получаем требуемый результат.
ABSTRACT. For a zero mean real-valued stationary Gaussian process ■^(t), t 6 Z possessing a spectral density /(A) the paper considers the problem of nonparametric statistical estimation of a linear functional £(/) on the basis of a sample X(1),..., X(T). For spectral densities from Holder classes Hp(/3) we obtain asymptotically exact bounds for the minimax mean square risk We prove that Aj- X T~a (a > 0) as T —♦ oo, where the number a is determined by the parameters p and /?.
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