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В статье доказываются некоторые утверждения, относящиеся к проб­леме пересечения Петре. Для произвольной интерполяционной пары получены некоторые условия на пространство, обеспечивающие вы­полнение равенства Петре. Объясняется роль равенств, дуальных к равенствам Петре.

ВВЕДЕНИЕИнтерполяционное пространство, полученное методом вещественной интерполя­ции (см. [2], [3]) обычно обозначают через (-,•)♦.«• В [1] Петре поставил вопрос : при каких условиях справедливо равенство
(А, Ло П А1)#л = (А. Ао)я,9 Г1 (А, О < 9 < 1, 1 < ч < оо. (1)В той же статье [1] (см. также Теорему 1.12.1 из [2] и литературу в [1], [2]) указаны некоторые достаточные условия для выполнения равенства (1) в терминах “квазилинеаризуемости՜’ соответствующих интерполяционных пар. Равенства (1) изучались в [4] - [б].В настоящей статье вместе с равенством (1) и его дуальным равенством

(А, Ао 4- А1)а., = (А, Ао)я|? 4- (А, А։)#>в, (2)рассматриваются также следующие с отношения :
А-НАоИАх) = (А + А0)П(А + А։), (3)
А П (Ао 4֊ Ах) = (А П Ао) 4- (А П Ах). (4)Оказывается, что существует тесная связь между равенствами (1), (2) и (3), (4). Равенства (1) и (2) будем называть равенствами Петре, а (3) и (4) - равенствами типа Петре.



О проблеме пересечения Петре 17§1 . О РАВЕНСТВАХ ТИПА ПЕТРЕОпределение 1 (см. [2], [3]). Интерполяционная пара {А0.А։} является па­рой банаховых пространств Ао и Ах, линейно и непрерывно вложенных в линей­ное топологическое странство Т. Аналогично определяется интерполяци­онная тройка.Теорема 1. Пусть {А, В, С) — интерполяционная тройка. Если одно из пространств тройки вложено в другое, то равенства типа Петре (3) и (4) выполняются.Доказательство : Ясно, что для произвольной тройки имеем вложения
(А П В) + (А П С) С А П (В + С),

А + (В П С) С (А + В) П (А + С).

(5)
(б)Обратные вложения к (5) и (6) легко проверяются при С С В (или В С С). Кроме того вложение, обратное к (5), очевидно при А С В (или А С С), а вложение, обратное к (б,) очевидно при В С А (или С С А).Пусть теперь В С А. Тогда вложение, обратное к (5). имеет вид

АП(В + С)СВ+(АПС). (7)
Докажем (7). Пусть а 6 А О (В + (7), тогда а € А и а = ао+ а1, оо 6 В. в! 6 С. Так как Д1 = а — во, ио € В С А и а € А, то имеем ах Е А и, следовательно, ах Е А П С. Таким образом, а € В + (А П С). Вложение (7) доказано.Для доказательства непрерывности вложения (7) заметим, что при В С А имеем

Беря нижнюю грань по всем а = ао + а'1( Е В, а'х Е С, получим (7). Аналогично можно доказать вложение, обратное к (б) при А С В (или А С С). Теорема 1 доказана.Теорема 2. Пусть {А0,Ах} - интерполяционная пара, А = (А0,Ах)в,,,О < 0 < 1, 1 < <? < оо. Для тройки {А, Ао, Ах} имеют место равенства (3) и (4), т.е. (Ао, Ах)ял = [Ао + (Ао, Ах)«,<] [^1 + (А), А)<л], (8)



18 А. Г. Багдасарян(Ло. = [Л> И(Ао, А>)#,9] 4֊ [Aj П (Ao, Ax)*ifl]. (9)Доказательство ։ Согласно следствию 3.6.2 из [3], для функционала Петре
К(з. а; Ао, А։) 8 > О

имеем
K(t,a; Ао. А)

»/(»-•)

K(t,a;A,A з-в’А'?(з,а; А0,АХ)
(Ю)
(И)

Здесь знак ~ означает двустороннюю оценку. Суммируя (10) и (И), при 4=1 получим
11а11(л+Ло)п(л+А։) ~ На+Ло +UeilA+Al - А'(1,а;Ао.А) + Л'(1,а;А1,А)~

Равенство (8) доказало. Теперь докажем (9). Так как Ао Л А С А, то применимТеорему 1 к тройке {АоПА, АХ,А}. Применяя равенство (3) к этой тройке, получаем (АоПА) + (АПА1) = [(АГ1Ао) +AijnA. (12)
На основании (8), из (12) получаем

(АоЛА) + (АЛА1) = ([Ао П (А 4֊ Aj)] 4֊ Ах) ПА. (13)
Так как Ах С Ах 4֊ А, то к тройке {Ах, Ао, Ах 4- А) можно применить Теорему 1. Тогда из (13) получаем (Ао П А) 4- (А П А>) = (Ао 4֊ Ах) П (А 4֊ Ах) П А = А. В последнем равенстве использовали свойство промежуточности пространства А, т.е. А С Ао 4- А1. Доказательство завершено.
§2 . О РАВЕНСТВАХ ПЕТРЕОпределение 2. Пусть {Ао, Ах} - интерполяционная пара. Банахово простран­ство А обладает свойством (Р) относительно {Ао, Ах}, если для всех 0 6 (0,1) и q € [1, оо] имеют место равенства Петре (1) и (2).



О проблеме пересечения Петре 19Предложение 1. Пространства Ао, Ах обладают свойством (Р) относи­тельно {Ао,А1}.Доказательство : Как отмечено в [6], равенство (1) выполняется, если А совпадает с Ао или Ар Достаточно проверить, что равенство (2) также имеет место. По Следствию 3.6.2 из [3] имеем
11°11(л.^.),.,+л1 = (Ло՛ Л1)‘” Л1> ~ (14)

Используя Теорему 2 из [7] и обозначая Е = Ао 4- Ах, получим

Следовательно, (Е. Ах)»., С (Ао, Ах)»., 4- Ах- Так как обратное вложение очевид­но, то равенство (2) выполняется при А = Ар Аналогично, можно доказать (2) для А = Ао. Предложение 1 доказано.
• • • ■ I «1Теорема 3. Пусть {Ао, Ах] - интерполяционная пара. ПространстваЕ = Ао + Ах и △ = АоПАх обладают свойством (Р) относительно {Ао. Аг}.Доказательство : Докажем, что (2) выполняется при А = △. Используя (1) при А = Ау, ] = 0.1 и Теорему 3.4.1 из [3], получим (Ао.Д)»,« + (Ах,Д)»_, = Ао П (Ао, Ах)»,, 4- Аг А (Ао, Ах)х_».,. Из Теоремы 2 вытекает

(Ао, △)»,» + (Ар △)»., — (Ао А [(Ао, Ах)»,, 4- Ао1 ՛ ' [(Ао, Ах)»., + Ах]) -г
4- (Ах А [(Ао, А1)х_0,д 4- Ао] А [(Ао, Ах)х_»., 4- Ах]) — (15)= (Ао А [(Ао, Ах)»., 4- Ах]) 4- (А։ А [(Ао, Ах)1-»., 4֊ Ао])•

Применяя Теорему 1 к тройке {Ао А ((Ао, Ах)»,, 4֊ Ах] , Ах , (Ао, Ах)х-»., 4- Ао}и используя (3), из (15) получим
(Ао, △)»., 4-(Ах, △)»., = ( Ао А [(Ао.Ах)»., 4֊ А1] 4-Ах1А

А ( Ао А [(Ао, Ах)»,, 4՜ Ах] 4՜ [(Ао, Ах)х-»,, 4- Ао (16)
Ао А [(Ао, Ах)»,, 4֊ Ах] 4- А։ ) А ( (Ао. Ах)1-»л 4- Ао



20 А. Г. БагдасарянПрименяя Теорему 1 к тройке {Ло, (Ао, Д1)я։< + ^1, А1}, из (16) получим
(До, Д )я ,д 4՜ (Д1, △ ~ [( -^0- Д1) Я, д 4՜ А1 ] П [( До, Д X ) Л-Я,д 4՜ До] •

Применяя (2) при А = Дд ] = 0,1 и Теорему 3.4.1 из [3], находим
(До, Д)я,д 4- (Д1» △)₽,« = (2, ^л)я,д п (Е, А))в,д Э (Е, △)«.«•

Так как обратное вложение очевидно, то приходим к равенству (2) при А = △. Равенство (1) при А = Е было доказано в [6]. Для завершения доказательства заметим, что
(Е, Д1)ял + (Е, До)я,д = До + (До, Д1)в,д 4֊ Д1 4- (До, Дл)я,д — Е — (Е, Е)ял.

Следовательно, (2) имеет место при А = Е. Аналогично получаем
(Д. Д1)#,? 4- (Д. До)*., = До П (До, Дх)я,д А Дх П (До, Дх)я,д = △ = (△, А)®,,.

Следовательно, (1) имеет место при Д = △. Теорема 3 доказана.Определение 3 (см. [2], [3]). Пусть {До, Д1} - интерполяционная пара. Банахово пространство А принадлежит классу В(ц, До, Д1), если
(До, Д1 )ц,1 с д ' ֊ (До- Д1)п,с©։ 0 < т/ < 1. (и)

Предположим, что Ду € В О', До, Дк)» 3 — 0,1.Теорема 4. Пусть {До, Д1} ~ интерполяционная пара. Если пространст­во А € В(т}, До, Д1), 0 < г) < 1, то А обладает свойством (Р) относительно пары {До, Д1}.Доказательство : Имеем
(Л>, А).., Э ((Л Л Л») + (Л П Л։), А), ։ Э (Л П Ло, А).., + (Л Л Л„ Д),.„ (18) 

и поскольку А Е В(г?,Д0,Д1), то (До, Д),.! = До П (До, Дх)п,х С До П Дь(До, Д)П։Х> = До П (До, Д1)|у,оо Э До И Др Следовательно
До С А Е В(гу, До, Д), О < < 1. (19)

Аналогично получаем
Д1 П А Е В(т), Д. Д։), 0 < п < 1. (20)



О проблеме пересечения Петре 21Соотношения (19), (20) и вложения △ € В(1,А0.Д),Д € Д(О,Д,АХ) показывают, что можно применить теорему реитерации (см. Теорему 3.5.3 из [3]). Из угон теоремы и (18) имеем
(А, △)*., Э (Ао, △ ),(1-*)+»л 4- (△, -А1)ч(1-я)։<. (21)

Применяя равенство (1) к правой части (21), получим
(А △ )•., 3 [Ао А (Ао, А)п(1-*)+а,д] 4֊ [Ах А (Ао, А1)р(1_#)л]. (22)

Согласно Теореме 3.4.1 из [3] имеем
(Ао, △)|?(1-0)+0,з С (Ао, △ ),(!-*),< — Ао О (Ао, С (Ао, А1)(уц_*|Л. (23)

Итак, можно применить Теорему 1 к {АоА(А0. Ах)ч(|.*)+#><, А1։ (Ао. А1)ч(х_#)><}.Из (9), (22) и (23) следует, что
(А. △ )*., Э I [Ао П (Ао. Ах)п(х_в)+в ,] 4֊ Ах I П ([Ао А (Ао, ^։)мх-*н*,,]4֊

4-(Ао. Л1)9(1-«)Л) — ( I Ао А (Ао. ^։),(Х-*)+*.,] 4֊ Ах I А (Ао. Ах)9(1_*)л 3 (24)
Ао А (Ао, АХ),(Х_*>+,Л] 4֊ [Ах А (Ао, Ах)П(Х_,]+в ,<] I А (Ао. А1)ч( !֊•).«= (Ао, АХ)П(Х_*)+*Л А (Ао, Ах)ч(х_*)л.

Ещё раз используя реитерационную теорему, получаем
(Ао, △ )*., Э (А, Ао)*., А (А, Ах)*л.

Так как обратное вложение очевидно, то приходим к равенству (1). Равенство (2) доказывается аналогично. Теорема 4 доказана.Теорема 5. Пусть {Ао, Ах) — интерполяционная пара, Д плотно в Ао иАх. Если А - Интерпол • I ионное пространство типа т) Е (0,1) (см. [2], [3])относительно пары {Ао, Ах}, то А обладает свойством (Р) относительно этой пары.Доказательство : На основании Теоремы 3.9.1 из [3] заключаем, что А € 
В(т), Ао, Ах). Остаётся применить Теорему 4.



22Теорема 6. Пусть {Ао, Ах) - интерполяционная пара. Положим
Во — (Ао, А1)а,уо1 (или [Аф, Ах]а ), О < а < 1, 1 < <?о < оо,
Вх = (Ао. Ах)^,д1. (или [Ао, Ах]^ ), О < /? < 1, 1 < чх < оо.Если А - интерполя он ное пространство типа г/ € (0.1) относительнопары {Во, Вх}։ то А обладает свойством (Р) относительно {Ао, Ах}.Доказательство : Согласно реитерационной теореме

(Во,Вх)^.г — (Ао. .4х)а(Х-։|) + 0։|,г, (25)Теорема 3.4.2 из [3] (Теорема 4.2.2 для метода комплексного интерполирования) утверждает, что АоПАх плотно как в Во так ивВ։. Тогда пространство ВоПВх плотно в Во и Вх - Из Теоремы 3.9.1, [3] следует, что
(Во, В1)п.1 С А С (Во, Вх)7.х>. (26)

Учитывая (25). вложения (26) можно переписать в виде (Ао, ^1)а(1-п)+^7,х С А С (Ао, Ах)о(х_,)+дП1ЭО. Следовательно, А € В(а(1-т1)+@т}, Ао, А1). Теперь Теорема 6 следует из Теоремы 4.В заключение приведем одно следствие равенства (1), которое ращает класси­•11ческий »■ ультат о вложении интерполяционных пространств (см. Теоремы 3.4.1я 4.2.1 из [3]).Теорема 7. Пусть {Ао, Ах} - интерполяционная пара. Если для некото­рого ч € [1, ос] и т/. 0 £ (0,1), т? < 0 имеет место одно из вложении
или

(Ао.Ах)^,д С (Ао, Ах)п,д
[Ао. Ах]в С [Ао, Ах]п,

(27)
(28)то Ах С Ао.Доказательство : Пусть имеет место вложение (27). Тогда из (1) при А = Ах (см. [6]) имеем

(Д, Ах),_, = Ах Л (Ао, Ах)«,., С Ах П (Ао, Ах)„,9 = (△. Ах)п><. (29)
Так как 1 — 0 < 1 — т? и △ С Ап то согласно Теореме 3.4.1 из [3] получим

(△, Ах)^л — (АпД)։-^ — (△, А1)^^. (30)



О проблеме пересечения Петре 23Из вложений (29) и (30) вытекает (△, А։)₽>, = (△. Ai),.,, следовательно (см. §3.13
Теперь пусть имеет место вложение (28). Используя Теорему 1.10.3/2 из [21, получаем

(Ao. Ai)(i+f)/z, - ([Ло, A J«, Л1)х/2 ? С ([Ao, AJ,, Ах)1/2 ? _ (Ао, А1)(։+,уХг
Следовательно, А1 С Ао- Теорема 7 доказана.Используя Теорему 7 и Теоремы 3.4.1 и 4.2.1 из [3], получим следующее утверж­дение.Предложение 2. Для выполнения каждого из вложении (27) и (28) необходимо и достаточно, чтобы А) с Ао*
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