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§1. ВВЕДЕНИЕ

В статье рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение

Ли = -(»“(6 - о"и'«))' + a(t, и) = f(t), (1)

где а,/9 > 0, а,0 # 1, £ € (О, Ь), /(<) € £2,-0,-д, а функция а(<,() непрерывна по 

ч и при любых комплексных £ и г/ удовлетворяет условиям

|а((.{)1 <«*(6-<)’(! +141), (2)

(а(։,4) -а(«,’7)](4 -ч) > <*‘>(Ь-։)'’14-ч13)- (3)

Докажем, что при условиях (2), (3), оператор А является сильно монотонным 

и полунепрерывным (см. ниже Теорему 1). При f € W* основная Теорема о 

монотонных операторах (см. [5] или б]) гарантирует существование обобщенно­

го решения уравнения (1) в классе Wa,fi (определения классов и см. 

следующий параграф). Теорема 2 доказывает единственность в классе Wap обоб­

щенного решения уравнения (1) при / € W* В линейном случае с вырождением 

на одном конце уравнение (1) было исследовано в [1], [2].

§2. ПРОСТРАНСТВА Wo^

Пусть С1 - множество непрерывно дифференцируемых вещественных функций 

на отрезке [0,6], удовлетворяющих условиям

u(0) = u(b) = 0. (4)
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Обозначим через И71 пополнение С1 по норме 

и через пополнение И71 по норме

1«,
о

11
■ И'1' = [ |и'(«)1։ Л, 

^0

(5)

Очевидно, что РГ1 С элементы Йи являются абсолютно непрерывными

функциями. удовлетворяющими (4), и нормы пространств И'1 и И'а.д на отрезке

Ь — г)], г) > 0 эквивалентны. Следовательно, достаточно изучить свойства 

ц(4) € вблизи точек I = 0 и I = Ъ.

Предложение 1. Для элементов и(1) 6 №о<$ имеет место неравенство

|и(։)|։<с41-”(Ь-4)1-’|и,1Уо.а|։. (6)

Доказательство : Так как С1 плотно в то достаточно доказать неравен­

ство (6) только при и 6 С1. Отметим, что для любого и € И^а,д существуют 

положительные постоянные сх,с2 такие, что

С1|шИгв,э|2 < к ^О,о(0. 6/2)|։ + |и, ^о.д(6/2,6)|2 < с2 |и, И'о.з!*- (7)

Оценим |«(012 в отдельности для 4 € (0,6/2) и I € (6/2,6). Пусть 4 € (0,6/2) и

а < 1. Тогда

- Т ° /о Гв|и (т)|3 ° |и’ ИЛа,0(0’6/2)|3 ’

Пусть теперь а > 1. Умножая равенство

(8)

на 4°^, получим

1 Гк/3֊ / |(“и(Ь/2)|2 Л <
УО

|Ги(«)Р +

Согласно неравенству Коши Буннховского. получим

</т

С другой стороны

тП»'(п)1’ <1^ < л՝- |и.и'<..о(о. >/2)1։ •
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Из (8) следует, что |и(*)|2 < 2
(М6/2)Р + | }'1г и'(т) (1т , и следовательно при

а > 1 получим

|и(<)|г<с41-“|и.И'„.о(0.6/2)|’. (9)

Таким образом, мы доказали, что неравенство (9) выполняется при любых а > О,

а 1. Аналогично, при < € (6/2, Ь) получим

|и(4) 1’ < с(6 - »)*-' |и, 1^(6/!.6)1’. (10)

Из (7), (9) и (10) следует (б). Доказательство завершено.

Из Предложения 1 имеем, что

из а < 1 и 0 < 1 следует (4),

из а < 1 и 0 > 1 (или а > 1 и 0 < 1) следует только «(0) = 0 (или и(Ь) = 0), 

при а > 1 и 0 > 1 значения и(<) при £ = 0, Ь могут обращаться в бесконечность.

Замечание 1. При а < 1 (или 0 < 1) в определении нормы (5) можно

взять только первое слагаемое.

Доказательство : Из равенства |н, И'а.з) = 0 следует, что и(<) - постоянное 

число. Так как и(0) = 0 (или и(6) = 0), то получим и(<) = 0.

Замечание 1 означает, что при а < 1 (или 0 < 1) пространство не содержит 

отличные от нуля постоянные функции. Однако, при а > 1 и 0 > 1, и(<) = 1 

принадлежит пространству №о.в’ Действительно, пусть иь(<) € С1» 0 < Л < 6/2

определяются согласно равенству

ил(<) =
42(3А - 2е)/Аэ
1
(6-Са(2< + 3/»-26)//»3

при 
при 
при

о <«< л, 
л < I < Ь — 6, 
ь ֊ к <«< ь.

Используя (7), получим

|1 - и„(4), иг.,1’ < с(|1 - «»(<), »'„.□(0,6/2)1’+

+|1 - ил(4).1Го.а(6/2.6)|’) < £,(6«-’ + К’-’).

Поэтому |1 — «л(С), И/а.р) стремится к нулю при К —► 0. Следовательно, ц(<) = 1 

принадлежит пространству
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Замечание 2. В пространстве существует эквивалентная норма

dt. (11)

Доказательство : следует из неравенства Харди. см. [3], [4]. 

Из Замечания 2 следует (ср. [2]), что

Wa<0=t-a^(b֊t)-^2Wl, W-0^ta'2(b֊t)^2W-\ (12)

где РУд 0 - пространство, сопряженное к Жа>0. Пусть Ьг.а.р ~ пространст­

во функций с конечной нормой |и, £а>О։^|2 = / 1а(Ъ - «)4|и(1)|2Л. Вложения 
___ ,

Ьг,-а,-р С №а<р С Ьз.а.а и Ж1 С 1з(0,Ь) вытекают из (12).

§3. НЕЛИНЕЙНОЕ ВЫРОЖДАЮЩЕЕСЯ УРАВНЕНИЕ

Определение 1. Пусть X - рефлексивное сепарабельное банахово пространство.

Оператор В : X •—► X’ называется сильно монотонным, если

(Bu - Bv, и - v) > m||u - v||2, m > 0. ИЗ)

и коэрипитивным. если

(Ви - Ви. и - и) > 7(l|ul|)||ul|. lim 'у(з) = +оо. J—>ос (14)

Замечание 3. Каждый сильно монотонный оператор коэрицитивен.

Доказательство : Из (13) при V = 0 получим

(Ви, и) > (ВО, и) 4- т||и||а > тп||и||2-||В0||.||и||=(тп||и||-ЦВ0||.)||и||.

Определение 2. Оператор В : X —I► X՛ называется полунепрерывным, если 

из хп —► х следует, что Вхп —*■ Вх (слабая сходимость).

Определим теперь оператор А : 1 * Жа 0 по формуле

ta{b - t)4и (Ф'(t) + “И*)] Л- u,t»€W«j. (15)
о

Теорема 1. Оператор А : Wa,fi —> является сильно монотонным 

полунепрерывным.
Доказательство 1 Сначала докажем, что оператор А определен корректно. 

Существование первого слагаемого (15) следует из и,« € И^д. Оценим теперь 

второе слагаемое, используя условие (2

2
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< с е{ь - <)*|«(<)|ал

Из условия (3) следует, что

(Ли - Л«, и - «) = (Ли. и - «) - (Ли, и — и) = [ 1а(Ь — <)^|и'(<) — «'(<)|2Л+ 
«/о

+ I *а(6-*Н<։(«,и) ֊ а(<,«)][и(*) - !>(«)] (И > с|и - и, И-^р. (16)
/о

Следовательно, Л - сильно монотонный. Докажем теперь, что Л полунепрерывен.

Пусть и„ -4 и в И'а,^. Тогда

|(Лип - Ли, V

— а(<, и)]и(<) Л
о

который стремится к нулю, так как а(1,{) непрерывна по Теорема 1 доказана.

Определение 3. Функция и 6 №а,а называется обобщенным решением 
л ___

уравнения (1), если для любого и € ^<*,4 имеем (Ли,«) = / /(<)и(<) (И.
Л։

Теорема 2. Для любого / Е существует единственное обобщенное 

решение уравнения (1).

Доказательство : Существование обобщенного решения уравнения (1) следует 

из Теоремы 1 и основной теоремы теории монотонных операторов (см. [5] или [6]). 

Докажем теперь единственность. Пусть и։, из Е №а,р ~ два обобщенных решения 

уравнения (1). Тогда при любых о Е имеем

П6 - ֊ и^(0Н(<) + (а(<, «1) ֊ а(*, и3))«(<) (И = 0. (17)

Подставляя «(*) = и>(<) — иг(0 в (17) и используя (3), получим

(Ь- ։)«!<(«) ֊ «ио 1’ + *“(»- |«,(*) - и։(е)р] л < о.

Следовательно, и1(<) = «։(<)■ Доказательство завершено.

Замечание 4. При а < 1 (или (3 < 1) условие (3)

(в(*» О-<։(<»։?)](^-П) > 0-

Доказательство : следует из (16) и Замечания 1.

можно заменить условием
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