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Получен критерий почти всюду сходимости рядов по обшей системе 
Франклина, обобщающий результат Г. Г. Геворкяна для классической 
системы Франклина (Analysis Math., том 16, стр. 87 — 114, 1090).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Определение. Последовательность {Р; : ] > 0} конечных подмножеств Р, =

: 0 < » < 27} отрезка [0.1] называется квазидвоичным разбиением этого 

отрезка, если Р^ = {0; 1} ; Р; С Pj + l для всех ] > 0 : 0 = <у о < </,1 < ••• < ^,2/ = 1 

и <л-1.2к = когда ; > 0. к = 0,..., 2Д, т.е. Р;+1 получается из Р, прибавлением 

по одной точке в каждом интервале Для всех к = 1,..., 21. Положим

Л * - Т) = {<М : 1 < * < 2'} и Т = Элементы множества

Т} называются интервалами порядка ]. Пусть {тп : п > 0} = : ) > 0; 0 <

» < 27}. где т0 = *о.о, тх = «од = 1 ■ при п = 2* + тп, т = 1, 2 2*. к = 0,1,..., 

гп = ^4 + 1,2т-1-

Обозначим через Sn линейное пространство кусочно-линейных функций

S. = {/ е С[0.1] :/"(։) = 0 if ։{№.)•

Тогда размерность Sn равна n + 1, Sn С Sn+i и коразмерность [Sn+i : Sn] = 1.

Отсюда следует существование единственной функции /п+1 е S„+i такой, что 

/п+1 1 Sn в смысле L2(0,1), ЦЛ+iIIl,(o,i) = 1 и /„+i(rn+1) > 0. Ниже положим

Определение. Система функций {/п(х) : п. > 0} называется обшей системой 

Франклина, соответствующей квази двоичному разбиению {Р} : } > 0} отрезка 

0, 1]. Классическая система Франклина получается, если {Р; : у > 0) совпа

дает с двоичным разбиением отрезка [0, 1]. Она впервые была рассмотрена Ф.
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Франклином [1], который доказал, что эта ортонормальная система является ба

зисом в пространстве непрерывных функций С[0, 1]. 3. Чисельским [2], [3] были

получены так нл*1ыва^мыс экспоненциальные оценки для функций КЛАССИЧЕСКОЙ

системы Франклина. Эти оценки сыграли фундаментальную ль почти во всех

исследованиях классических систем Франклина. Используя систему Франклина.

С. В. Бочкарев [4] построил первый базис в пространстве функций, аналвти- 

ческих в единичном открытом круге и непрерывных в его замыкании. Система 

Франклина обладает многими свойствами системы Хаара (см. [4]-(7], [9]). В 1990 

Г. Геворкяном [5] была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть Е С [0,1] - множество положительной меры Лебега
ОС

р(Е) > 0. Для почти всюду (п.в.) сходимости на Е ряда 52 а, /„(г) по 
п=0

классической системе Франклина необходимо и достаточно, чтобы ряд 
30
^2 а„ /„(г) п.в. сходился бы на Е.
п =0
В работах [8], [10] многие результаты, касающиеся классической системы Франк

лина, были обобщены на общие системы Франклина. Однако, для функций общей 

системы Франклина отсутствуют экспоненциальные оценки. В работе (8՜ были 

введены понятия слабого и сильного регулярного разбиения отрезка [0,1].

Обозначим Лу,* = |/>Л| = «у,* - Для п = 2> + Л, к = 1.......2} обозначим

{п} = И [п] = у. {п} называется интервалом пика функции /,

Определение. Квазидвоичное разбиение : ] > 0} отрезка [0,1] называется 

сильно регулярным, если существует 7 > 1 такое, что

1 < < 7 для всех к = 1,..., У - 1 и } > 0.
7 ”

Напомним (см. [8]), что общая система Франклина {/п(х)}^=0 является базисом 

в Н1[0,1) тогда и только тогда, когда она порождена сильно регулярным разби

ением отрезка [0,1].
В настоящей работе Теорема 1 распространяется на общие системы Франклина, 

порожденные сильно регулярными квазидвонпнымв разбиениями отрез« [0,1].

Теорема 2. Пусть {Я, : } > 0} - сильно регулярное разбиение отрезе. 

[0.11 и {/п(в)}Г=о ” соответствуюшая система Франклина. Тогда ряд 

£ а./„(я) п.в. сходится на множестве Е С (0,1) с р(В) > 0 тогда в 

только тогда, когда ряд Ё «5 ЛЮ " «• «одится иа Е.
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§2. НЕКОТОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Предложение 1, [8]. Пусть {Р, : ; > 0} - сильно регулярное разбиение 

отрезка [0,1] с коэффициентом 7 > 1. Тогда

1. для всех ] > 0 и к = 1,..,, 27

» = 2к — 1,2к;

2. если 1т,1 С />,к Для некоторых к, т, то

IA.il;

3. для всех } > 0 и 1 < к < , 1 < I < 27

<’(1‘ - 'I +1)՜1”-’ IA.il < IA.il < 1՝ (I* ֊ '1 +1)10՛“1 IA.il-

Предложение 2, [8]. Для сильно регулярного разбиения {Р} : ; > 0} 

отрезка [0.1 и для п = 2-' + к ; 1 < к < 2}

/.(«7+1..) = (-1)“-‘-'|А(А+1>)1: 1/п(А+1,.-1)1< 11/п(А+1֊')1 при։ < — 2.
£

и (для ։ > 2к и г = 2/)

Л(А+и) = (-։)*-‘-‘/։1А(А+м)1; 1А(а+1,.+2)|<||/„(а+1,.)1-

Предложение 3, [8]. Пусть {Р} : ] > 0} — квазидвоичное разбиение

отрезка [0,1], п = 4-к и т = 21 +/, где 1 < к < I < 27. Тогда существуют

числа а, /3, зависящие только от п и т такие, что

/.(и) = аД.'и) при и<^+1,2*-2 и /п(ц) = Р /т(и) при и > <3+1.21-

Предложение 4, [9]. Для любого натурального числа т и любого 0 < 

€ < 1 существует постоянная С(т,е) такая, что для любого полинома 

Р(т} степени тг», для всякого множества А С [а, Ь], удовлетворяющего 

условию д(А) > € (Ь — а), имеем

тах |Р(и)| < С(т, с) аир |Р(и)|.
«€(а,6]
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§3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ЛЕММЫ 

Определение. Функция 

Л4*(/, г) = аир

называется максимальной функцией, соответствующей / и квазидвоичному раз

биению {?) : ; > 0}.

Положим Ее = [0,1] \ Е, Е° - внутренность множества Е, а = Хе(х) ~

характеристическая функция множества Е.

Предложение 5. Пусть М > 0, 0 < 6 < 1 и А С [0,1] - множество, на 
Лг

котором вир £ ап/п(г) < М. Положим В = {г € [0,1] : ЛС(Х[о,1]\л»«) > 
X п=0

1 — <$}. Тогда

а) В = где Т^ Е Тк имеют непересекаюшиеся внутренности;

Ь) для любого к имеем ПА) < где - множество из 

пункта а) ;

с) если {п}°ПВ = 0, то ||ап Л(х)||гвв(0,1> < Со(М.<$)•

Доказательство : а) Пусть х0 £ В. По определению максимальной функции,

существует То € 1 такое, что Го € То и гут д(7о И ([0,1] \ А)) > 1 - 6, т.е для 
Ро1

любого х Е То имеем Л4*(х[о,1]\а» »)>!-£•

Ъ) Так как Т^ С В. то имеем П ([0. 1]\ А)) > (1 -<5) Следовательно.

Д(4П ПА) = Д(/^) ֊ д(4Л П([0,1] \ А)) < Д(4П) ֊ (1 ֊ <ЯМ(4Л) =

с) Так как вир|ап/п(ж)| < 2 М и {п}°ПБ = 0. то имеем р((п}ПА) > М{п)) и в 

силу Предложения 4, ||ап /п(®)||£ов({л}) _ Со(ЛГ, А). Следовательно, с) вытекает 

из Предложения 2.

Лемма 1. Пусть Т Е 1]9 и IV = {п : {п} П 1° = 0; [п] > ]о\ ||ап /.(ж)|к_(о,1) <

С} для некоторого постоянного С > 0. Тогда существует такое.

ЧТО

' V |ая /п (®)1 < см • |/|. 
1

Доказательство : Пусть I = Т^. Положим к > к0 и оценим интеграл
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Если {n} С /j0.fc, то п s± 2J 4- т (j > jo) и {nJ = Так как

{n} С I)a,k = то 2>~Ja(k - 1) < m < Пусть 

г е 1},1 С ^o.Jto И։ Предложения 2 следует, что

Z |а„/.(!)!< С £ 2-1—л < с։ . 2-l։J-'։‘-n.

•»€ W

Следовательно

|<ч < Сг • ИЛ||2-1։"',‘-Л. (1)

И>о.*о1 for Ля с Ло.*.» то из (1) получаем

К /п (z)l dx

2-|2>-J0k-p|

lan fn (։)| dx

2J_j°fc0 z
Так как k > k0, получим

2-*~Jo к»
2-|2^--’Ok-j»| 2P < C3 • 2֊2?'>O(‘֊*o)

Следовательно

ОС

|a./.(։)|d։<C4.|Z>։,։.|
j=>0

< £5(7) • !Ло.*оI-

Аналогично имеем

|an A(x)| dx < Ce(7) • |J/ot*o|.

Лемма 1 доказана.

Пусть А и В - как и в Предложении 5. Из представления а) множества В выте

кает. что существуют некоторые замкнутые интервалы Iq = удовлетво

ряющие условию 1Я П /,< = 0 для q / q' и В = IJ^j 7,.
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Лемма 2. Пусть т/ > 0 и пусть 7' - интервал концентрический с 7, 

такой, что дЦ) = (1 + 2п)д(1,), £> = [0,1]\Ц£։7;. Тогда

[ £ |ап/п(х)Нг<+оо.

Доказательство :

где к0 - минимальное натуральное число, для которого 7^* С 7, и $к(х) =

Пусть 7, = [<,, 1'] и 1к'Р £ Тк - ближайший интервал слева от и удовлетворя

ющий условию 1к,р <£ В. Ясно, что д(7к,рАА) > & Так как |ап /„ (ж)| < 2М 

при х € А и ап /п(х) является линейной функцией на 7к.р (при [п] = Л), из Предло

жения 4 получаем |дп /п (х)| < С7(М, 6) на 7к.р, когда {л} С 7, и [п] = к. Отсюда 

следует, что 5* (г) < С7(М, 6) 2*՜*° для х € 7*>р.

Следовательно, 5к(х) < С7(М. 6)2к~к'1 для х € 7*.,: V = 1......р (см.

1
Так как мы имеем аналогичную оценку для 1' 5к(х)7х, то из неравенства

Предложение 2). Теперь мы хотим показать, что

. . 1 k-u.Fl С՞;՛)՜*
Зк(х) < С7(М,&)2к~ко (-) 7+1 =:Я(х) для х < (2)

£

Из Предложения 3 следует, что оценку (2) достаточно доказать для г —

V = 1,..мр.

Неравенство 5к(<*.р-1) < следует из |<*^—+ р - котоРое

является одним из свойств сильно регулярного разбиения (см. Предложение 1).

Пусть 7' = [<7; %]• Имеем

< С7(М,6)2к-к°

5к(х)с/х< С7(М,6)2к~ко
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вытекает

Теперь покажем, что $3 2՜*0 < +°°- Обозначим через {Р,' : ; > 0} двоичное 

разбиение отрезка [0,1]. Тогда существует непрерывное и взаимно-однозначное

отображение <рп : [0.1] «-* [0,1], линейное на интервалах из Тп, сильно монотонное 

и ¥?п(«п.к) = Если или ко ± или к0 - ки но не ;0 #= Л» то Рко^0') П 

^*,(7^^) = 0 (так как 9?о ~ сильно монотонное и 1^'1 П/^1’ = 0. Следовательно, 

из к0 = з ]о ф следует, что ¥?ко(/^оо)) П = 0.) Пусть теперь

ко # кг. Предположим, что ко > Если 7^°' лежит слева от 7^1’, и(0- левый 

конец интервала 7^/’, то ¥>ц-0(х) < ^ко^о) Для х е 7^в1 и (±0) < Фк^У) Для 

у € 7^։|. Так как <р*о(*о) = ¥>к։(*о)» 70 необходимо ^ко(7^о)) П у>*։(7^‘*) = 0. 

Имеем д(и/и։^к0(7^о>)) = £ Д^Рко^’)) = Е «»г < 1- Лемма 2 доказана.
*« кои *о4 £

Следствие. $2 |оп /п(х)| < +оо п.в. на [0,1] \ В. 
{п}св

Доказательство : Следует из Леммы 2 при г) -+ О

И-ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

ОО
Доказательство Теоремы 2. Достаточность : Пусть Еап/п(г) < +00 

п = 0
п.в. на Е и д > 0. Тогда существуют множество А С Е и М > 0 такие, что

Я(А) > д(£) — ди

$2 ап /’(«) < М < +оо, 
п =0

х € А. (3)

Очевидно, что (0,1) \ В С А, где В определено в Предложении 5. Пусть Л\ = {п : 

п = 0,1,...; {л} С В}, и = дополнение к ЛГ։ в множестве неотрицательных 

целых чисел. Далее, если {п} £ Д, то |ап /п (х)| < >/М дляг х 6 А. Следовательно, 

из Предложения 4 и Леммы 1, при 7 = 7^ получаем

I X агп^(Х)^<Со(М,{) £ |а./.(։)|<<։<

(4)

<С,(М,«,7)|4')|.
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Так как [0,1] \ В С А, то имеет место (3) при [0,1]\ В. Следовательно

а* /п(х)(1х < М + У а2п К(х) <1* =; М + V. (5)

Используя (4) получим

(б)

Пусть 7*В1> - интервал порядка к0 — 1, удовлетворяющий условиям /Р* С Л Ж О ’/
и 7 = Лв4։ \ 7^. Тогда 7*0,у £ В и 7 £ 6. и имеем д(7 ПЛ) > <Уд(7), 

д(Ли>; А) > 6 д(Л0,;)- Следовательно. а* /‘(х) является квадратичным

трехчленом на 7. Из Предложения 4 и (3) получаем 

* € >3

“п /п (։) 1к«(7) < Сю(М,6).

Аналогично, из ||У'[,]=ко-։ а2п /~(х) Лх||, и». < Сю(М.Л) и 
00' *о '

-II У <։*/£(«) <Ь|к«.(.Г)

•С .*э

вытекает

II У А2(։)^11Гов(/<;») - Сп(ЛЛ^-

Таким образом, из неравенств (5), (б) и (7) получаем

[ 'У а„ /*(х)7х < М + Св(ЛГ,Л,7) + Сп(М^) < +оо.

0 •»€№

Так как рассматриваем сходящуюся систему, то йп?»|г) сходится п.в. 
*€^з

со
[0,1]. Из следствия Леммы 2 получим, что ряд V ап /п(т) сходится п.в. на 
1 1 п=0

II У ^/»(1)^11£ав(/<») 
Ы«*о-> С

ОО
Устремив 5 к нулю, получим сходимость п.в. ряда £ ап /.(х) на множестве 

п - О

(7)

на

Необходимость : вытекает из следующего утверждения.
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Теорема 3. Пусть {Р, : ] > 0) — сильно регулярное разбиение отрезка 

[0.1] с коэффициентом 7 > 1 и {/п(х)}£°_0 - соответствующая система

Франклина. Если

аир 
.V

□ .в. на

то ряд 52 а„ /„(г) сходится п.в. на множестве Е. 
п=0

Доказательство Теоремы 3 х Из (8) вытекает, что для любого 6 > 0 

существуют множество Е^ С Е и число М > 0 такие, что

.V
|| 52 А (1)11гвв(£*) < м Для любого ЛГ,
п=0

(9)

а также ||ап /п (г)||£вв(£4) < М для любого п, и > ц(Е) - 6.

Положим В = {т : Л4"(х[о.1]\£4> *) > 1 ~ & — 0*,7 4^* Рассмотрим функцию

/п(т) с п € которая соответствует В. По Лемме 1 и Предложению 5, при 

любом ко имеем

и. следовательно

х£В

1 е

корректно определена. Поэтому имеем

|Оп /п(х)Мг <

< Си(М. 6) £ |/«»| < С1г(М, I) < +оо.
*0«/

Пусть теперь л € {л} С и [п] = к. Предположим, что - наибольший

интервал типа [I*.,; «*.,), содержащий 7^' и 7^'# С В. Обозначим 7 = [<*,<; «к,в+1]. 

Легко убедиться, что 7° П (и,<* и, 1^) = 0. Так как 7 £ 5, то из Предложения

4 получаем

!ап Л(г)| < С1з(М.6) при хЕЗ и п € М- (Ю)
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Следовательно

< Сп(Л/.<5) для х € 7. (И)

ГДе ֊5>;.к0.к.т(х) ~ ап /п(х).

Поэтому имеем \ С иЛ<к Ц, 1?' и

м(4о!*) < (73 + 7* + 7+ 1)м(/?в’). (12)

Положим

¥Ч0 (г) = | 52*=к0ГПаХгл • '^/•*о.к.»п (х)|, 
I 52к=котаХт |5мо.к.п»(®)1«

р> ко.

* е ЧТ-».#»
Следовательно

р- 1
Пусть Яр(х) = £ тахт |5Мо,*,т(х)|. Таким образом, имеем Я^+Нх) = Я,(х) 4֊ 

к=*о
гпахт |5>1*01Р,т(х)|. Для х € /?Дв+1 \/?Д. имеем Я4в+։(х) = тах |5Мв.ко.т(х)! < 

С1б( М, <5) и К>04.2(х) = /1д0+1(£) + тахп» 1 х I < ^ко+1(1 ~ ^131 ° <

2Сц(М,6) для х е /Ро^+а \ Ско+1- Аналогично, получаем Якв+Э(г) < 

2С13(Л/,<5) для х € 4°Ла+з \ вообше' ДЛЯ 1 €

Щ(х) < 2Сп(ЛМ). Следовательно, из (12) находим

Ц<2С.З(ЛГ,Л) Е м(С\/?Л-1)<2С>з(Л/ЛиС)(73+71+7 + 1). (13) 
р=*о+1

С другой стороны

тах |5>.к0,к,т(х)| ^х. т

Положим 4'Д = Пусть Л.„ V = 1....... 2‘ - “вт^рвалы порилхь к. и
пусть р уло^етиориет условие Ц.р П = 0 и С /£,. Таким образом.
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из (11) получаем, что тах |$МоЛ,т (г)| < С13(М,<5) на 1к-. Поэтому необходимо

тах|5Мв,*,п։(®)| < С^{М, Л) на V = 1,...,р. Имеемт *

тах|5м0,*,т(г)|ЛгГП
(И)

г = 1

Пусть 7*^ = /ко.то- Тогда из /*,я+1 с вытекает или С Л0,п»в-з или

^о.то- Предположим, что Д.г+1 с Ло.то-з. Тогда 
к — ко

о,то

Предложение 1), получаем

1А.р+1| - С14(А/,<У,7)
= С14(м.1,7) (—) *’ |4''|-

С другой стороны, по Предложению 1. « 1А..1 < т։(|» ֊ Р - 1| + !)՛’•’’|Д -+։| = 

73(р + 2 — о)՜“®31|Л,р+1|, V = I...... ...  получаем

14..|<С1։(М.^,7)
к-к0

(₽ +2 ֊»)՛’«” и“11. (15)

Подставляя (15) в (14), получим

тах |5;,*в,*,т(х)| ах < С1б(М, 6,7)

так как

£ (р+г - V)՛“«” < 2Ь«3’ +... + + ֊(₽+ +... < +оо.

1
Аналогичные неравеаства имеют место лля / шах ,т(и;)| Лх. Следователь

но
Ц<С։։(М.4,т)|/<’'| (֊) <С1Т(М,4,7)|/и>|. (16)

*=*0 Х7 ֊Г

Из (13) и (16) получим

(1)а1<с1։(м,^7) |/^|.

Обозначай р(х) = р,(т) + 22у>^’(х), имеем />р(х)Нх < +оо.
*7 о
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Теперь рассмотрим ряд ап fn(x). Для х £ В и любого т, из (9) получим

I У2 “п /п(®)| < I52 ап fn(i)i +1 52 on fn(и! < м +1 У2а՞/«С*)!’

Очевидно, из х $ В вытекает х $ ЦГ=к0 для всех Таким образом. 

В — ит 1т। где 1т имеют не пересекающиеся внутренности. Имеем = и„,{п : 

п 6 #15 {п} С 1т} и {п : п 6 AG; {п} С /«} = и*°=к0{п : » € № {п} С 

[и] = Л}, где к0 - минимальное пиело такое, что 1т = 0*^ Тогда из 
9 

неравенства

< X è max|SMo,*.m(x)| < У2^'(х) < ¥>(*) 

âroj к=4о *0ч1

вытекает, что

| £ о./.(։)|< М+ »>(։). х i В. (17)
n < m

Пусть теперь х € и т < 2*0*1. Имеем т < 2*° \ п € Ai и п < т, т.е. 

[n] < к0 ֊ 1- Откуда следует,что {n} С не существует. Пусть {n} С 1т, = 
02° t Тогда существует ро < ко такое, что {n} С /Ц՞' и 1^°՝ О 1^’ =

О * О 9
Следовательно, из х € и {п) С следует, что г Ç ^Рол0

и получаем

n< m

ko-l
< 52 max|Sjiko.k.n,(*)l < <₽р°0(г) 

• m
Р=Ро

для I е II . Если т < 2‘»-‘ « * € 4°?. то ФУ«“*» £ /•(*) ’ линейная

на интервалах порядна й0 - 1. Один ю этих интервалов не есть интервал типа 

4*>_։ (в противном случае не было бы интервала Для этого интервала 

иППЕП > <«(/), откуда получим | £ «п /.(։)1 < С1я(М,5) для г е 4, •

Наконец

< Ci9(A/,<î) + ^(։) при х е (18)
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Если же х 6 7? ’ и т > 2fc°"1, то

Таким образом, из (17), (18). (19) получаем

(19) 

bi(0,1).

Откуда имеем (см. [8])

и, следовательно.

(20)

Согласно Следствию, на множестве [0, 1] \ В имеем

(21)

2

.f>€ jVj

1 V2

Gli(0,l)

При 5 -> 0. из (20) и (21) вытекает, что ЕгГ=0 ап fn(x) < +°° п.в. на Е. Теорема

3 доказана.

Теорема 4. Следующие утверждения эквивалентны :
ОО

Е ап /п(х) < +°° пв- на Е * п=О
sup у < +оо п.в. на Е2.

3.

4.

ОС
Е а” Л»(х) сходится п.в. на Е ; 

п=0
ОС
Е an fn(x) сходится по мере безусловно на Е. 

п=0

Доказательство : Условия 1., 2., 3. эквивалентны Теоремам 1, 2. Эквивалент

ность 3. и 4. очевидна.

В заключение хотел бы выразить благодарность профессору Г. Г. Геворкяну за
1 и 

постановку задачи и ценные советы.

ABSTRACT. A criterion for almost everywhere convergence of series by 
generalized Franklin systems is derived extending a result for classical 
Franklin system proved by G. G. Gevorkian (Analysis Math., vol. 10, pp. 
87 — 114, 1990).
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