
СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ КАНОНИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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В статье рассматриваются так называемые канонические дифферен­циальные уравнения и дается описание их спектральных функций и ортогональных спектральных функций.

§1 . ВВЕДЕНИЕ1. Пусть N = С՞ - п-мсрное унитарное пространство, а 7 - сигнатурный оператор в Я : 7* = 3 = 7՜1. Его можно представить а виде 7 = + зР_, гдеР± = (1п яр ։7)/2 суть взаимнодополнительные ортопроекторы : Р^ = Р± = Р* 1- Начнем с ортогонального разложения Я = Р+Я ф P-N = Рх-^), и рассмотрим операторы Я в виде двумерных блочных матрип. Например
Л. о \ / >р+
о р.) ՛ \ оКаноническими дифференциальными уравнениями порядка п являются уравне­ния вида ^г(г) О < г < I, лес, (1)

7ггде Я(г) - п х п самосопряженная (т.е. Я’(г) = Я(г)) матрица-функция (м-функция), суммируемая на интервале (0./) : £ 1|Н(г)1Мг < ос; х{г) Е Я и/(г) ЕЯ- п-мерные вектор-функции (э-функции), а А Е С - комплексный параметр.Заметим, что к уравнению вида (1) приводится более общее уравнение
ру-(г)7 А(1У(Г)х(г)) - У(г)х(г) - АЯ(г)х(г) = /(г), 

аг
(2)

где Ж-(г) 1 ИЧ»О = V» = И«1) Д'1* вг“ г « Это »гтигаетг. с помощью преобразования ։(г) = СЫН ։(г), где %(г) - У-уяятарное решеяяе



46 Ф. Э. Мелик-Адамянзадачи Каши :
ф-1.г)յ ^-(И'(г| %(>•)) - ИН СМИ = 0: %(0) = /«. 

агрезультате прихВ м к уравнению (1) с Я(г) = и^(г)Н(г) 17о(г) и /(г)
и; /(’’)•Работы [1] г. [2] являются основной литературой канонических уравнений с элементами спектральной теории.В этой статье лается полное описание всех спектральных функций канонического дифференциального уравнения (1) вместе с описанием ортогональных спектраль­ных функций.Эта задача связана с задачей описания спектральных функций самосопряженных операторов [3].В частном случае каноническое уравнение преобразовывается в уравнение стру­ны. Описание спектральных функций одномерного уравнения струны дано в [4]. Аналогичная задача для оператора, порожденного дифференциальным выраже­нием 77(Иг(г) х(г))/<1г рассмотрена в [5], [б].Мы основываемся на описании матрицанта Ц{г, I) канонического уравнения (1), т.е. на матричное решение задачи Коши :

7 - А Я(г) 1/(г, А) = 0, С/(О,А) = /„.
ЭСКак показано в [1], [/(г, А) = £ А* Ак(г), где к=0

А<(г) — —У / //(а)Ак_1(з)сй. (к — 1,2,...); Ао(г) =
Матрицант Ъ'(г,Х) является целой функцией экспоненциального типа относи­тельно А € С : ||С/(т-, А)|| = 0(ее|А|). С другой стороны, при г € [О,/], С7(г, А) удовлетворяет тождеству

и՝(г,^ /Щг,А)- 7 = (А-Д) [ и՝(г,ц)Н(г)и(г,Х)<1г.7оОтсюда непосредственно следуют характеристические соотношения
и* (г, А) J и (г, Х) = ; = и(г,Х)ЛГ(г,Х), (А € С), (3)Щг,А) 7 [/’(г, А)- 3

>0, (*А=—֊ #0). (4) £ 1



Спектральные функции канонических дифференциальных 47В дальнейшем предполагается, что эрмитиан Я (г) положительного типа. т.е. выполняются условия1) (Я(г) х, х) > О, 2) /'(Я(г)х, х)</г > О, х€Я.ЛоКак показано в [1], отсюда следует, что
I [/‘(г, А) Я(г, А) Я(г, А) с£г > О, о 1ес.

2. Пусть Ся(0,/;ЛГ) - пространство п-мерных непрерывных в-функций со ска­лярным произведением
(/.<?)я= [ (Я(г)/(г),д(г))х<*г.

Его можно пополнить до гильбертова пространства £^-(0,1: Я). Рассмотрим “линейное отношение" XV в пространстве (0,/;/V) Ф (0,/: Я), определенное следующим образом. Пара {х, /), х, / £ £^(0,/; Я) принадлежит тогда и только тогда, когда ж (г) абсолютно непрерывна и
у^ = Н(г)/(г). аг

Если {я,/} и {у. р) принадлежат XV. то

Следователкттп, задача описания симметрических, диссипативных и аккумуля­тивных сужений линейного отношения сводится к описанию Л-нейтральных лили Л-дефинитных подпространств в индефинитном Л-пространстве Л = Л Ф Лс
Известно (см. (7]), что такие подпространства задаются с помощью нерастяги­вающих “угловых՞ операторов

К<. : -> Я_ Л
(,У± = РХЛГ;или А'_ : №֊ —* ■№+։ Р, = |(Ь.±Л))-

Это привадит к следующему утверждению.



48 Ф. Э. Мелик-АдамянПредложение 1. Каждое максимальное диссипативное или аккумуля­тивное сужение XVх линейного отношения XV определяется граничны­ми условиями
(Р_г(0 4- Р+х(0)) 4- Л’+(Р+х(/) 4- Р_х(0)) = 0 диссипативное, л.о.,

(Р+х(/) 4֊ Р֊г(0)) 4-А-(Р-х(0 4֊ Р+х(0)) = О аккумулятивное, л.о., (5) 9где (К_) — нерастягивающий оператор, действующий из простран- ства (ЛА.) в пространство (•№+). Если А՜ унитарен, то эти условия определяют самосопряженное линейное отношение к.В дальнейшем, будем рассматривать операторы А՜, принадлежащие единичному матричному кругу 0 или окружности 0о :
О = {К е [Ы]/К’ К < /„); 0о = {К € ДО/ТС К = 1п}.

Для каждого элемента / € определим преобразование Фурье
о

(б)

Для / € £д(0,1; №) эти образы бразуют пространство £ целых в-функций.если скалярное произведение определить по (Р(А,/), £’(А,^))ь==(/, р)//. Ниже мы докажем, что X является пространством де Бранжа с порождающим ядром
Ф(А.р)= / и (г. А) Н (г) и (г, я) <1г =—1. 

Л А (7)
Определение 1. Неубывающая матричная мера <т(£) (—ос < £ < оо) называется спектральной функцией канонического уравнения (1) или линейного отношения ^У. если для всех / € £^(0,Г^) выполняется тождество Парсеваля :(/.?)> = [ (Л{,/),<М0ЛСр))-

■/ — ооПусть Ь2(—ос, - гильбертово пространство в-функций Г(£), -оо < £ < оо со скалярным произведением
(^С)£э= [ (Г«,/),^)Г^,р)).■/ — осИспользуя пространство £2(—оо, оо; (1сг) можно дать эквивалентное определение.



Спектральные функции канонических Дифференциальных 49Определение 2. Неубывающая матричная мера <т({) (-оо < ^ < оо) называется спектральной функцией канонического уравнения (1) (или линейного отношения \¥), если оператор сужения функций Г(/,/) на вещественную ось является изометрическим вложением Ь2н(0,ЦЫ) в £^(֊оо,оо;АГ). Если это вложение является унитарным оператором из £^(0,/; АГ) на ^(-ос, ос; АГ), то а(^) (-оо < ч < ое) называется ортогональной спектральной функцией.3. Рассмотрим теперь краевую задачу
7 - - Л ЯН ։(п А) = И (г) /(г)(Р+х((,А) + Р_։(0, А)) + Я(Р_։((,А) + Р+х(0, А)) = 0.Ее решение можно представить в ваде

®(г»А)= / Як(т, в,А)/(я)(й, Уо

(8)

(9)
где Лк (Л я, А) = | Щг, А) НА)-/) и-(вД)Н(в) 

и(г, А) (ы(А)+ 7)и՝(з,\) Н(з) (Ю)Здесь м-функция ы(А) определяется дробно-линейным преобразованиемы(А) = ыК(А) = [(Р+и(1, А) + Р_) + К(Р.и(Ц А) + Р+)]-»хх [(Р+С/(/, А) - Р_)У 4֊ К(Р֊Щ/. А) - Рт)У] (И)
и является матричной Я-функцией. Вышеописанная конструкция сохраняет смысл, если нерастягивающие операторы К заменить нерастягиваюшими м- функпиями К(А), аналитическими в верхней полуплоскости С + : Я(А) 6 0(С+). Дробно-линейное преобразование ык(А) м-функции А՜(А) € 0(С+) является мат­ричной Я-функцией и допускает интегральное представление с некоторой мат­ричной мерой а(£) (—оо < 4 < оо). Эта мера называется спектральной функциейм-функции ^к(А). В §3 доказана следующая теорема.Теорема 1. Множество всех спектральных функций каноническогоуравнения (1) совпадает с множеством спектральных функций др не­линейных преобразований ых-(А), отвечающих м-функциям А (А) - 0(С+). Спектральная функция ортогональна тогда и только тогда, ког­да К'(А) Е 0(С+) является постоянной унитарной матрицей.В §4 рассмотрим краевые задачи с распадающимися краевыми условиями. В случае полуоси спектральные функции блапают определенной симметрией, что



50 Ф. Э. Мелик-Адамянпозволяет “навое” понизить размерность их спектральных функций. Теорема 2 дает соответствующее описание.В заключение укажем на связь наших рассмотрений с теорией пространств де Бранжа.Пусть С7(А) - (п х п) целая м-функпия, удовлетворяющая условиям1 ) при всех вещественных А, £7(А) есть ./-унитарная матрица : (7* (А) 7ЩА) = 7, 2) при всех! €€4., и(1) является 7-несжимающей матрицей : СЛ*(А)(-£ 7) С7(А) > 
(֊»/)•Тогда С7(А) порождает пространство де Бранжа В(Ц) с порождающим ядром Ф(А, д), определенное формулой (7) (см. [9]). По теореме Потапова (см. [10])м- функцию СГ(А) можно рассматривать как значение матрицанта [/(/, А) некоторого канонического уравнения. Тогда В(С7) = Ъ - пространство преобразований Фурье, введенное по формуле (7).Это позволяет описать все матричные меры, решающие задачу о равенстве Парсеваля в пространстве В(1Г).

§ 2. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА И ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫЕ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ1. Докажем теперь, что решение краевой задачи (8) представляется формулой (9) (см. также (10) и (11)). Легко установить, что решение х(г,1) уравнения/^-АЯ(г)։(г,А) = Я(г)/(г) (12)
допускает представление . 4 «ХФ

х|г, А) = А)(с -7 [ 1Г(з.Х)Н(з)/(з)аз) (с 6 X). (13)
Граничное условие (8) запишем в виде[(Р+(7(<, А) + Р-) + А) + Р+]с == (Р++ЯР-)Я((,А)7 [ Я֊(л,А)Я(։)/(։)<Ь./оТак как при К р 0 и А 6С+ оператор слева обратим, то

с = Ф(/,А)(Р++ КР_)Щ/,А)7 [ /огде Ф(/, А) = ЦР+и(1, А) 4- Р_) 4- К(Р_Щ/, А) 4- Р+)]՜1-



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 51Следовательно, решение г(г, А) краевой задачи (8) можно представить в виде
х(г, А) = Щг, А){ф(|, А)(Р+ + КР.) Щ1, X).!-.)} [' и‘(г, А) Н(.) /(,) <й+ 
+ Щг,А)(Ф(/,А)(Р+ + КР_)[/(1,А) 7} [ и’(8,Х)Н(з)/(а)^.

Легко проверить, что выражения в скобках можно представить в виде (ы(А)-/)/2 и (о>(А) 4- /)/2, соответственно, где и(А) - дробно-линейное преобразование (И) оператора К € 0.Обозначим через П(А) (По(^)) образ единичного матричного круга 0 (окружнос­ти 0о) при дробно-линейном преобразовании (11), А 6С+.Через ЩС^.) обозначим образ множества нерастягивающих аналитических в С+ м-функпий К(А) Е 0(С+) при дробно-линейном преобразовании (11). Через Яо(С-ь) обозначим образ унитарных м-функпий К.Рассмотрим дробно-линейное преобразование (11). Исходя из матрипанта Щг, А), введем •‘основную’1 (2п х 2п)-матрицу А(А) по формуле
А(А) = АП(А) Ал(А) АП(А)\ Агз(А) / Р+Щ1,А) + Р_Р_Щ/,А) + Р+ (Р+[/(/.А)-Р_)7\ (Р_Щ/,А)-Р+)У;

Положим У(ц, А) = (17* (I. м) ЛЛ1. А) - /)/2. Непосредственным вычислением получим
У(ц, А) = Ия- И + И*. А) - 2У(д, 7 И*. А). (14)

Следовательно У-1{А, А) + У֊։(А. А) = 2 7.
Из тождества

... . /։/„ 0 \ 4Ш /0 -М . ( ИМ) ИМУ \
А (р)( о -Япу)л(А)=\Л о /Л ֊ЛЧМ) -м^хк)

(15)
(16)

следует
а֊Ча)=(“ о)^)(^ О \ _ ( *А1а(А) 

—Ип/ \ ~’^^(А) -։А52[А) \ 1А2Х(А) / (17)
Из (17), (3) и (4) вытекает [ >0А^А) Ац(А) - А;х(А) А21 (А) = »У(А, А) = О А € С+, 

хе R, Аес_.



52 Ф. Э. Мелик-АдамянПредложение 2. Пусть при А £С+ существуют операторы А21(А) А^1(А) и А22(А) А^3Х(А) и являются строго сжимающими. Тогда для всех К €б операторы (Ац(А) + К А22(А)) и А12(А) + А' А22(А)) обратимы. Кроме того, операторы (Ац(А) + К А22(А))՜’ и А22(А) 4- К А22(А))-1 равномерно огра­ничены относительно К Е 0. При А Е С_ аналогичные утверждения справедливы относительно операторов А22(А) А^‘(А) и А22(А) А^21(А).Таким бразом. при всех А ЕС+ и для всех К Е 0 существует дробно-л инейноепреобразование (11) :«(А) = Д(К) = (А1,(А) + К Л„(А))՜ * (Л1։ (Л) + К А22(А)).
Из (17) следует, что оператор К однозначно восстанавливается :Л- = -(д;г(А) - Ш(А) л;,(А))-*(л;։(А) - «(А) л;։(а>). (18)Предложение 3. При каждом А €С+ дробно-линейное преобразование (11) взаимно-однозначно отображает единичный матричный круг 0 и окружность 0о на образы П(А) и По(А), соответственно. Множество П(А) = {о>(А) = △ (К)/Х Е 0} является матричным кругом (окружностью П(А) = {ш(А) = Е Фо}), лежащим в верхней матричной полуплос­кости Эы(А) = — »(о»(А) — о»*(А)) > 0, и определяется соотношениями29ы(А) > (ил* (А) + У){-» У(А, А)}(и/(А) ֊ 7),(23«(А) = («’(А) + У){-> Г(А, А))(ы(А) - У)). (19)Круг П(А) (окружность П0(А)) допускает параметрическое представле- ние и*(А) = С + (-. У(А, А))֊*/’ ИА, А))-1/։,
где е (гее0) и с = у-‘(а,а) = у-։(а,а)-лДоказательство : В силу (11) имеем 

Л(А) = ( Л ) (ЛИ(А) - Л։։(АМА)).
\ *п /Поэтому

= / ֊‘■'(А) V / / О -/.V/ П/*,А> Ия, А)У / -Ш(А) \ _ (20)V I. ) Ц/. О ; + ^-7У(я,А) \ 1„ )-= (и՛ (А) - А)) + (и,՛ (А) + У) У(А, А)(<м(А) - У).



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 53С другой стороны, имеем
= (А22(А) - А21(А)ы(А))*»(К*К - /П)(А22(А) - А21(А)ы(А)).Отсюда следует соотношение (19), причем для К € 0О имеет место равенство. Обратно, пусть и(А) удовлетворяет соотношению (19). Тогда в силу (20) для всех I € имеемЛ ( а 12(А) - Ап(А)ы(А)х \ V X Л22(А) ֊ А21(А)ы(А)а։ ) А12(А) - Аа(А)ы(А)х \ \ А22(А) - А2х(А)си(А)х / )

Обозначим через -К нерастягиваюший оператор /-неположительного подпро­странства Аа(А) - Аа(А)ы(А)х \ , 1
Л։։(А) - Лп(АМ*> Л /Лпространства ТУ. Тогда -Я(А22(А) - А31(А)ш(А)) = А12(А) - Аа(А)«(А), т.е. о>(А) определяется преобразованием (И). Заметим, что равенство в (20) дает /- нейтральность рассматриваемого подпространства. Тогда его угловой оператор унитарен, и а;(А) € По(А).Из Предложения 3 следует, что м-функпии и/(А) 6 П(С+) являются матричными Я-функциями. Следовательно, они допускают представление (см. [11])

и/(А) = А 4- ХВ +

где А эрмитова, В - положительная матрица, а <т(£) ( — оо < £ < оо) - неубыва­ющая м-функция, удовлетворяющая условию
Матричная мера <т(() называется спектральной функцией Я-функции ы(А). Мно­жество спектральных функций <т(^) Я-функций о’(А) € П(С+) обозначим через 
Т. Пусть также То = (<т(^) € Т/ы(А) € По}« §3. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ КАНОНИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙЛемма 1. Пусть а«) - спектральная функция Я-функнии ы(А) € ПС+) и оператор Яд определяется соотношениями (12) и (13). Тогда для



54 Ф. Э. Мелик-Адамянкаждого фиксированного / 6 £2(О,/;7^) функция (Яд/,/)Я является Яо-функцией (см. [11]) и (21)Доказательство : Для в-функцми х(г, I) = (Яд /)(г), которая является решени­ем краевой задачи (8), имеем(/, Я*/)я = (Л *)я = Дя(г)/(г),х(г,А))аг= / (7х'(г,А),х(г,А))^-А(х,х)я. /оСледовательно»(Л*/,/)„ = ЭА(х,х)в + ;[(/։(», А),։(», А)) - (7х(0, А),х(0.А))).В силу краевого условия получим»/2((А), х(1, А)) - (7х(0, А), х(0, А))] > 0.Следовательно, 9(Яд/, /)я > $А(х,х)я. Это означает (см. [11]), что (Ях/,/)н является Яо-функцией и(Лх /, /)я = Г гае Г аг,«) = Ишп1ш(Л,/,/)я < (/,Пи- 7-00 ч - А п/оОтсюда, в силу формулы обращения Стилтьеса, для каждых двух точек непре­рывности а и Ъ функции ту (£) имеемг/(ь) - г/(а) = 7Г՜1 1(т [ ЩЩ+ьЛЛ» (22)г »и Jа
С другой стороны, из представления (10) следует(Ях/.Ля = (|чА)^(А./),К(А,/))я + (Сх/./)я. (23)
где (7д ֊ оператор в £2(0,/;Я). действующий по формуле(Са/)(г)= С(т, в, А)/(в) <й,

-1о где С(г а л = 1 / ֊и(г, Х)ЛГ(», А)Я(в), я < г’ 2 ( Щг,А)ЛГ(в,А)Я(в), » > г.Легко установить, что (<7д /, /)я) является вещественной целой функцией. Ис­пользуя обобщенную формулу Стилтьеса (см. [10]), из (23) получим’’’И“/ 9(Л{+,,/,/)<«= Лг«./),^и)Р(С/)), (24)
где а и Ь - произвольные точки непрерывности функции <т(£).Сопоставляя равенства (22) и (24) и учитывая, что общие точки непрерывности функций ту(£) и <т(£) плотны на вещественной оси. получим

г/(Ь) - т,(а) = [ а, Ь ё (-оо.ас),
которое равносильно равенству (21). Лемма 1 доказана.



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 55Замечание 1. Из равенства (23) следует, что при таких А Е С+ и / Е £2(0,/;Я) множество (ЯА/./) описывает круг П(А,/) (окружность По(А,/I) в верхней полуплоскости, когда и*(А) пробегает множество П(С + ) (П0(С+)). Параметрическое представление круга П(С + ) (П0(С+)) имеет вид(ЯлЛ/)я = ֊((-^(А,А)-1^2(։У(А.А)-1/2Р(А.Л.Р(А,/))х+ X+ |(^-1(А.А)К(А,/),Г(А,/))к- X
- и-(>, А, )Я(։)/(.)</»,Я(г)/(г))</г.

/о -'О2. Рассмотрим гильбертово пространство £ целых в-функпий Г(А, /) (/ Е £2(0, /;.№)). Так как £ является пространством с порождающим ядром ф(А,д), определяемым формулой (7), то для всех Г Е £ и г € Л имеем(г(А),ф(А,я)х)4 = у (Я(г)/(г),а(г.^)։) =/ .1 \ (25)
= ( / 1Г(г,£)Н(г)/(г)<1г,х\ = (Р(ц),х)н.\^° / .VВ силу тождества (14) (см. [9]) £ является пространством де Бранжа. Из (25) следует, что линейный оператор из £ в N. отображающий Г(А) —> Г(д), непрерывен. Тогда множество (Ф(А, дп)х} при х Е N и д* ос (д, Е С) плотно в £. Таким образом, множество {£Г(г,цп)х} плотно в £2(О,/:ЛГ). Из (25) следует также, что многообразие Ми = {Г Е £/Г(д) = 0} является подпространством и

М; = Иц = {Ф(А? р) х/х Е ЛГ}.Следовательно, £ = ф Ntl, и ортопроектор Рми на подпространство имеет вид рм Р(А) = Г(А) ֊ Ф(А,д)с, где с = Ф“1(д, д) Г(д)(Е Я).Таким образом» имеет место следующее утверждение.Предложение 4. При произвольном Р(А) Е £ и д Е С+ функция С(А) = (Д _ д)-1 р(/) _ ф(А,д)с принадлежит £. Точнее, (?(А) = Г(А,д), где $(г) определяется равенством$(г) = -Щг.д^У €Г(я,Д)Я(«)(/(«)-У(«»Д)с)^ = 
гг и(г» А) ~ (Г1 м)= -С/(г,д)/у -----------"с-Функция (А - м)-1£’(А) принадлежит £ тогда и только тогда, когда ГЕ Л£м.



Ф. Э. Мелик-АдамянДоказательство : Непосредственно проверяется, что в-функция д(т)} опреде­ленная равенством (26), является решением уравнения (12) при А = д с правой частью Я(г) (/(г)-[/(г, д) с). Кроме того, имеем д(0 = 9(0) = 0. Это равносильно равенству б(А) = (Р(А) - Ф(А, д) с)/(А — д).Обратимся теперь к рассмотрению множества \ всех спектральных функций канонических дифференциальных уравнений (1) и его подмножества Ео орто­гональных спектральных функций. Отметим, что если <т(£) 6 £, то обратное преобразование Фурье имеет вид/(г) = Г 17(г, А) </<т(А) Г(А,/).7 -ооДействительно, имеем(/(’-),Щг,д)х)н = (^(А,/).Ф(А,д)х)ь = [ (Лт(А)Г(А,/). Ф(А, д)х) = 7—ос= Л (У(т, А)а<г(А)/'(А, /), Я(г)1/(г. д)х)Л- = 70 7-оо= ( /“ (С/(г,А)аа(А)/'(А,/),1/(г,м)1)я. 7 — 00Зафиксируем некоторую спектральную функцию <т(£) и д ЕС+. и в пространстве £2(Я1:Лсг) рассмотрим оператор умножения на (( - д)/(< - д). Этот оператор является унитарным и отображает на Л/д. Функция (£ — д)/(£ — д) Ф(С д) х € ортогональна подпространству Мц, так как если Г Е Мд» то (I — д)/(1 - д) Г(1) € Мя. Следовательно = (*(А, д)х, ЛА))1 = 0.
ч — Д Ч — Д , Л — ДОбозначим через Рд ортопроектор из £։{Я1;</<7) на £. Тогда для каждого х Е Я существует элемент у € М такой, что—-Ф(А, д) х = Ф(А, д) у (х,уЕЛГ).А ֊ дСопоставим каждому <т Е 2 оператор Ср((т), действующий в Л по формуле Ср(ст) х = у. Тогда имеет место неравенство!|Ф(А,д)Сд(<7)х||<||Ф(А,дМ1 (27)в смысле норм пространств £։(/?1;с/<т) и Ь. Для всех неравенстве (27)имеет место равенство тогда и только тогда, когда а(А) является ортогональной спектральной функцией. СледовательноЛя(г) (7(г, д) ся(<7) X, и(г. д) Сд (а) х) Иг < /' (Я(г) £/(г. д) х. С/(г, д) х) (/г. 70 70



Спектральные функции каноническихдифференциальных ... 57Таким образом, в силу (7) и (25) получимСр(<*) ♦(м.А)Ся(<Н < Ф(д,д). (28)
Последнее неравенство определяет круг Е(д). Окружность Ео(д) получается в случае, когда в (28) имеем равенство. Параметрическое представление круга Е(д) (окружности Ео(д)) задается формулой

Е(я) = с,(») = {ф- ։'։(а. а) г Ф։'։(м. м) / г е »(2 € е»)).

3. Обозначим через Е(^,ц) (Ео(Г, д)) множество функций
получаемое при фиксированных Г € Ь и д € С+. а а(£) пробегает множество всехспектральных функ й (ортогональных спектральных функций) каноническихдифференциальных уравнений.Лемма 2. При произвольном и д€С+ множество Е(К д) (Ео(/՞. д))совпадает с множеством П(д./) (По(д,/))•Доказательство ։ Используя Предложение 4. представим /р.я(с) в виде

.^И)/*«),/) = (Г(А.р),/’(А./))1 = (д.Пн =
оо \ £ - М

- Ля(г,д)7 [ Я*(«,д)Я(я)/(я)<Ь.Я(г)/(г))</г-
7о -/о

-_2_ Ля(г,д)со,Я(г)/(г))</г+т^- / (Щг,д)с0.Я(г)/(г)) = 
д - д ./о Р՜™

= -{ (Ц{г,цР У ил(а,р)Н(9)/^в,Н(г)^г^г^

+ ~—т(со. Р (Я. /)) + гЧ(с<" Г(А ,))֊ 
д - Д Д - МДалее

_2_ Г ^(ф(4,^)£(>.<<аи)Яи,/)) =
д - Д 7-00 € -Ц
_ (Ф(А,д)Ся(<г)со.Г(А, /))£ = (Ся(д)со,Г(д,/))х 
- А ֊ Ми наконец

— Г (Ф(4.яко,^«)С({./)) = тга^՛г։*• 
д-А 7-00 р



58 Ф. Э. Мелик-Адамян—Таким образом/г,я(<г) = ——т(С,м(<г)со> +   -(«о. /))“д - М Я “ Я
Параметрическое представление Ся(а), равенствасо = Ф-1(д,д)Г(д), Ф((д,д) = д » г ги параметрическое представление (Яд/,/)я из Замечания 1, взятые вместе, завершают доказательство.Рассмотрим теперь м-функпии ш € П(С+) и а Е £, определенные параметрами »2 € 0 и 7 € 0, соответственно. По Лемме 2 выражения /уд(<7) и (Яд/,/)я совпадают. Следовательно, их спектральные функции также совпадают. Отсюда вытекает следующая теорема.Теорема 2. Множества спектральных функций Я-функций о>(А) € П(С + ) и канонических дифференциальных уравнений (1) совпадают. Спек­тральная функция ортогональна тогда и только тогда, когда ы(А) С Оо(С+).4. Из Теоремы 1 следует, что ортогональные спектральные функции порожда­ются краевой задачей _>И(Г)И(Г. А) = 0 (29)I (Р+и(/, А) + Р_и(0, А)) +К(Р_и(/,А) + Р+и(0, А)) = О, где К - унитарный оператор (К*К = 1п).Число Ао €С. при котором существует нетривиальное решение и(т, Ао) краевой задачи ’28), называется собственным значением этой задачи, а ц(г, Ао) - собст­венной функцией. Множество собственных значений задачи (29) обозначим через 
ЗрЖк. Собственные значения задачи (29) вещественны и собственные функции, отвечающие различным собственным значениям, ортогональны в £^(0,/; ГУ). Яс­но также, что А* € П< будет собственным значением задачи (29) тогда и только тогда, когда существует нетривиальное решение СоЕМ уравнения((Р+У(<, А,) + Р.) + К(Р.и(1, А,) + Р+))1о = 0.Таким образом, Яр\¥я определяется условием<Н(Р+17(/, Ак) + Р_) + К(Р_и(1, Хк) + Р+)] = 0.



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 59Собственные функции и(г, Ао) определяются равенством ц(г, Ак) = [/(1,Ак)г0. где ։0 € Пк = Кег((Р+(/(/, Ак) 4- Р-) + Я(Р_[/(/, Ак) + Р+)],
кратность значения Ак € SpWк равна хк = dimllk.Базис подпространства Пк можно выбрать так, чтобы собственныефункции uF(r, Ak) = U(r, Ak)rkj> (p = 1, 2, ...,xk) были ортонормлроваяы (см. [2]). М-функция w(A) £ Qo(A), определенная преобразованием (11) при унитарном Я, удовлетворяет условию ы’(А) — ы(А). Следовательно, мероморфная м-функпия и (А) имеет простые полюса в точках Ап t SpW к и может быть представлена в виде

ы(А) — (А - Ak)~lPk + члены, регулярные в окрестности точки Ак.
Матр а Рк эрмитова, поэтому А можно устремить к Ак по вещественнойоси. Далее, [(Р^{7(£, А„) 4- Р_) 4- K(P-U(l, А„) 4- Р+)]РП = 0. и. следовательно.rankPk < ик. Можно доказать (см. [2]), что

где базис подпространства Пп удовлетворяет условию
(17(г,Ак)1кр,^(г,Ак)гк7)н =

Предложение 5. Ортогональные спектральные функции сг(£) уравнения (1) имеют вид »«) = Е р».
АИ€$р'*к)<€Система в-функиий {ир(г, А*) - Сг(г> А*)*^ ; р = А* 6 а }образует ортонормированный базис вДоказательство : Мероморфная в-функпия ы(А) € «о(С+) вещественна : ы"(А) = ы(А). Тогда она имеет аналитическое продолжение вдоль интервалов (А*,Л*+1) (Ак € 5рАУк). Следовательно, м-функция а«) является шаговой функцией, которая постоянна на интервалах (Ак,Ак+1) (Ак € к) сиши + 0) - а((. - 0) = Л в тоях« А. € 5?™«). Тождество Пар«^.



eo Ф. Э. Мелик-Адамянвершает доказательство :
(/,л«=Г’(ле.л,<меи(«.Л) = £ (^*,л.лла»,л) =

J-°° Xbespw*

= Y (y Aa7r,Ak)H(r)/(r)dr,xkpx;^\[/-(r,Àfc)^(r)/(r)dr

Ab€$pWx V=1 jç> °
* 11

)»eSpvvKp=\§4. ОПИСАНИЕ СПЕКТРАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С РАСПАДАЮЩИМИСЯ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИПредположим, что dim.V+ > dimAf_. Граничное условие является распадаю­щимся, если в (5) оператор К удовлетворяет Р+ К Р+ — Р~ К Р- = 0, т.е. в разложении N = ./V+ ф ЛГ_ имеет место представление
К,'ОТогда (5) принимает следующий вид :

Р+ x(l) + К, Р. х(1) = 0: Р_ х(0) + Ко Р+ ж(0) = 0.
где Ki : N_ —► N+ и Ко : У+ —> N- - произвольные нерастягивающие операторы. Отсюда следует, что распадающиеся граничные условия определяют самосопряженные расширения в том и только том случае, когда dim/V+ = dün.V_, а оба оператора Ко и К( унитарны. В этом случае

ы(Л) =
X

Un(l.X) + K,Un(l,X) Uh(1,X) + K,U„(1,X)\ *
\ Ко Р-)

( <(Ы А) + K,Un(l, A)) -i(U13(l, Л) + KjU32(l, А))I -iKo iP.Положим
Т(А) = А) + K,CZ։1((,A)]-։[Crn(/,A) +K,l/J3(/,A}]. (30)

Из свойств матрицы [7(/,А) следует, что для произвольного нерастягивающего оператора К/ : —> ^+. дробно-линейное преобразование (30) хорошо опреде­лено. и Т(А) является нерастягиваюшим оператором из в Теперь функ­цию ы(А) можно представить в виде
ы(А) = »

Ко
T(A)V‘ ( Р+ -Т(А)А
р. у Ук<> а )■
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Л- ’’(А)'\՜1 / (Р+- Т(Л)КоГ1 -Т(А)(Р.-К,Т(А))-‘АКо Р- ) УКо(Р+֊Т(А)Ко)-* (Р--КоТ(А))֊1 )•
ТО

и “+(А)-Ко((Р++и+(А)) -Т(А)(։Р_ + и_(А)) И.(А)где (Л) = |(Р+ - Т(А)К„)֊1(Р4. + Т(А)Ко),и._(А) = ЦР. - КоТ(А))-‘(Р. +КоТ(А)). (31)Ясно, что ш±(А) являются матричными Я-функциями, действующими в К±.Зафиксируем некоторое граничное условие в нуле, задав изопериметрическийоператор Ко : —> IV.. (КоКд = Р_), и рассмотрим задачу описания спек­тральных функций линейного отношения \¥л0 С действующего на многооб­разии 2>(\УКо) = {х € Я(\¥)/Р_х(0) + КоР+х(0) = 0: т(1) = 0}.Так как ы_(А) = Л’о^+(А)Я’о, то имеем (Р_ ± ХоТ(А)) = Ко(Р+ ± Т(Х)Ко)К^. С другой стороны-2Т(А)(Р_ - ХоТ(А))-1 = -2(Р+ - Т(Х)Ко)-хТ(Х)КоК-о = (.Р^ - у+(А))^.
Следовательно 0

֊гК0
^о 0 (32)

Для нахождения соответственного резольвентного ядра рассмотрим следуют} ю(2п х п) матрицу-функцию :
ф(г, А) =
Ф(г, А) =

Ф1(г, А)\ 
Фз(г,Х))А) \ 
4>2(г,Х)]

= Щг,А)
= и(г, А) (33)

В силу (32) имеем
ц,(А)

Из (33) получим
Як{г,а, А) = (Ф(г,А) + Ф(г,А>+(А))Ф’(э,А))Н{з) з < г, Ф(г.А)(Ф’(л.А) +а/+(А)ф-(э,А))Я(з) з > г.

(34)



62 Ф. Э. Мелик-АдамянМножество П(Л) матриц w(A) (À 6С + ) описывается неравенством> («'(А) + Л [' U-(r,A)W(r)ü(r,AMr(w(A)-J). 
1тл JoСледовательно, ш+(А) заполняет круг Пл*0(А), задаваемый неравенством

21ты+
1тА

— > /’'(♦(г,А) + Ф(г,А)и.+ (А))-Я(г)(Ф(г,А) + Ф(г,А)ш+(А))<*г. 
JoОтметим, что если (11ш^ = (НтА/_ и Ко является унитарным оператором, то окружность По(А, Ко) задается соответствующим равенством, когда К/ пробега­ет множество унитарных операторов. В силу (32) соотношение (23) в этом случае представляется в виде(Да/. /) = 2-’(«+(А) Л(А, /), Л(А, /))„+(*°) F(A,/),F(A,/)) +(Сл/,/)я, 

где А(а,/) = [р+ -ÄJJ f v՝ (г. à) н (г) / и dr feL3(o,i;N). 
JoОтсюда следует, что

(/,/)= [ (Л(С/),^+К)Л(<./)).J — ООгде с+({) - спектральная функция матричной Я-функции и+(А). Таким образом.мы доказали следующую теорему.
Теорема 3. Множество спектральных функций линейного отношения хс совпадает с множеством всех спектральных функций <т+(^) мат­ричных Я-функций ы+(А), задаваемых дробно-линейным преобразова­нием (30), когда К|(А) пробегает множество всех нерастягивающих функций, аналитических в верхней полуплоскости. Ортогональные спектральные функции существуют в том и только том случае, когда dimAL = dimA/_, а матрица Ко унитарна. В этом случае они определя­ются постоянными унитарными матрицами Kt (A'j(A) = Kt).

ABSTRACT. The paper considers the so-called canonical differential 
equations and gives a description of their spectral functions as well as 
of orthogonal spectral functions.
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