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В статье получено необходимое и достаточное условие для разреши­мости уравнения ах — хЬ = с в комплексной банаховой алгебре А с еди­ницей.

1. Разрешимость уравнения
ах — xb = с (1)для операторных матриц рассмотрена в [1] — 3]. В. Рот [3] показал, что условие 

с (a о \разрешимости матричного уравнения (1) и условие подобия матриц « и \ О оу/ Q Q \
( I равносильны. М. Розенблюм [4' и А. Швайнсберг [5] показали, что для самосопряженных и нормальных операторов разрешимость операторного уравне­ния (1) в алгебре ВЦН) всех ограниченных линейных операторов, действующихв комплексном гильбертовом пространстве Н, равносильна подобию оператор- а 0\ /а с

о ь; и \0 Ьб] на случай операторной алгебры В£(Х), где X - слабо полное (в частности,ных матриц . Эти результаты были распространены автором
рефлексивное) банахово пространство.В настоящей статье обобщаются и уточн тся результаты (1) — [б] для задачикомплексной банаховой алгебры А с единицей.План работы таков. В пункте I исследуем вопрос, когда эрмитово разложимый элемент является эрмитово нормальным, и получаем строгую версию теоремы С. Путнама [7]. Пункт II посвящен вопросам разрешимости уравнения (1) в алгебре 
А. пологая, что а. Ъ € А - квазинормальяые элементы.I. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей. Напомним, что если элемент а € А таков, что ||1 — а|| < 1, где 1 6 А - единичный элемент, то



Об уравнении ах - xb = с в комплексных банаховых алгебрах 37а € А где Д՜1 - группа обратимых элементов алгебры А. Следовательно, Л՜1есть открытое множество в А. Обозначим через 5(Л) единичную сферу в алгебре 
А. Элемент а € А называется топологическим делителем нуля, если mf{||axl[ + ||та||: х € 5(Л)} = 0 или, другими словами, существует последовательность элементов {xn} С 5(Л) такая, что Нт ||ахп|| = Нт ||х„а|| = 0. Легко видеть, Л—*оочто если а £ ЗЛ՜1, то а - топологический делитель нуля (см. [8]). В частности, если число А £ 5р(а) - граничная точка спектра элемента а, то элемент а1 — а € дА~х является топологическим делителем нуля.Комплексная банахова алгебра В се. >1 нипей называется расширением алгебры Л.если А - подалгебра в алгебре В, единичный элемент алгебры А есть единичный элемент В. и норма на А эквивалентна сужению на А нормы алгебры В. ПустьSing (Л) - множество всех сингулярных элементов алгебры А Элемент а £ Sing(A) называется наследственно сингулярным, если он остается сингулярным в любом расширении алгебры А- Легко видеть, что если элемент а Е А - топологический делитель нуля, то он является наследственно сингулярным.Следовательно, все элементы дА՜1 обладают этим свойством.Отображение а —> а' называется инволюцией в комплексной банаховой алгебре
А, если

1)(а + Ь)’ = а +Г; 2)(Аа)’ = Аа՜, А £ С; 3)а 4)(аЬ)

Элемент а Е А такой, что а = а’, назовем самосопряженным и множество всех таких элементов обозначим 5ут(А). Ясно, что 5ут(Л) - линейное вещественное подпространство в А. Заметим, что для а Е А элементы а + а’, ։(а — а*), аа‘ принадлежат £утп(Л), и (а*)՜1 = а՜1, 5р(а՛) = 5р(а), р(а’) = р(а), где р(а) - спектральный радиус а.Вообще говоря, инволюция в алгебре Д может не быть непрерывным отображе­нием. Банахова алгебра Л называется инволютивной, если она обладает днволю- цией. и называется инволютивно-нормированной, если она обладает непрерыа ной инволюцией. Инволюция непрерывна тогда и только тогда, когда 1— замкнутое подпространство в Д. Будем считать, что -А - мнволютжвно- нормированная банахова алгебра. Ясно, что ^4 — 5утп(Д) ф |£ут(в4). Эле­мент а € А называется нормальным относительно данной инволюции^ .еслиLrat a’] = aa՛ ֊ a‘ a = 0.Будем говорить, что нормальные элементы а, Ь Е А удовлетворяют условию фон



38 М. И. КараханянНейман-Фугледе-Путнама (НФП), если при z Е А из условия ах = xb следует а* х = i‘ Ь. Как отмечено в [9], [10], условие НФП не выполняется для каждого нормального элемента инволютивной банаховой алгебры.Пусть Д’ - сопряженное пространство к А. Положим И(А. 1) = Е А* : ||у>|| = <^>(1) = 1} и заметим, что 1)(Д, 1) является множеством нормализированных состояний на Л. При а € Л множество У (а) = {^(а) • ф € И(А, 1) С С (числовой образ элемента а) есть непустое, выпуклое, компактное подмножество в С. Оно допускает представление У(а) = Г|дес||^ 1 ~ а11)» гДе △ (Ау||А 1 - а||) = {£ ЕС : к - А| < ||А 1 - а||), откуда следует, чтоi) V(al+0a) = a + 0V(a), У(а + Ь)С V(a) + m а.0Е С;ii) $р(а) С У(а) С {А € С : |А| < ||а||} ;ш) И < V(a) = sup{|А|: А ё V(a() < ||a||.Пусть Sp(h) - спектр элемента h. Элемент h E Syrn(A) называется слабо­эрмитовым. если Sp(h) С IR и называется ела -положительным, если Sp(h) СIR., (h > 0).Элемент h, Е Sym(A) называется эрмитовым, если V(h) С IR. Это равносильно условию ||exp(»t/i)|| = 1 для всех t Е IR Множество 'W(X) всех эрмитовых элементов алгебры А есть вещественное подпространство в Sym(A). Легко видеть, что если h, к € 'И(Д), то 1(Л, Л] € Н(Д). Элемент к Е А называется положительным. если V(k) С IR+, (к > 0). Множество всех положительных элементов А, которое обозначив через Р(Д), есть конус в 'Ч(А). Элемент а Е А называется эрмитово-разложимым, если a= h + ik, где h. к Е И(А). Если хроме этого [h. Jk] = 0, то а называется эрмитово-нормальным. Алгебра А называется эрмитово-разложимой, если она допускает представление А = А)ф: 'Н(Д). Как показано в [8], для эрмитово-нормального элемента a Е А числовой образ У (а) совпадает с выпуклой оболочкой спектра элемента а, т.е. У (a) = co(Sp(a)).Напомним (см. [11], [12J), что элемент h Е 5ут(А) называется квазиэрмито- вым. если ||exp(it/i)|| = o(|t|^2) при t -> ±оо. Пусть W^A) и Н<М,>(Д) - множества квазиэрмитовых и слабо-эрмитовых •элементов алгебры А, соответ­ственно. Имеем Н(Л) С ‘Н<9>(Л) С "H<W>(A) С Syrn(A). Легко видеть, что если Д. есть В -алоебра, то Н(Д) = 5утп(Д). Обратное тоже верно, т.е., если инво- • :'---=---цная банахова аиггебра А такова, что “Н(А) = 5утп(Д), то в силу теоремы Видава Пальмера Гем. Д есть В՜-алгебра относительно сильно-эрмитовом инволюции a=h-kik>-¥ а* = к -



Об уравнении ах - xb — с в комплексных банаховых алгебрах 39Отметим, что если К Е ^<в>(Д), то 5р(Л) С хотя числовой образ У(Л) может выйти за числовую ось П<. В пространстве 5утп(Д) множество 7^<’>(Л) есть максимальное подмножество, порождающее нормальные (квазинормал ьные) элементы а = Л + I к, [Л, к] = 0. к, к Е (Д), удовлетворяющие условию НФП. Условие квазинормальности элемента а Е Д равносильно условию ||ехр(Аа — Аа*)|| = о(|А|1/2 при |А| -> оо, А Е С.Для данной последовательности {сп} элементов алгебры А будем говорить, что $р(сл) —» 0 при п —> оо, если для каждого £ > 0 существует натуральное число Г • такое, что 5р(ся) С {А € С : |А| < г} при п >Отметим, что отображение а >֊> $р(а) непрерывно. Действительно, если Д = В£(Р(2)) и {а*} С Д - операторы двустороннего взвешенного сдвига (т.е. ак(еп) = ев+։ при п ф 0 и ак(е0) = |е։, — = 0), то 5р(ак) = Т = {А Е С : |А| = 1}, ак -> а» Е ВД(/2(2)) при к —> оо, однако 5р(аос = △ = {А Е С : |А| < 1} (см. [14]). Это означает, что существует оператор с “жирным՜ спектром, в каждой операторной окрестности которого находятся операторы с относительно малым спектром. Интересно также заметить, что можно построить последовательность нильпотентных операторов {ап} таких, что а,, —* а при п —> оо, однако р(а) > 0. Первый пример такого типа указал Какутани (см., например, [14]). Тем не менее имеет место следующий результат.Теорема 1. Пусть Д - комплексная банахова алгебра с единицей, и пусть a, b Е Д - такие элементы, что коммутант с = [а, 6] удовлетворяет условию [а.с] = 0. Тогда существует последовательность элементов {сп} С Д такая, что сп —► С и Sp(cn) —> 0 при п —► оо.Доказательство : В силу теоремы Клейнеке-Ширкова (см. [15]) имеем р(с) — 0.Следовательно, Sp(c) — {0} и значит с Е га^(Д) I радикал алгебры Д). С другой стороны, условие [а, с] = 0 не изменится, если заменить а на а 4- А1. Поэтомуможно считать, что а Е Д х. Из условия [а.с] — 0 следует [ап,Ь] — 
ab а-я (ab՝

с длявсех натуральных п. Следовательно, с — сп — —» где сп ——> 0 при п —> ос, то имеем сп —* с. Учитывая Sp(cn) = Sp( 
пчто Sp(cn) 0. Теорема 1 доказана.

п аб.—) заключаем, 
п

Теорема 2. Пусть Д - комплексная банахова алгебра, и пусть а Е Д - эрмитово-разложимый элемент, т.е. а = Ь 4- »А, где А, к Е ^(,Д). Если [а, [а, а*]] = 0, где а' = Л - »А, то а - эрмитово-нормальный элемент.



40 М. И. КараханянДоказательство : Так как с = [а, а’] = 2* [Л, Л] € 'М(Л), то в силу теоремы Кацнельсона (см. [16]) имеем р(с) = ||с||. Так как р(с) = 0, то (а, а’] = 0. Теорема 2 доказана.Инволютивная банахова алгебра А называется слабо-эрмитовой, если каждый самосопряженный элемент а 6 5ути(Л) - слабо-эрмитовый. Для банаховых алгебр имеем 'К<*>(Л) = 5ут(А), и согласно результату Птака (см. [17]), действительнозначная функция э(а) = ^/р(а’а) на А есть В*֊полунорма. В силу теоремы Ширали -Форда [18], для каждого элемента а слабо-эрмитовой банаховой алгебры А имеем аа‘ > 0. Заметим, что если инволютивная банахова алгебра А обладает свойством з = т, то А есть слабо-эрмитова банахова алгебра.Для слабо-эрмитовых банаховых алгебр имеем следующий результат.Предложение 1.1. Пусть А — слабо-эрмитова банахова алгебра и пусть 
К € А — слабо-эрмитовый сингулярный элемент. Тогда А является топологическим делителем нуля.Доказательство : Пусть А 6 '4<,в> (А)Г\5։пд(А). Имеем А------ € Л՜1. Поэтому

пА Е 5Л՜1. Утверждение доказано.II. Линейный оператор Р : А —> А называется дифференцированием на алгебре
А. если В(аЬ) = (Ра) Ь + а (РА). При а Е А оператор 6а(х) = [а, г] - дифференцирование на А, называемое внутренним дифференцированием. Имеем 
6а Е ВЦА) и ]|£в|| < 2 ||а||. Заметим, что если дифференцирование Р : А А непрерывно и Р2(а) = 0, то Р(а) Е га</(Л), где а Е А.Обозначим через Мг(А) алгебру матриц а — | °11 ] второго порядка.

\<»21 <»22/где а,; Е А. с естественными операциями и операторной нормой. Ясно, чтоМз(Л) - инволютивная банахова алгебра относительно инволюции а —> а*, где - I ап ®21 1 „ “Л
\ а12 а23,Обратимая матрица а Е ЛГз(Л) называется сильно-обратимой, если +

а22 <»22 € Л х.Если алгебра Л является эрмитово разложимой банаховой алгеброй, то каждая обратимая матрица а Е Л/з(А) сильно обратима. Две матрицы а и Ь называютсясильно подобными, если существует сильно обратимая матрица д Е Л/2(Л), длякоторой да= *Ьд. 1Г <՝Л .'ч , л о 1< .« лГеорема 3. Пусть Л - инволютивно-нормированная банахова алгебра над полем С с единицей, и пусть а. Ь Е Л - квазинормальные элементы.



Об уравнении ах - хЬ= с в комплексных банаховых алгебрах 41

Тогда для разрешимости уравнения (1) в А, где с € Л, необходимо и

достаточно, чтобы матрицы аО были сильно подобны.

Доказательство : Необходимость следует из тождества

Пусть матрицы
1О

сильно подобны, где д — емид).Имеем да—ад = ел, гЬ—аг = ст, 8а = Ья и тЬ = Ьт. Используя обобщенную теорему фон Неймана Фугледе-Путнама (см. [11], [12]), получим )а' = Ья л, т Ь* = Ья т 
п а зя = зя Ь, Ьт" = т* Ь. Так как Ъз з* = заз* = зя зЬ и Ьття — тЬтя = ття Ь,то [л л* + т т՝, 6] = 0. Следовательно с (л ? + т т’) = (д а - а 7) я* + (г 6 — аг)т' =а{-(дл‘+гт,)}-{-(««' г’)} Ь. Умножая обе части полученного сдатношениясправа на (лл’ + тт')՜1 и учитывая равенство [ля’ + тт*,Ь] = 0, получим
с = а {—(7 л’Ч-г т*) (л я։+т т*)՜1} — { — (7 з' 4֊г т") (я л"4֊т т*)՜1} Ь. ДоказательствоТеоремы 3 завершено.Сделаем следующие замечания.а) В силу доказательства необходимости Теоремы 3, если уравнение (1) гдеа, Ъ, с € А. разрешимо в А то матрицы а0 с

6
912 \ _ I 1 19зз / \ 0 1

подобны, причемэлементы дц, дгг матрицы подобия д = удовлетворяютусловию ди, 722 Е А՜1. Таким образом, для разрешимости уравнения (1)в А необходимо и достаточно, чтобы существовала обратимая матрица д = 
. , ~ (а 0\ (а с\, где 7ц, 722 Е А՜1 такая, что 7 I 0 Ьу = (0 Ь ) Я-Ь) Пусть Н = Р(2+) и и Е ВЦП) - оператор одностороннего сдвига, т.е. £7(6,6,...) = (0,6»6»-)- Тогда £7’(6,6,-) = (6» 6»-)» а оператор и Vя ֊ проектор и и ия = 1. Рассмотрим уравнение (1) при а = £7, Ь = 0, с = р, где

р = 1 - иия - одномерный проектор. Это уравнение не имеет решения, так какв противном случае г = £7* £7 х = £7* р = 0, что невозможно. С другой стороны.матрицы сильно подобны, так как полагая д = £7 00 иполучим 7 . Отметим, что матрица д сильно обратима,однако £7* £ В£-1(Н). Этот пример показывает, что условие квазинормальностив Теореме 3 существенно.с) В случае Н = £3(2), оператор одностороннего сдвига есть нормальный оператор и условие Ь) нарушается.

Чл



42 М. И. КараханянСледствие 2.1. Пусть А - инволютивно-нормированная алгебра с единицей иа. Ь € А - эрмитово-нормальные элементы. Тогда разрешимость уравнения (1), 
. к (а 0 \ ( а с\где сЕ А. равносильна сильному подобию матриц , I и I I.Следствие 2.2. Пусть Л - инволютивно-нормированная банахова алгебра с единицей и а е А - хвазинормальный (в частности, эрмитово-нормальный)элемент. Для того, чтобы элемент с € А принадлежал образу 1т(6а) оператора5в необходимо и достаточно, чтобы матрицы О\ (а с\ а/ “ \0 а/ были сильноподобны ми.Теореме 4. Пусть Я(Л) - множество пар элементов (а, 6), а, Ъ 6 А, длякоторых разрешимость уравнения (1) равносильна сильному подобию матриц и , Тогда из (а, Ь) Е П{А) следуета) € Я(Л), если и 61 подобны а и 6, соответственно;Ъ) (Л-,а-)€Я(Л);с) (а՜1,6՜1) € Я(Л), если а, 6 Е Л՜1 ;<1) (а-»-А*1.6+А1)€ 'Я(Л) для всех А € С.Доказательство : а) Пусть элементы з, т 6 Л՜1 таковы, что = а,с21 ОО 6. , где матрица д 9и

921
912
922Осильно обратима. ИмеемОО т~ д сильно обратима, так как + УцУ^ = г“1(д21д;1 4-

^2^2)(т-1Г € Л՜1.

V = О и
Из предположения (а, 6) € Я(Д) разрешимо з А. Следовательно, с следует, что уравнение з ах — хЬ

= а1(зхт 1) — (зхг 1)Ь\У откуда получим(«1. *։) £ Ж А).Ь) Если матрицы Ь* с \ Ь' О а* ) И ( О сильно подобны, то матрицыобладают тем же свойством. Это означает, что с* = ах — хЬ разрешимов А Следовательно, с= Ьл (—х*) - (-2’)а\ откуда получим (/>*, а9) £ 7?(Л).I Пусть а, Ъ € Л х. Как и в Теореме 3, из сильного подобия матриц I а 2\ 0 6следует сильное подобие матриц О Ь ) ■ Тогдаиз разрешимости уравнения — асЪ — ах — х Ь следует с = а-1т — х Ь՜1. Следова-тельно,(аУтверждение б) очевидно. Теорема 4 доказана«

а ОО Ь

О
-\Ь֊')€Я(А).

О О



Об уравнении ах - xb= с в комплексных банаховых алгебрах 43Для инволютивной банаховой алгебры А дифференцирование на А симметрично, если Р(а’) = Р(а)*. Как показано в [19], если А - алгебра фон Неймана и 
О - ограниченное симметрическое дифференцирование, то существует элемент 
К € "ЩА} такой, что ЦЛЦ < -||Р|| и £>(<։) = ։4П(а) = ։(Л, а]. Таким образом, имеют место такие следствия.Следствие 2.3. Пусть А - алгебра фон Неймана и О - симметрическое диф­ференцирование на А Тогда для того, чтобы элемент с принадлежал 1т(^В)

_ К (hнеобходимо и достаточно, чтобы матрицы I , и \ 0 п )
h с \А , были сильно no­il п /добны.Следствие 2.4. Пусть А есть В*-алгебра и D - симметрическое дифференци-рование на Л. Пусть П(Л) - представление алгебры А. Тогда для того, чтобыоператор с € В£(Н) принадлежал образу -П(£>). необх • НГ мо и достаточно, что­бы операторные матрицы h 0\О h J и

h с\
q I были подобны, где h = h’ 6 П(А) и П(Л)“ - второй коммутант для П(А).Отметим, что в случае В’-алгебры А имеем have 'Н(А) = 5утп(Л), и подобие и обратимость матриц равносильны сильному подобию и сильной обратимости, со­ответственно. Следовательно, для В՝-алгебр из Теоремы 3. квазинормальность и сильное подобие можно заменить эрмитово-нормальностью и подобием, соот­ветственно.

ABSTRACT. The paper obtains necessary and sufficient condition for solvability of the equation ax - xb = c in a complex Banach algebra .4 with unit.
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