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§1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Многие задачи устойчивости движения тела сводятся к определению начальных 

условий, при которых задача Коши для некоторого обыкновенного дифференци­

ального уравнения имеет положительное решение (см. (1]). В настоящей статье 

этот вопрос рассматривается для уравнения

—+ 21- + (4 ’ + !), = а, (>0, (1.1)

с граничными условиями

v(0) = vo cos/3, t/(0) = ~vo(fcco8/3 + sin/3), (1.2)

где к и a - положительные постоянные. Заметим, что vq и 0 имеют определенный 

физический смысл, см. [1]. Мы ишем положительное решение уравнения (1.1) и 

поэтому будем предполагать, что vo - положительная постоянная, а 0 принадле­

жит интервалу (֊н/2, н/2).

Задача (1.1), (1.2) имеет общее решение вида (см. [2])

v(t) = voe՜*' соз(/3 + t) + ,-д^.-[1 - e“*‘(cost + Ajsint)]. (1.3) 

Будем предполагать, что параметры к, а и 0 фиксированы и удовлетворяют 

условиям к > 0, а > 0 и 0 £ (-н/2, т/2). Наша цель - выяснить, при 

каких положительных значениях параметра vo задача (1.3) имеет положительное 

решение на полуоси t > 0.

Положим
f(^) = e‘*’(jfccoetf -MiniA) - ekfl(kcos0 + sin0). (1.4)

Основным результатом данной работы является следующая теорема.
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Теорема 1. Пусть 0 -апЧапЬ. Функция (1.3) положительна на полу­

оси £ > О тогда и только тогда, когда

а
1° < соЦ^о - 0)(ксо80 + 8Ш0) + соа0 — кзт0'

где и>о является

1) либо единственным решением уравнения Р(^) = 0 в интервале

[я/2, я — агс։ав ^), если

— агс1ап к < 0 <
л
2’ (1.6)

2) либо единственным решением уравнения F(V’+7r) = 0 в интервале

(— агсгап к, т/2), если

(1.7)

При /? = — агс1ап к функция (1.3) положительна на полуоси < > 0 тогда

и только тогда, когда
д(1 + е~*) 
у/к^П ‘

(1.8)

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Случай (1.6). Пусть угол 0 удовлетворяет неравенству (1.6). Тогда

к СО30 + 51П0 > 0. (2.1)

Найдем сначала точки экстремума функции (1.3). Решениями уравнения у'(<) — 0

<п = фо + ПЛ, п = о, 1, ...» (2.2)

где

фо — агссо1
оо(к 81п 0 — сое 0) + а 

оо(к со80 + 31П0) (2-3)

я в л

Из (2.1) и (2.3) имеем

где

СОЯ фо — [г»о(£ зш 0 — сов 0) + а] ат фо 
оо(к соз 0 + 81п0) 0 < фо < а,

к сов0 + &ш0 
а = агсЬац -—:— ---------.

к 81П 0 - сов 0

(2-4)

(2.5)

В силу (2.4). получим

’’"(уо + 2п») > 0, о"(»>о + (2п + 1)я) < 0, п = 0,1,... (26)
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Следовательно, при I > 0 точками минимума функции т(<) являются точки <1п.

Подставляя I = 42п в (1.3) и используя (2.4), получим

= ~е к,'9о+2п’г,[то(1-2 + 1) - 2то<։(соз/3 - к зш 0) 4- а2]х

81П <р0
Уо(ксов0 4- зш/3)(&3 4- 1)

а
(2-7)

Рассмотрим функцию д(ы) = и2(к2 4- 1) — 2иш(соз/3 — кзш0) 4- а3, где 0 удовле- 

творяст неравенству (1.6). Функция д(и>) принимает свое наименьшее значение

в точке

—

а
к2 4-1

(соз/З — к з\п0),
(сое/3 — кэш/З)3

*2 + 1 (2-8)эЫ =

С другой стороны. соз/3 - кз\п0 как функция от 0 убывает в интервале (1.6). 

Следовательно

—к < соз0 — к зш/3 < соз( — агсЬап к) — к зш(— агеIап к) = у 1 4- к2. (2.9)

Из (2.8) и (2.9) имеем д(и0) > 0. Из (2.7) следует, что т(<31։) принимает свое 

наименьшее значение и(<ро) в точке п — 0. Так как т(0) > 0 и т(оо) > 0, то имеем

т(<) > 0 при £ > 0 тогда и только тогда, когда

г(9?о) = иое՜*’’0 соз(/3 4֊ ро) 4֊
а

к2 4- 1
[1 - е՜ (сое у?0 4- £зш<р0)] > 0. (2.10)

где <ро определяется формулой (2.3). Сначала для то > 0 решим уравнение

/(то) = •уо«՜1*’0 сов(/3 4- ро) + [1 — е-к*°(со8 у?о + *:зт ¥>о)] = 0. (211)

Заменив т0 в (2.11) на у>, согласно (2.3), получим

а________ ____
1,0 = со€<р(* соз 0 4- яш 0) 4֊ соз 0 - к зш 0 ’

(2.12)

где а определяется формулой (2.5). Следовательно

со! <р(£ соэ/З 4-зш/З) 4-соз/З- кз\п0 > 0. (2-13)

Легко установить, что

со։ „(*«./) + .шД) + со.Д- = 4^I* со.(? + V) + «а(Д + ?)]■ (2.14)

а

0 < р < а,
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Так как 0 < ? < *. то из (2-13} и (2.14) имеем

к соз(0 + ^) + sin(0 + ^) > О-

Из (2.5) получим cota = Следовательно

fc cos(0 4- a) 4- sin(0 4- a) = 0,

(2.15)

(2.16)

откуда имеем

a 4- 0 = — аг et ап к 4՜ пя, n = 0, ±1,±2,... (2.17)

Из (1.6) и (2.5) следует, что - arctan к < а 4-0 < |<. Следовательно, равенство

(2.17) имеет место при п = 1. Таким образом, неравенство 0 < <р < а можно

за сать в следующем виде :

0 < < -0 - arctan к 4- я1. (2-18)

Подставляя »о из (2.12) в (2.11) и используя (2.3), получим

------ --- cos(3_+ У)---------- -— —[ 1 — e“*'"*(cos 4- к sin <р)] = О- 
cot^>(Jkcos04- sin0) 4- cos0 — fcsin0 к2 4- 1

Используя (2.13) - (2.15), это уравнение запишем в виде

Ф(у>) = — sin0 - kcos0 4- ek*[fccoe(y> 4- 0) 4- sin(y> 4- 0)] = 0, (2.19)

или заменой переменных ф = 4- 0

Г(ф) = ekw(fccoeV’ 4-sinV*) - ekJ(fcco8 0 4- sin0) = 0. (2.20)

Из неравенства (2.18) следует, что достаточно найти решение уравнения (2.20)

в интервале

0 < ф < — arctan к 4- я. (2.21)

Наконец уточним знак функции Г(ф) при ф = я/2 и ф = — агс1ап к 4- я. Имеем

Р'(ф) = ек*со8^(^2 4- 1). Следовательно, Г(ф) возрастает в промежутке (0, я/2]

и убывает в промежутке (я/2, - аг с I ап к 4- я). Тая как Г(0) = 0, то имеем 

^(я/2) > 0. Используя неравенство £сов04-в։п0 > 0, получим Р(я — агс1ап к) = 

-ек3 (к сое 0 4- 8Ш0) < 0. Таким образом, функция Р(^) монотонно убывает

межутке (я/2, я — агс1ап&), и принимает разные знаки на концах этого

отрезка. Следовательно, уравнение (2.20) имеет одно решение фо в промежутке 
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(2.21). Причем F(4>) > о при V € (/Мо) и F(tf) < 0 при € (4>0.п - arctant). 

Очевидно, что уравнение (2.19) имеет одно решение до = V>o — 0 в промежутке 

(2.18), и
Ф(?) > 0 при € (0, до),

Ф(<р) < 0 при <р е (до, * - ardan k - ß).
(2.22)

Используя (2.12) и (2.22) заключаем, что на полуоси и0 > 0 уравнение (2.11) 

имеет одно положительное решение х0 = а [со1 до(£ сов/34-яш /3)4-соя/3—к вш/З]՜1, 

причем /(ио) > 0 при 0 < х>о < хо и /(^о) < 0, при хо < во < оо, где 

/(и) определяется формулой (2.11). Следовательно, решением неравенства (2.10) 

является т?о < Хо- Доказательство для случая (1.6) завершено.

Случай (1.7). Пусть теперь — j < ß < — arctanÄ:. Легко видеть, что функция 

4- х) монотонно возрастает в промежутке (-%/2, я/2), убывает в (х/2, т) и

удовлетворяет условиям F(ir - arctan к) = ek/i(k coe0+ einß) < 0 и 

> F(2ir+ß) = (1 — e3fcw)ek<J(k coeß 4-sin/3) > 0.

Следовательно, уравнение F(il> 4- г) = 0 имеет единственное решение в проме­

жутке (-arctan fc,x/2). Доказательство аналогично доказательству предыдуще­

го случая.

Случай (1.8). Пусть 0 = -агсеап&. и пусть д - наименьшее значение в(<), 

определенное формулой (1.3) в точках минимума. Имеем д = ®о/У^’24֊1 при 

во < а/у/к2 4֊ 1,

VQ при Vo >
а

У*’ + 1՜
а

Следовательно, д > 0 тогда и только тогда, когда о0 удовлетворяет (1.8).

Доказательство Теоремы 1 завершено.
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