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§1 . ЗАДАЧА И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В заметке рассматривается интегральное уравнение вида

^(։)= ±0<։<1, (1.1)
։ Jo

где /Си/- комплекснозначные бесконечно дифференцируемые функции, а - 

комплексная постоянная. Де а > 0. Мы ищем решение <р(х) уравнения (1.1) в 

классе С00 [0,1] комплекснозначных бесконечно дифференцируемых функций на 

отрезке [0,1].

Уравнения (1.1) возникают, когда решаем краевые задачи для эллиптических 

уравнений в случае, когда нарушается условие нормальности в одной граничной 

точке (см. [1]). Уравнение (1.1) при /(т) = 0 называется однородным.

Цель данной работы - найти необходимые и достаточные условия однозначной 

разрешимости уравнения (1.1) в классе С’°[0, ж; и указать эффективный метод 

решения этого уравнения.

Настоящая заметка содержит следующие две теоремы.

Теорема 1. Интегральное уравнение (1.1) имеет единственное решение

в классе С00[0,1] тогда и только тогда, когда

А = 0,1,... (1.2)
а + А

Теорема 2. Если условие (1.2) нарушается для некоторого целого 

А = Ао > 0, то однородное уравнение (1.1) имеет только одно линейно 
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независимое решение. Неоднородное уравнение (1.1) имеет решение в 

классе С^О. 1] тогда и только тогда, когда существуют комплексные 

постоянные Д|,.... да0-1 такие, что

Ло-1
/<Ао,(0) Ч- £ а*/(*>(0) =0.

Аг = 1
(1-3)

§2 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Лемма 1. Пусть р(х) € С°°(0, 1) и тп > 1 - натуральное число. Тогда 

функция р(г) представляется в виде

У>(х) = Со 4- схх 4- • • • 4- Ст-!!՞*՜1 4֊ Х>0(х), (2.1)

где ^о(г) ££*[0,1] и со,с»,....ст-1 - комплексные постоянные.

Доказательство : непосредственно следует из формулы Тейлора.

Лемма 2. Если ^(х), х € [0,1] - непрерывное решение уравнения (1.1), 

то функции хА^*’(х), к = 1,2.... также непрерывны на отрезке 0,1]. 

Доказательство : Функция

*(») = 4 /«■(։.։)։“• М<) л. Ф(0) = ֊ К(о, ом») (2.2) 
х° у0 а

непрерывна на [0.1]. Дифференцируя обе части уравнения (1.1) и используя (2.2) 

получим, что ху>'(х) также непрерывна на [0. 1]. Аналогично заключаем, что 

2!*р’*>(г) непрерывны на [0, 1] при любых к = 2, 3..... Лемма 2 доказана.

53. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2

Обозначим через Мт класс функций <?(х), представляемых в виде (2.1), где

х*?а,(х), к = 0,1.... непрерывны на [0,1]. Мы ищем решения уравнения (1.1)

в классе Мт.

Подставляя />(х) из (2.1) в (1.1), получим

*“*>»(։) ֊ ֊ Г Я(хЛ)։т+’-*1р։>(«) Л = Р(х) = /(х) - У* с^(х), (3.1)
70

где

Так как г*Рок,(х) непрерывны на [0,1], то имеем

Г’п(0) = 0, ] = 0,1,.... гл - 1. (3.2)
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Теперь рассмотрим ряд Для Би любого т, из (9) получимГ 
п€.У,

Очевидно, из I £ В вытекает х £ ЦГ=к0 для всех *о- Таким образом.

В — От Ап» гДе 1т имеют не пересекающиеся внутренности. Имеем :

П € ЛГи {п} С Дп) И {п : п € {п} с /т} = иГ=*0{п : п € ЛГ>; {п} с

[п] = Л:), где ко - минимальное число такое, что 1т - и*_ко 1к\. Тогда из

неравенства

< 22 52 тах|57,к0,к.т(х)| < 22^(х) < ?(х) 
ко»/ к=ко ко^

вытекает, что
I 22 Оп/.(х)|<М + ¥>(г), х$ в. (17)

Пусть теперь х € и т < 2*°՜1. Имеем т < 2к° \ п € ЛД и п < т, т.е. 

[п] < к0 - 1. Откуда следует,что {п} С не существует. Пусть (п) С /«, = 

0?^*. Тогда существует ро < ко такое, что {п} С /р!՞1 и 1р\а П 1к = 0. к — * О * О ♦ж ---- — * ---
Следовательно, из х € и {п) С следует, что х € \ > Ро1

и получаем

тах |5у։к0։к,т(г 11 т

для х € Я . Если т < 2*’՜1 и х Е 1^, то функция ^/„(х) - линейная 

яа интервалах оорядха *о - 1. Один из этих интервалов не есть интервал типа 
/<>!_։ (в противном случае не было бы интервала ^>). Дла этого интервала 

д(/ П Е») > Я)1(Г), откуда получим | £ а./.(»)1 < С1в(М.«) дли т е .

Наконец

22 ап/п(®) <С19(М,6) + ?(х) при (18)
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Теорема 3. Интегральное уравнение

М>(։) = V-L [‘ «А1-dt + ftz), 
, J Jo

Re Qj > 0

имеет единственное решение в классе С°°[0, 1) тогда и только тогда.

когда

А = 0,1,...
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