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В статье изучаются функциональные уравнения со сдвигами в клас­
се аналитических функций и получены необходимые и достаточные 
условия для их разрешимости. Результаты применяются в изучении 
нелокальных граничных задач для уравнения Лапласа.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть О - односвязная ограниченная область комплексной плоскости с доста­

точно гладкой границей Г. Пусть Об!>иР=РиГ. В области Д рассмотрим 

уравнение 
п

¥>(*) = 52а*(2)?(£*(*)) + /(*), * с Д, (1)
4=1

где <п(л), и /(г) - заданные аналитические функции, п - натуральное 

число, г - х + ху. Наша задача - найти аналитическую в Д функцию <р(г), 

удовлетворяющую уравнению (1).

Предположим, что

Рк(х) € О при г €15, к=1,...,п, (2)

Дк(О)=О, 1- = 1,2......п. (3)

При / = 0 уравнение (1) называется однородной. Докажем, что из (2) и (3) 

следуют неравенства
Ю)|<9<1, * = 1......... (4)

Некоторое частные случаи уравнения (1) в круге рассмотрены в [1], глава V . Если 

существует конформное отображение области Д на единичный круг, то заменой 

переменной уравнение (1) сводится к аналогичному уравнению в круге а это 
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уравнение можно решить методом, предложенным в [1]. Однако, в большинстве 

случаев конформное отображение сложно найти, и поэтому здесь предлагается 

другой метод. Докажем следующие теоремы.

Теорема 1. Если

£>»(0)1 <1, 
к = 1

(5)

то уравнение (1) имеет единственное решение, задаваемое рядом Ней­

мана

„(») = /(«) + V К», 
/=1

(б)

где — применение оператора

п
кт = £>»(։)/(&(։)) (7)

к = 1

] раз-

Теорема 2. Если выполнены условия

л 
£>(0) (Я(О)И # 1, ,=0.1...... (8)
*=1

то уравнение (1) имеет единственное решение.

Теорема 3. Пусть условие (8) нарушено для некоторых значений и 

пусть число таких случаев у > 1. Тогда уравнение (1) фредгольмово и 

число >х линейно независимых решений соответствуюшего однородного 

уравнения удовлетворяет оценкам

/х = 1 при и = 1 и 1 < /х < 1/ при р > 2. (9)

Здесь линейная независимость понимается в поле комплексных чисел.

Ниже число /х линейно независимых решений однородного уравнения (1) (при 

и > 2) получено при помощи производных функций о*(г) и /?к(г) в точке г = 0.

Замечание 1. Из (4) следует, что условие (8) удовлетворяется для достаточно 

больших значений 

51. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть функции 0х(г)......0п(г) аналитичны в односвязной области О, непрерыв­

ны в Р и удовлетворяют условиям (2), (3).
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Рассмотрим замкнутые области Dj и Gjk и числа d} (к — 1, 2..... п ; j = 0,1....),

определенные при помощи рекуррентных соотношений :

Л
Do = D, Dj+i = (J Gjk, dj = max |«|, (Ю)

*=։ *

где Gfk - образ области D} при отображении £ = 0k(z).

Так как аналитические функции 0\ (z), ...,0n(z) непрерывны в D и удовлетворяют 

условиям (2), (3), то

Oj € D. Gjk Е D. OEDj, 0 E Gjk, i = l,..,n, j = 0,1...... (11)

Лемма 1. Последовательность А, стремится к нулю при ] —► 4-ос.

Доказательство ։ Из определения множества О; следует, что каждая точка 

Zj € имеет представление

«7 = (0кх ° 0к, о - о 0к, )(*o), (12)

где (/ о р)(х) = f(g(z)), ki,...,k} - натуральные числа меньшие или равные п.

0к, ° 0к, о--^0к1 ~ суперпозиция функций 0kx(z), ...,0kj(*), & zq - точка из D.

Пусть z — конформно отображает единичный круг |£| < 1 на область D и

7(0) = 0, а £ = <f(z) - обратное отображение. Так как zq Е D. то

zo = тИо), (13)

где - точка из круга < 1.

Из (12) и (13) следует, что

Xj = (0kt ^0к, О- °0к, О7)(&). (14)

Обозначим

^(() = ОД(Л > = 1.....н. (15)

Функция о>;(£) аналитична в круге |£| < 1. непрерывна в |(| < 1 и удовлетворяет 

условию Wj(0) = 0, j = 1,

Из (2) следует, что

1^(01 <9. j — 1..... я, 141 < 1. (16)

где 0 < q < 1 •
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Так как 7(£(к)) = г, то

Ак, = 7°<* °Ркг (И)

Подставляя из (17) в (14) получим = 7(£Д где ош։, о...оик>)((0).

Тах как си, (0) = 0 () = 1......п) и 7(0) = 0, то согласно принципу максимума

модуля [2] при |£| < 1 имеем

(£) тах
1*1 = 1

1^(01
1.1 I тах ——— (18)

Ясно, ЧТО

тах |7(01 = тлх 1г1 = 9о-1*1=1 «ег
(19)

Из (16), (18) и (19) получим

к|«)1<д1а М01 < ?о 141- (20)

Следовательно, используя = 7(0)’ получим оценки |г^| < до?7. 1^1 < 90?7-

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Если £1(2), ...,/?„(։) удовлетворяют условиям (2), (3), то имеет 

место условие (4), где д как и в неравенстве (16).

Доказательство : Из (20) следует, что

«ДО

Переходя к пределу в (21) при £ 0. получим

14(0)1 < д.

(21)

(22)

Из (15) и (22) имеем си' (0) = 6(0)/3'(0)т*(0) = ^(0), !4(0)1 < !• Доказательство 

завершено.

Пусть с* = (ско,сц......,Ск>то_1), (к = 1,...,р) - система линейно независимых

векторов (д < т), и пусть

ГП —1 
^»(*) = 52 СМ **+*"* к = 1,...,д,

;=0

где Фк(я) - аналитические функции в Л. Напомним, что О € И.

Лемма 3. Функции ..., ^»„(г) линейно независимы в области О.
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Доказательство : очевидно.

§2. ИССЛЕДОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ (1)

Доказательство Теоремы 1 : Пусть имеет место неравенство (5). Положим

VB
||¥>|| = max |<p(z)|, рь = так V |a,(z)|, 4 = 0.1......

где Djt, (4- = 0,1,...) - замкнутые множества, построенные в. §1. Из (7) следует, 

что

max|K(/)| < Pj max |/(х)|, > = 0,1......
*€Dj '

Следовательно

max|Я>(/)| < ро max |K'-X(/)| < .... < Ро • • ||/||. (23)
re77 *€Oi

Из Леммы 1 и неравенства (5) получим

п

(24)

Следовательно, ряд (6) сходится равномерно в О и (6) является решением 

уравнения (1).

Теперь рассмотрим однородное уравнение (1), т.е. у>(я) = Я(1р). Тогда

(25)

Из (23) и (25) следует, что

М < Ро P\ -Pj -м. (261

Переходя к пределу при j —> оо и используя (24). получим ^(z) = 0. Доказатель-

ство завершено.

Доказательство Теоремы 2 : Пусть выполнено условие (8). Мы ищем решение

уравнения (1) в виде

= Cq + Cj Z + ... + Cm_i Z՞1 1 (27)

где Co, Cj, ..., Cm - 1 - постоянные. |£(z) аналитична в D и непрерывна в D, a m

удовлетворяет условию

£|a»(0)||#(0)r < 1- (28)
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Согласно Лемме 2 условие (28) выполняется для достаточно больших гп. Под­

ставляя ^(х) из (27) в (1), получим

։"*(«)-£ «И») ДГЮ *(*(»))=<•>(*), (29)

*=1
где

ы(я) = (со+С1/9к(х)+...+ст_1^’ *(х)) —сд—С1 х——ст_1 х + /(х).
*=1

Тах хак э левой части (29) порядок точки х = 0 не меньше тп, то имеем

ыу,(0) = 0, 5 = 0,т—1.

(30)

(31)

Полагая п
♦,(։) = -23a4(։)«;U), 

fcsl
и подставляя w(z) из (30) в (31), получим

= $!/>«»

1 - £ <u(0) I со = /(0), (32)
\ к=1 /

/г • \ J"1 1
l-£a։(0)(/3't(0)}’ I е, +52 = -/<>>(0), > = m-1. (33)

V / »=։ 3

Из (8) заключаем, что система (32), (33) относительно постоянных с0. Ci,..., с^_х 

имеет единственное решение, т.е. правую часть (29) можно считать известной. 

Разделив обе части уравнения (29) на хт, получим

ф(։) = 52 <»,„,(։) ф(Д (։)) + /„(։), 
k = l

(34)

где а։„(г) = а։(г) /т(г) =

Так как /3*(х) (к = 1,..,п) и и>(х) удовлетворяет условиям (3) и (31), то функции 

а* (х) и /гт. (х) аналитичны в Д и непрерывны в Д, причем

atm(0) = lim akm(z) = ak(0) (#(0))՞. I-4Û (35)

Из (28) и (35) следует, что £к=1 |акт(0)| < 1.

Следовательно, (34) удовлетворяет всем условиям Теоремы 1. Поэтому уравнение 

(34) имеет единственное решение и оно определяется рядом Неймана.

Таким образом, условие (8) обеспечивает существование и единственность реше­

ния уравнения (1). Теорема 2 доказана.
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Доказательство Теоремы 3 : Пусть условие (8) нарушается для неотрица­

тельных целых индексов ; = (л < jշ < .... < т.е.

п
^а,(0)(Д(0)И = 1, (36)
*=1

и
£ок(0)(Я(0)И#1. 3 = 0,1,2...... 3 #31,(37)
*=1

В представлении (27) берем т = ^ + 1. Из (37) следует, что 

л
5>к(0)(&(0))>#1, У=т,т+1,.... (38)
*=1

Пусть А - основная (треугольная) матрица системы (32), (33) при тп = + 1 и

пусть г - ранг матрицы А. Согласно условиям (36), (37) имеем

г = т — 1 при и = 1, (39)

тп — и < г < т — 1 при 1/ > 2. (40)

Однородная система алгебраических уравнений (32), (33) при /^'(О) = 0. ] = 

0,...,тп — 1 имеет ровно тп - г линейно независимых решений. Для разрешимости 

неоднородной системы (32), (33) необходимо и достаточно, чтобы функция /(г) 

удовлетворяла т — г линейно независимым условиям вида

гл- 1
£ Ьъ/(Я(0) = 0, 1 = 1......тп-г,
;=О

(41)

где Ьк; - постоянные, не зависящие от /(я).

Пусть выполнены условия (41). Тогда, подставляя частное решение системы (32).

(33) в (29) получим уравнение вида (34). Из (35) и (38) следует, что уравнение

(34) удовлетворяет всем условиям Теоремы 2. Следовательно, оно имеет е# нет-

венное решение. Подставляя постоянные со, Сх,...,ст—1 и функцию ՝/՛(֊) в пред­

ставление (27), получим частное решение уравнения (1). Таким образом, условия 

(41) являются необходимыми и достаточными для разрешимости неоднородного 

уравнения (1).
Подставляя общее решение однородной системы (32), (33) в (29), построим 

решение однородного уравнения (1) в виде

у?(г) = у*1(^) + ^2 ^з(,։) ■+■ *••՛ + :)’ ц — т — г.
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ГДе - постоянные, а функции р1(г),..., У>р(х) удовлетвор т всем усло­

виям Леммы 3. Следовательно, они линейно независимы и уравнение (1) имеет 

д = тп — г линейно независимых решений. Это означает, что уравнение (1) фред­

гольмово. Из (39), (40) и д = т-г следуют соотношения (9). Теорема 3 доказана.

В ходе доказательства Теоремы 3 мы доказали следующие два утверждения :

1) условия разрешимости уравнения (1) и системы (32), (33) совпадают;

2) числа линейно независимых решений однородного уравнения (1) и однородной 

системы (32), (33) совпадают.

Из Теорем 2 и 3 вытекает следующее следствие.

Следствие 1. Пусть в уравнении (1) имеем п = 1. Если выполнено условие (8), 

то уравнение (1) имеет единственное решение. Если же условие (8) нарушается 

для некоторого }> 0, то однородная уравнение (1) имеет только одно линейно 

независимое решение.

§3 . НЕЛОКАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ЛАПЛАСА

Пусть Д - односвязная ограниченная область с достаточно гладкой границей Г 

и О € О. В области Л рассмотрим следующую задачу : найти функцию ц(я), 

удовлетворяющую условиям

д2и д~и 
дх2 + ду2 = 0, г = х 4- ։у е Л. (42)

Л 
и(2) = 22«»*+д(г), 

*=х
:6Г, (43)

где ак - вещественные постоянные, д(г) - вещественная функция, /?к(я) - анали­

тическая функция в О.

Предположим, что д(г) удовлетворяет условию Гельдера на Г. а и и(х) 

удовлетворяют этому условию в £>. причем /?ь(я) € £> при ։ € О, 0*(О) = 0, 

к — 1,2, п.

Георема 4. Для однозначной разрешимости задачи (42), (43) условие

Л
5>»(&(0)У#1, 2 = 0.։,...
к=1

является необходимым и достаточным.

(44)
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Доказательство : Представим решение уравнения (42) в виде (см. [2]) :

u(x, j/) = ReV>(z), (45)

где i/»(z) аналитична в D, непрерывна в D и удовлетворяет дополнительному 

условию

Im^(O) = 0. (46)

Подставляя и(х, у) из (45) в (43), получим

Re$(z)=g(z), z 6 Г, (47)

где
п

Ф(г) = tf(z) - 22 ak ^(/М*))- (48)
k=i

Функция Ф(я) аналитична в D и непрерывна в D. Из граничного условия (47) 

она определяется с точностью до мнимой постоянной [2] :

Ф(г) = Фо(я) + 1С0, (49)

где Фо (г) - частное решение задачи (47), а Со - вещественная постоянная. 

Подставляя Ф(я) из (49) в (48), получим
п

^(х) = 22 а* ^(& (я)) + Фо(х) + 1 с0. (50)
к=1

Из (46) следует, что можно представить в виде

^(х) = с 4-х у>(г), (51)

где с - вещественная постоянная, a <p(z) аналитична в D и непрерывна в D.

Подставляя j>(z) из (51) в (50), получим
п п

с 4- Z <p(z) = 22 а* с + 22 afc Æk (х) (z)) 4- Ф0(х) 4- » с0,
к=1 к=1

и подставляя z = 0, имеем

(52)

(53)

Так как с и Со вещественны, то равенство (53) можно записать в виде

/ п \с [ 1 - ) = КеФо(0)| Со = -1тФ(0).
\ *=1 /

(54)
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Учитывая (53), уравнение (52) запишем в виде
И

= 52 —&(*)?(&(*)) + /(*)»
>ж!

где

м = Ф0(я) — Фо(0)

Подставляя из (51) в (45), получим

и(х,у) = с 4֊ Ке(х <р(х))։

(55)

(56)

где с и ^>(я) - решения уравнений (54) и (55), соответственно. Следовательно, ре­

шение задачи (42). (43) сводится к решению уравнения (55), которое исследовано 

в 51.
п

Ясно, что условием однозначной разрешимости задачи (54) является £ а* 1.
* = 1

т.е. (44) при 1 = 0. а условием однозначной разрешимости задачи (55) является 

(44) при } = 1. 2,.... Теорема 4 доказана.

Рассмотрим теперь число линейно независимых решений однородной задачи (42), 

(43) (поле вещественных чисел) и однородного уравнения (55) (поле комплексных 

чисел).

Если д(г) = 0. то уравнения (54) и (55) принимают вид

Аос = 0, (57)

¥>(*) = V а* (*)), (58)
*=1 2

в 
где Ао = V пк. 

4 = 1 
Пусть Ас 0. Из (56), (57) следует, что с = 0 и

и(х,у) = Яе(х ¥>(х)), (59)

где 1р(к) ֊ решение уравнения (58). Пусть <р1(я),..., у>м(г) ֊ линейно независимые 

решения уравнения (58). Тогда общее решение уравнения (58) записывается в 

виде

?(*) - 52(с* + *>*(*)• <60)
4 = 1

где с* и <2Ь - вещественные постоянные. Подставляя <р(г) из (60) в (59) находим, 

что функции Ке(я^4(я)) и Не(зг у>*(я)), к = образуют полную систему

линейно независимых решений однородной задачи (42), (43). При Ао = 1 анало­

гичная система образуется функциями 1, Яе(грк(г)) и Не(я^к(я)), к — 1, 

Мы пришли к следующему утверждению.
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Теорема 5. Число к линейно независимых решений однородной задачи

(42), (43) определяется формулой 

Пд 
(2М+1

при Ao # 1, 
при Ao = 1,

где /х - число линейно независимых решений уравнения (58).

Итак, если Ло •$. 1. то задача (42). (43) имеет решение тогда и только тогда, когда 

уравнение (55) имеет решение. Если же Ло = 1, то дополнительно полагаем, что 

КеФо(О) = 0.

Используя Теоремы 4, 5 и Следствие 1. получим

Следствие 2. Если в (43) имеем п — 1 и оц = 1, то однородная задача (42), (43) 

имеет только одно линейно независимое решение. Если же (Ц 1 и условие (44) 

нарушается для некоторого натурального числа ], то (42), (43) имеет два линейно 

независимых решения. В остальных случаях однородная задача (42). (43) имеет 

только нулевое решение.

ABSTRACT. The paper studies functional equations with shifts in a class 
of analytic functions and derives necessary and sufficient conditions for 
their solvability. The results are applied in the study of nonlocal boundary 
value problems for Laplace equation.

ЛИТЕРАТУРА

1. N. E. Tovmasyan, Boundary Value Problems for Partial Differential Equations and 
Applications in Electrodynamics. World Scientific. Singapore. 1994.

2. M. А. Лаврентьев. Б. В. Шабат. Методы Теории Функций Комплексного 
Переменного, Наука, Москва, 1973.

22 июля 1999 Армянский государственный
инженерный университет


