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В статье изучаются несколько функциональных уравнений с особенос- 
тямв и выводятся необходимые и достаточные условия для их разре­
шимости в классе аналитических функций. Получены формулы для 
решений в терминах сходящихся рядов. Результаты применяются для 
эффективного решения некоторых нелокальных краевых задач для 
уравнения Лапласа.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть £>+ ֊ односвязная ограниченная область в комплексной плоскости с до­

статочно гладкой границей Г, и пусть И՜ - дополнение замкнутой области 

= Д՜ и Г до полной комплексной плоскости. В области рассмотрим 

■‘сингулярное” функциональное уравнение

г՞ - а(г) ¥>(/?(*)) = /(г), г € (0-1)

где г = х + »у. п - натуральное число, называемое порядком особенности. <л(я), 

/3(г) и /(г) - аналитические функции в Наша задача - найти функцию ^(х), 

аналитическую в £)+. Черта над комплексным числом (или комплекснозначной 

функцией; означает комплексное сопряжение. Предположим, что а(г), /(г)

и •р(х) удовлетворяют условию Гельдера в замкнутой области Д4՜ и

/9(я) € при х € , (0.2)

Д(0) = 0. а(0)#0.

Уравнение (0.1) при / = 0 называется однородным.
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Будам говорить, что функция ^;(г) исчезает на бесконечности, если -► О 
V . • I

при |к| —► ос. Если неоговорено противное, линейная зависимость или независи­

мость понимается в поле вещественных чисел. В статье доказывается следующая 

теорема.

Теорема 0.1. Если 0, то однородное уравнение (0.1) имеет

только нулевое решение. Необходимым и достаточным условием для 
*4« 

разрешимости неоднородного уравнения (0.1) является условие

Яе /(я)^(я)</я = 0, ] — 1,2, 2л.

о/ ։ •

(0.3)

где *02П(2) — некоторые линейно независимые функции, авали-

тические в И՜, исчезающие на бесконечности. Эти функции зависят 

от натурального числа п и от функций а(я), Дх), но не зависят от /(я). 

Статья состоит из четырех параграфов. В §1 доказывается Теорема 0.1. В §2 

указывается метод решения уравнения (0.1). В §3 рассматривается уравнение 

(0.1) в случае п > 1 и /3'(0) = 0. В §4 результаты применяются к нелокальным 

краевым задачам для уравнения Лапласа.

§1. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ (0.1)

В этом параграфе полагаем, что п > 1, /Г(0) 0. а(0) 0. Сначала докажем,

что однородное уравнение

г՞ ^(я) - а(г) <р(0{г)) =0 (1-1)

имеет только нулевое решение. Пусть <р(г) - решение уравнения (1.1). Подстав­

ляя г = 0 в (1.1), получим ся(О) ^(0) = 0. Поэтому ^(0) = 0. Дифференцируя обе 

части уравнения (1.1) по я и используя ^(я) = 0, получим у?г(0) = 0. Аналогич­

но получим, что ^(к)(0) = 0, к = 0,1,.... Следовательно, у?(я) = 0. Рассмотрим 

краевую задачу Гильберта (задача сопряжения, [1]) :

г" р(я) - а(г) = ы(я) + р(к), я € Г, (1-2)

где ^р(я) и о/(я) - искомые функции, аналитические в и £2՜, соответственно, а 

9(х) ~ заданная функция на контуре Г. Предположим, что <р(х) и и»(я) непрерывны 

в замкнутых областях О'*՜ и О~ соответственно, <*>(х) исчезает на бесконечности, 

* ^(г) удовлетворяет условию Гельдера на Г.
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Прежде чем использовать несколько результатов из (1], докажем, что ородиал

гадаяа (1.2) (при д(*) = 0) имеет только нулевое решение. Пусть (^(г),у(х)) ֊ 

решение однородной задачи (1.2). Из (1.2) при д(х) = 0 следует, что функция 

ы(х) является аналитическим продолжением аналитической функции г" <^(х) — 

а(х) <р(0(г)) через контур Г на всю комплексную плоскость. Так как функция 

ы(х) исчезает на бесконечности, то по теореме Лиувилля (см. [2]) имеем, что 

и>(х) = 0, х € О՜, а решением уравнения

г" <р(х) - а(х) ¥>(/3(х)) = О, х 6

является только <р(х) = 0. Следовательно. однородная задача (1.2) имеет только 

нулевое решение. Индекс задачи (1.2) равен (—2п) (см. [1]). Так как одноу 

задача (1.2) имеет только нулевое решение, то (см. [1]) для разрешимости

однородной задачи (1.2) необходимо и достаточно выполнение 2п условий вяла

R« д(г)Ш](2} с/г = 0, ) - 1,2,..., 2п, 
Г

(1.3)

где оц(х),..., 1*»2П(х) - некоторые линейно независимые функции на Г. независящие 

от д(г).

В (1.3) возьмем д(х) = сы0(х), где с - комплексная постоянная, а “ Ана- 

литическая функция в О՜, непрерывная в замкнутой области Д՜ и исчезающая 

на бесконечности. Ясно, что для такой функции р(х) задача (1.2) имеет решение 

У?(х) = 0, ы(х) = —сь>о(х). Следовательно, функция д(г) — сыо(х) удовлетворяет 

условиям (1-3). Подставляя д(х) = о>о(*) и д(х) = ։ы0(х) в (1.3), получим

ы0(х)ы;(х)<й = 0, }'= 1, 2...., 2п. (1-4)

Из (1.4) следует, что ы,(х) является граничным значением аналитической в О՜ 

функции, исчезающей на бесконечности (см. [1]).

Докажем теперь, что условия (1.3) при $(х) = /(х) являются необходимыми и 

достаточными для разрешимости уравнения (0.1). Пусть ¥>(х) - решение урав­

нения (0.1). Тогда задача (1.2) при $(х) = /(х) имеет решение (^р(х).О). Следо­

вательно, функция д(2) = /(х) удовлетворяет условиям (1.3). И обратно, пусть 

функция д(г) = /(х) удовлетворяет условиям (1.3). Тогда задача (1.2) имеет ре­

шение (р(х),ы(х)). Из (1.2) при $(х) = /(х) следует, что ы(х) - аналитическое
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где

К(Ф0) = а(х)х —
__________ га—1

к = т-п
А(х) = X֊"/Мх).

(217)
Из (2.15) следует, что Г[к 1 (0) =0, к = 0,1,тп - п — 1. Если Ф0(я) удовлетво­

ряет условиям (2.10), то К(Фо) также удовлетворяет этим условиям. Мы ищем 

решение уравнения (2.16) в классе аналитических в области Д+ функций, не­

прерывных в замкнутой области В' и удовлетворяющих условиям (2.10). Норму 

функции Фо (я) в этом классе определим формулой

(|Ф0(г)|| = шах |Ф0(я)|.

Тогда этот класс будет банаховым пространством, которое обозначим через 

Вт-п- Оператор К, определяемый формулой (2.17), является ограниченным 

оператором, отображающим В,п~п в Вт_п.

Таким образом, решение уравнения (0.1) определяется формулой (2.12), где Фо(я) 

- решение уравнения (2.16), удовлетворяющее условиям (2.11), а постоянные 

Сх,..., Стп_1 определяются формулой (2.8).

2. Сначала предположим, что область является крутом |я| < R. Покажем, 

что если число тп достаточно большое, то уравнение (2.16) имеет единственное 

решение и его можно найти методом последовательных приближений.

Для оценивания нормы оператора К положим

И'(х) = Ф0(х)- £ ^У^х‘. (2.18)

где Ф0(я) € Вт-п- Ясно, что И^^О) = 0, к = 0,1,..., тп — 1. Согласно принципу 

максимума модуля (см. [2])

|Иг(г)я-т| < тах|Иф)|/Г՞’, 
|։|=Я г < R. (2.19)

Применяя неравенство Коши, получим

ЦФ.11
Л* ■ (2.20)

Из (2.18) и (2.20) имеем

11^11 < (п + 1)ЦФ0||. (2.21)



Некоторые сингулярные функциональные уравнения... 25

И։ (2.19) и (2.21) следует, что |W(z)| < (n + 1) Я "• ||Ф0|| |xm|, |х| < Я и

|W(/?(*))| < (п + 1) Я-” ||Фо|| I0(z)|m. kl < Я. (2.22)

Из условия (0.2) вытекает |/3(к)| < Яо < Я. Так как /3(0) = 0. то

Следовательно

ß(*) шах 
|*|=я

ßW 
z

1Д(Х)| < м|х|,

где р = ^ < 1. Из (2.22) и (2.23) имеем
Н

к՜՞ ЙчЖ)1 < (n + 1) Я՜՞* ||Фо|| |z|m-\ kl < Я.

(2.23)

(2.24)

Так как к1 < Я. то в силу (2.24) можем записать

z֊nWß(z)) <(п+1)Я-"||Ф0||/". (2.25)

В силу (2.18) оператор К запишем в виде

Я(Фо) = а(г)г'п W(/3(z)). (2.26)

Из (2.25) и (2.26) следует, что |Я(Фо) I < ||а|| (п + 1) Я " ||Фо(Iм"*•

Так как 0 < д < 1, то для достаточно больших натуральных значений т имеем

HalKn+Dfi-" < 1, (2-27)

z

т.е. норма оператора К в соответствующем пространстве Вт-п меньше 1. Сле֊ 

довательно. в этом пространстве уравнение (2.16) имеет единственное решение, 

задаваемое рядом Неймана (см. [3])

♦<,(։) = F,(z) + K(F,) + №(F։) + .... ;г.28)

где К1 - действие оператора К ] раз.

Ряд (2.28) сходится равномерно в замкнутом круге к1 < Я и

|*'(А)|< ^11—, к1<л, 
1 — Ят

где цгп — левая часть неравенства (2.27). Условие (2.11) можно записать в л .где

. Яе (ск - = к~т-п,...,т-1. (2.29)
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1т Л- = т — п,т — 1. (2.30)

Подставляя с, и Ф0(к) из (2.8) и (2.28) в (2.29) и (2.30), получим

£,(/) = 0, ; = 1,...,2п, (2-31)

где - линейные ограниченные функционалы, определенные на Вт_п. Сле­

довательно, условия (2.31) являются необходимыми и достаточными для разре­

шимости уравнения (0.1). Пусть функция /(к) удовлетворяет условиям (2.31). 

Тогда решение уравнения (0.1) определяется формулой (2.12), где постоянные 

С1,...,Сп»-։ и функция Фо(г) определяются формулами (2.8) и (2.28), соответ­

ственно. Из Теоремы 0.1 следует, что функционалы £1,..., £2п линейно незави­

симы и условае (2.31) можно записать в виде (0.3).

3. Теперь рассмотрим уравнение (0.1) в произвольной односвяэной области £>+.

Пусть - аналитическая функция, входящая в уравнение (0.1) и £к (£ =

0.1,...) - последовательность замкнутых областей, где £>о = Р+, а Рп 

области Д,-1 при отображении ( = (3(г) (п = 0,1,...). Ясно, что Рц-х € Пк € Р+ 

(Ь =1,2,...).

Лемма 2.1. Последовательность <4, = тахх€о. |г| монотонно сходится к 

нулю при п —► 4-ос.

Лемма 2.2. Имеет место оценка |/Э'(0)| < 1.

В случае, когда область О является кругом |г| < R, Леммы 2.1 и 2.2 непосред­

ственно следуют из (2.23). Общий случай можно свести к этому при помощи 

конформного отображения области Р на круг |г| < R.

Теперь решим уравнение (0.1) в области Р+. Согласно Лемме 2.2, область Р*

содержит круг |к| < R такой, что |/3(к)| < |ж|, |к| < Л, где 0 < д < 1 -

постоянная. Поэтому условия (2.31) необходимы для разрешимости уравнения 

(0.1) в области Р+. Предположим, что условия (2.31) выполняются и пусть у?о(*)

- решение уравнения (0.1) в круге |к| < Я, т.е.

^о(х) = Г"(/(2) + ф)^(։))), И < R. (2.32)

При г — 0 правая часть равенства (2.32) понимается как предел этого выражения 

при г -4 0. При 0 < |г| < R, из (2.32) следует, что этот предел равен у>о(0).
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Следовательно, правая часть (2.32) аналитична в круге |г| < Я и непрерывна в 

замкнутом круге |г| < R.

Определим последовательность функций ^к(к) рекуррентным соотношением 

¥>*(*) = *՜“ (/(к) + а(я)¥>к_х(/3(к))), к = 1,2..... (2.33)

Из (2.32) и (2.33) имеем

?*(*) = Ро(*)| |«1 < Л, к =1,2...... (2.34)

По Лемме 2.1 существует натуральное число и такое, что область принадле­

жит кругу |г| < R. Поэтому неравенства (2.32) и (2.34) имеют место в области 

Д,.

Так как <^о(к) аналитична в Р„, то из соотношений (2.33) и (2.34) следует, что 

функция ^>1(я) аналитична в области Рр_х. Аналогично, при к = 2 из этих 

соотношений следует, что у>з(г) аналитична в /\_2, и т.д.. Наконец получим, 

что аналитична в 2?+.

Теперь покажем, что ^„(г) удовлетворяет уравнению (0.1). т.е.

*՜” ¥»»4*) - <Ф) У»*(/?(*))=/(*). хеР+. (2.35)

Обе части равенства (2.35) аналитичны в £>+. Так как = ^о(к) при г € 

и У’оГ-։) удовлетворяет (0.1) в области £>„, то заключаем, что (2.35) справедливо 

сперва в а потом в Д+.

Из (0.2) следует, что ^р(0(к)) аналитична в замкнутой области £>*. Поэтому 

из (2.35) следует, что функция непрерывна в замкнутой области Р+ и 

на контуре Г удовлетворяет условию Гельдера. Следовательно, условие (2-31) 

является необходимым и достаточным для разрешимости уравнения (0.1) в 

области и функция является решением (0.1).

53. ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ УРАВНЕНИЯ (0.1)

Пусть п > 1, а(0) ^0 и

/3<‘>(0) = 0, * = ».։..... V-1; ^-’(0) # 0, (3.1)

где V > 2 - натуральное число.

1. Сначала рассмотрим однородное уравнение (1.1). Положим
п

Р = «(0)
/3(у)(0)՜ (3.2)

Теорема 3.1. Если д - натуральное число и |р| = 1, то однородное 

уравнение (1.1) имеет единственное линейно независимое решение. В 

остальных случаях это уравнение имеет только нулевое решение.
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Доказательство : Пусть уравнение (1.1) имеет нетривиальное решение. Тогда

это решение можно представить в виде

?>(*) = х՞* ^0(х), (3.3)

где т - натуральное число, у?о(х) аналитична в Р+, непрерывна в замкнутой

бласта Г4՜ и <,Ро(0) / 0. Из условия (3.1) следует

0(г) = я1' /Зо(х), А)(0) = ^-֊Л (3-4)

где /Зо(х) аналитична в и непрерывна в замкнутой области .

Подставляя у>(х) из (3.3) в (1.1) и учитывая (3.4), получим

г"*т¥>о(г):=хт‘'ао(г)¥>о(^(х)) = 0, хе Д+, (3.5)

где

а0(х) = а(х)Д^(и). (3.6)

Так как у^о(0) 0 и ао(0) # 0, то точка я = 0 является (п 4- т)-кратным

нулем левой части (3.5) и ту-кратным нулем правой части (3.5). Следовательно, 

т 4- п = т у. Отсюда следует, что

= т. (3-7)

Следовательно, д есть натуральное число.

Разделив бе части (3.5) на я и учитывая (3.7), получим

^о(х) = ао(х)^о(/3(х)), хб£>+. (3.8)

Подставляя я — 0 в (3.8), получим

^о(О) = ао(0) ^?о(0) или у>о(0) = ао(0) ро(0). (3-9)

Из (3.9) имеем

1Ро(0)(1 - |ао(0)|’) = 0. (3.10)

Так как у>о(0) 0. то из (3.10) получим

|ао(0)| = 1. (3.112)
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Из (3.4), (3 6) и (3.11) имеем 1р| = 1. Таким образом, для того, чтобы уравнение 

(1.1) имело нетривиальное решение, необходимо, чтобы д было натуральным 

числом и |р| = 1. Предположим, что эти условия выполняются. Тогда

ао(0) = р= е1', (312)

где 6 - аргумент числа р.

Умножая бе части (3.9) на е՜ и учитывая (3.12), получим

13.13)

Следовательно, ^>о(О)е~,в^2 = со, где Со - некоторая вещественная постоянная. 

Таким образом, функцию ^о(^) можно представить в виде

^о(с) = Ро(0) + * Л>(с) = Со։'*/г +*Л>(*). (3.14)

где ^о(*) аналитична в £>+ и непрерывна в замкнутой области £)+. Подставляя 

д?о(*) из (3.14) в (3.8), получим

Л։(։) = М*) А>(Д(*)) + со9(г), (3.15)

где
«/ \ ֊ а(,\ - ао(г)е',*/2

£ 2

Из (3.1) и (3.12) следует, что функции Ь(х) и д(г) аналитичны в непрерывны в 

£)+ и 6(0) = 0. Определим оператор К так : К(д) = 6(х)р(/3(х)). По Леммам 2.1 и 

2.2, при любой вещественной постоянной Со уравнение (3.15) имеет единственное 

решение, определяемое рядом Неймана :

<хМ = со <5 + К(я) + №(9) + ...). (3.1«)

Ряд в (3-16) абсолютно сходится в £>+. Следовательно, общее решение уровне֊ 

ния (1.1) определяется формулами (3.3), (3.14) и (3.16), где со - произвольная 

вещественная постоянная. Из этих формул следует, что уравнение (1.1) имеет 

единственное линейно независимое решение. Теорема 3.1 доказана.

2. Теперь рассмотрим неоднородное уравнение (0.1) при /У(0) = 0. Решение 

уравнения (0.1) представим в виде 
О

<р(г) = У2 (с* + ><й) 0(х)> (3-17)
*=о
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где с} и Л, = 0,1,.... тп— 1) - вещественные постоянные. 0(г) аналитична в £>+ и 

непрерывна з замкнутой области Р+, ат- натуральное число, удовлетворяющее 

условию

т > д,

где д определяется формулой (3.2).

Неравенство (3.18) можно записать в виде

т 4֊ п < т I/.

(3.18)

(3-19)

Подставляя <р\х) из (3.19) в (0.1). получим

- а(г)/Г (г) = Г(г), (3.20)

где

т — 1 гл —1
£(։) = /(։)-»• £ (с* + •<£.)?+а(х) (с. - Н,)^(г). (3.21)

*=О А=О

Из (3.1) и (1.1) следует, что все производные левой части (3.20) до порядка

т + п ֊ 1 в точке г = 0 равны нулю. Следовательно, условие

Г’»(0) = 0, ; = 0,1,...,т+п-1 (3.22)

необходимо для разрешимости уравнения (3.20).

Условие (3.22) можно записать в виде

ЯсГ'-^О) = 0, 1пъГ^(0) = 0, ; = 0,1, ...,тп+п — 1. (3.23)

Подставляя Е(т) из (3.21) в (3.23), получим систему алгебраических уравнений

А а = Ь. (3.24)

где а = (сд..... Ст-1, - 2т֊мерный вектор-столбец, 6 - 2(тп 4- п)-

мерный вектор-столбец с элементами Ке/^}(0), 1т/^*'(0), (£ = 0,1,...,т + п — 

1), а А вполне определенная вещественная матрица размерности 2(т + п) х 2т. 

Элементы матрицы А не зависят от функции /(г). Наряду с уравнением (3.24) 

рассмотрим однородное уравнение

ВЭ = 0, (3.25)
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где В - транспонированная к матрице А. а /3 - искомый вещественный 2(т4- п)- 

мерный вектор-столбец.

Обозначим через г ранг матрицы А. Однородное уравнение (3.24) (для 6 = 0) 

имеет 2(тп 4- п) - г линейно независимых решения и (см. [4]) необходимым и 

достаточным условием разрешимости неоднородного уравнения (3.24) является 

следующее условие :

(Ь,0к) = 0, к = 1,..., 2(т + п) - г, (3.26)

где/?* (А- = 1,..., 2(т 4-п) — г) - линейно независимые решения уравнения (3.25), 

а (6,^*) является скалярным произведением векторов Ь и (3*.

Следовательно, условия (3.26) необходимы для разрешимости уравнения (0.1). 

Предположим, что эти условия выполнены и а = (со, ...,ст_ 1,</0,х) явля­

ется частным решением уравнения (3.24). Подставляя это решение в (3.17) нахо­

дим, что Р(г) удовлетворяет условию (3.22). Следовательно, функция Г(я) я՜"՜*" 

- аналитическая в £>+ и непрерывная в замкнутой области Обе части урав­

нения (3.20) разделив на яп+т получим

^(я) = а0(г) ^(/3(х)) 4- Го(х), (3.27)

где а0(я) = а(г)0т(г)г-п-т, Г0(я) = Г(я)я՜՞՜"*. Из условий (3.1) и (3.19) 

получаем оо(0) = 0. Определим оператор Ко по формуле АГо(16) = ао(^) ^(/5(я)). 

Как и (315), уравнение (3.27) имеет единственное решение, определяемое рядом

Неймана
= Ро(г) 4- Ко(Ро) 4- К^Ро) 4֊ .... (3.28)

Подставляя 0(я) из (3.28) в (3.17) получим частное решение уравнения (0.1). 

Таким образом, условие (3.26) необходимо и достаточно для разрешимости 

уравнения (0.1). Так как уравнение (0.1) линейное (над полем действительных 

чисел), то общее решение уравнения (0.1) определяется формулой у>(х) = ?о(г) + 

^х(я), где ^о(*) - частное решение неоднородного уравнения (0.1), а у>։(я) - общее 

решение однородного уравнения (0.1). Таким образом, для 1.3(0) — 0 уравнение 

(0.1) полностью решено.
Теперь определим ранг матрицы А. Подставляя общее решение однородного 

уравнения (3.25) (для Ь = 0) в (3.17), аналогично покажем, что однородное 

уравнение (0.1) (для / = 0) имеет (2т - г) линейно независимых решений.
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Отсюда и из Теоремы 3.1 следует, что если д - натуральное число и |р| = 1, 

то г = 2т — 1. В остальных случаях г = 2т.

Следовательно, если д - натуральное число и |р| = 1, то число линейно незави­

симых решений уравнения (3.25) равно 2п 4֊ 1. Во всех остальных случаях это 

число равно 2п.

§4. НЕЛОКАЛЬНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ 

УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА

Задача. Найти дважды непрерывно дифференцируемое вещественное решение 

уравнения Лапласа

д~и д2и _
дх2 ду2 kl < h z = х +1у, (4.1)

удовлетворяющее граничному условию

u(z) - a(z)u(/?(z)) = g(z), kl = 1. (4-2)

где а(г), д(г) - заданные вещественнозначные функции на Г, а /3(х) аналитична 

в круге [г < 1 и удовлетворяет условиям |/3(х)| <1, к| < 1, /?(0) = 0.

Предполагается, что функция д(г) удовлетворяет условию Гелъдера на окруж­

ности kl = 1- 0(?) и u(z) непрерывны в замкнутой области |z| < 1, a a(z) имеет
вид 

п 
й(я) = Со + ^(с* гк + с?2й), (4.3)

* = 1
где с* (к = 0,.... п) ֊ постоянные (со - вещественная, а сп 0).

Известно, что любую непрерывную вещественнозначную функцию можно ап­

проксимировать функциями вида (4.3).

В [1 эта задача была решена методом, аналогичным методу решения сингу­

лярных интегральных уравнений. Здесь предлагается более эффективный метод 

решения этой задачи. Функцию (4.3) можно за сать в виде•Г.

(4.4)

где
п

«(։) =£„։" + ^(с> х"+‘ + 2»
к = 1

А решение уравнения Лапласа представим в виде (см. [2]} 

u(z) = bn_i + Re(z p(z)), (4-5)
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где - вещественная постоянная, а ^(х) аналитична в круге |х| < I и 

непрерывна в замкнутом круге |։| < 1.

Подставляя (4.5) в (4.2) получим

В.е[ху>(х)-а(х)у>(/3(г))/3(х)] =/(я), |х| = 1, (4.6)

где /(г) = ф) - 6п_!(а(г) - 1).

Так как а(г) - вещественнозначная функция на окружности |г | = 1, то

Ке(а(։),>(0(։))/3(2)) = Не(а(г) (о(/3(г))0(г)). (4.7)

Из (4.4) и (4.7) следует, что граничное условие (4.6) можно записать в виде

= Л»). 1*1 = ։• И-8)-

где

Ф(г) = гяр(2) + <2о(х)у>(0(2)), |г| < 1, <2о(*) = (4.9}

Из условия /3(0) = 0 вытекает, что функции Ф(х) и фо(г) являются аналитичес­

кими в круге |г| < 1 и непрерывны в замкнутом круге |х| < 1. Следовательно,

Ф(к) = Л(х) 4- Г,(х), (4.10)

где Ф(х) определяется из граничного условия (4.8), причем (см. [1])

Г (* + х)/(«)<3*
2тг։ ] (1-х)4

1*1=1

Л(х) = + £ [*»(** - + <<*» («‘ + *’-’-*)],
*=0

где 6к (к = 0,...,п- 2) и (1к (к = 0..... п - 1) - произвольные вещественные

постоянные. Таким образом, для определения функции ^>(х) получим уравнение 

(4.9), где функция Ф(х) определяется формулой (4.10). Уравнение (4.9) при 

заданной аналитической функции Ф(х) полностью исследовано в $§2, 3. Сначала 

рассмотрим случай, когда /3(0) = 0, ^(0) 0. В §2 для этого случая показано,

что уравнение (4.9) относительно аналитической функции <р(х) имеет решение 

тогда и только тогда, когда функция Ф(х) удовлетворяет 2п условиям вида |см. 

(2.33)) :
£;(Ф) = 0. ; = 1,...,2п, (4.11)
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где £; - некоторые линейно независимые функции. Подставляя Ф(г) из (4.10) в 

(4.11), получим систему алгебраических уравнений вида

В С = ц, (4.12)

где С = (&о,.... Ьп-ь de, ...,dn_i) - искомый вещественный вектор-столбец, д =

Яа* “ 2п-мерный вещественный вектор-столбец, а В - квадратная матрица

порядка 2п х 2п, элементы кото[ й вещественные постоянные. Отметим, что

матрица В г вектор д известны, элементы матрицы В не зависят от функции 

/(z), а элементы вектора ц представляются в виде /ц = £*(/), (k = l,...,2n), 

где Zi, £j..... Ltn - некоторые линейные, ограниченные функционалы в классе 

аналитических функций в круге |х| < 1. Следовательно, задача А имеет решение 

тогда и только тогда, когда уравнение (4.12) имеет решение. Пусть С - решение 

уравнения (4.12). Подставляя это решение в (4.10) и решая уравнение (4.9) 

относительно р(г), получим решение задачи А с помощью формулы (4.5). Таким 

образом, мы доказали следующие следствия.

Следствие 4.1. Задача А имеет единственное решение тогда и только тогда.

когда DetB 0.

Следствие 4.2. Число линейно независимых решений однородной задачи А 

равно 2п — г. где г - ранг матрицы В.

ABSTRACT. The paper studies certain functional equations with singu­
larities and derives necessary and sufficient conditions for their solvability 
in a class of analytic functions. Formulae for solutions in terms of conver­
gent series are obtained. The results are applied for effective solution of 
some nonlocal boundary value problems for Laplace equation.
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