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В статье получены формулы, представляющие корни любого полино
ма порядка п в виде контурных интегралов. Они применяются для 
решения трансцендентных алгебраических уравнений.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Основная цель настоящей статьи - показать, что корни я* любого полинома Р(я) 
порядка п можно представить в виде

1 ГгР'МИг , ,
Р*(я) ’ (°-1)

где Р1(я),..., Рп(я) - некоторые полиномы порядка не выше п, а 71..... тп -

некоторые окружности такие, что Рк(г) 0, г Е Ук (к — 1...... п). Указан

алгоритм нахождения полиномов Рк(х) и окружностей 7* (к = 1,...,п).

§1. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Пусть Р(я) и - полиномы порядка п и т (п > т), соответственно, не 

имеющие общих корней. Тогда (см. [2]) существуют полиномы Ро(г) и <?о(*)

такие, что

(1.1)

Сначала получим условия, при которых полиномы Ро(я) и (?о(я) определяются 

из тождества (1.1) единственным образом.

Лемма 1.1. Пусть Р(я) и @(я) — полиномы порядка п и тп, соответствен

но, и не имеют общих корней. Если порядки полиномов Ро(я) и (?о(*) 

не превышают п— 1 и т — 1, соответственно, то эти полиномы опреде- 

ляются из (1.1) единственным образом.
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Доказательство : Пусть

п

Р(х) = ^акгк, 
к=0

т
<?(*) = А

Дг=О
(1.2)

п — 1 
ро(г) = 52 е***’

*=0

т — 1

Зо(г) = У7 <** 2*։
к=0

(1.3)

Коэффи енты этих полиномов, вообще говоря, комплексные постоянные, приII .

чем ап = 1 и Ьт 0.
Подставляя Р(г), 0(г), Ро(*) и <2о(*) из (1.2) и (1.3) в (1.1), полупим систему 

алгебраических уравнении

А а = 0, (1-4)

где А - квадратная матрица порядка т + п, элементами которой являются

линейные комбина коэффициентов полиномов Р(г) и (?(х), а а и/?- (тп + п)-

мерные вектор-столбцы а = (со,сп-ь •••» 1) И 0 — (1, 0, ...,())•

Достаточно показать, что с!е1Л / 0. Предположим обратное. Тогда однородное 

уравнение АС = 0 имеет ненулевое решение с = (со, ...,сп_1, ...,<4п-1) и 

полиномы в (1.3) с этими коэффициентами удовлетворяют тождеству

Р(2)Зо(*) + С(г)Ро(г) = 0. (1.5)

Ясно, что хотя бы один из полиномов Ро(г) и фо(*) тождественно нс равен нулю.

Для определенности, пусть Р0(г) £0и пусть г0 - один из корней полинома Р(г).

По предположению имеем £?(хо) г 0.

Подставляя г = го в (1.5) получим Ро(*о) = 0- Полиномы Р(г) и Ро(г) представим 

в виде

Р(г) = (г - го)՞0 Я(х), Р0(к) = (к - хоГ° Яо(*), (1-6)

где по и то - некоторые натуральные числа, а Л(г) и Яо(^) ~ некоторые 

полиномы такие, что Я(хо) # 0 и Яо(^о) # 0.

Подставляя Р(г) и Р0(г) из (1.6) в (1.5), получим

<?(х)Ао(х)(х ֊ хоГ0՜”0 7х
Оо(։) ------------------ ад------------- ' ( '

Так как полином <?о(*) непрерывен в точке г0 и (?(го) # 0, Яо(*о) # 0 и Я(г0) 0,
то из (1.7) имеем

то > по, (18)
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а это означает, что полином Po(z) имеет по крайней мере п корней (учитывая 

кратности). Это невозможно, так как по предположению порядок полинома Pq(z) 

не превышает п — 1 и Po(z) £ 0. Из полученного противоречия следует, что 

deM /Ои система (1.4) имеет единственное решение. Лемма 1.1 доказана.

Пусть теперь P(z) и Q(z) - полиномы порядка п и тп (тп > п) соответственно, 

не имеющие общих корней. Мы получим равенство (1.1) при помощи алгоритма 

Евклида (см. [2]). Имеем

P(z) = Q(z)Po(z) + r1(z),

Q(z) = n(z) Px(z) +r2(z),

(1-9)

(1.10)

(1.11)гД*) = rj+i(z) + Ъ+Д*)» j — 1, •••»

где Яо(х)..... Як+1(ж),г1(г),...,г*+։(2) - полиномы такие, что гк+2(х) = С ± 0,

причем
degгl(z) < degQ(z)1 (1.12)

1 < <1е8г>+1(г) < <!е8г7(*)• (113)

Из соотношений (1.9)-(1.11) полиномы гДя) (; = 1,..., & + 2) определяются 

единственным образом :

г,(х) = Р(х) - <?(х) Яо(х), (1.14)

r>(։) = P(x)<?J(z) + QU)P,(x), j = 2..... k + 2. (1-15)

ПНР Р I т\ W OJ т\ — ггпдкплмкт.- - j 1 • / ’* yj С / “ 'Г

Так как rk^2(z) = С # 0, то равенство (1.15) при j = + 2 можно записать в

виде

P(z)Qo(z) + (?(z)Po(z)Hl, (1.16)

где
Oo(։) = «èüW, poW = ^W. 

U ь
Покажем, что

degQo(z) < deg<?(։|, degPo(x) < degP(x).

(1.17)

(1.18)

Методом индукции можно доказать, что в (1.15) порядки полиномов Р}(г) и ОД*)

определи тс я формулами
J-1 

degPy(z) = У2 degPk(x), j = 2..... k + 2,
и=О

(1.19)
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J-1
degQj(z) = ^2 degRv(z), j - 2....» k + 2.

m=1

(1-20)

Из (1.9)-(1.U) имеем

degP(z) = degQ(z) 4- deg/?o(*)։ (1-21)

degQ(z) = degrx(z) 4- degPx(z), (1-22)

degFj(z) = degry+i(z) 4- degPj+i(z), j = (1-23)

Суммируя левые и правые части (1.21)-(1.23), получим

degP(z) = degrk+1(z) 4- 52 deg-Rj(*)• (I-24)
j=0

Подставляя degP(z) из (1.21) в (1.24), получим

degQ(z) = degrk+j(z) 4֊ 52 degPJz). (1-25)
J=1

Тах хак degrk+l(z) > 1, то из равенств (1.19), (1.20) при ; = Л 4- 2 и (1.17), 

(1.24) и (1.25) имеем degP(z) > degPk+2(z) = degPo(z), 4е8$(г) > dcgQk+2(z) = 

<^<2о(г). откуда следует (1.18).
Пусть теперь Р(я), Ро(*) и фо(*) “ полиномы (1.2) и (1.3), и пусть А -

матрица, входящая в уравнение (1.4). Единственным ограничением, наложенным 

на Р(г) и ф(г), являются условия ап 1 и 6т ^0.

Лемма 1.2. Полиномы P(z) и Q(z) не имеют обших корней тогда и

только тогда, когда

deM / 0. (1-26)

Доказательство : Пусть 8е(;Л / 0. Тогда имеет место тождество (1.1), где Ро(г) 

и С)о(2) определяются формулой (1.3), а а = (со, ...,сп-1,^о..... ^т-1) ~ решение

системы уравнений (1.4). Из тождества (1.1) следует, что Р(х) и не имеют

общих корней.

Предположим теперь, что P(z) и Q(z) не имеют бших корней. Для заключения,

что det Л 0 достаточно применить доказательство Леммы 1.1. Лемма 1.2

доказана.

Пусть P(z) - полином порядка п и имеет только простые корни, и пусть Pq(z)

и Qo(z) ~ полиномы порядка п — 1 и п - 2, с тветственно, удовлетворяющие
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(1.1) при (?(я) = Р'(г). Пусть ао,...,ап (а* = 1) и с0, ...,сп_х - коэффициенты 

полиномов Р(х) и Р0(х), соответственно. Положим

я = 1 + 521акЬ
Дг = 1

л— 1

в = 52Ым»
*=1

_ Л А ;Ъ -1)...Ь -(/с-1)) 
Л!к=2>=к

(1.27)

(1.28)

(1.29)

Лемма 1.3. Пусть Р(х) - полином порядка п, имеющий только простые 

корни. Тогда
|е'(«)1>4. * = ։.... ..  (1-зо)

О

|х>-**|>а, 3± к, = 1,...,п). (1.31)

Доказательство : Подставляя в (1.1) х = и используя Р(г*) — 0 и Q(z) — 

Р'(г). получим
Р'(хк)Ро(г*) = 1. (1-32)

Из (1.32) имеем Ро(х*) 0 и

Р'(.) = (1.33)

Корни полинома Р(г) удовлетворяют неравенству (см. [2])

к — 1,..., п.1**1 < (1-34)

Таким обрмом. (1.30) следует и։ (1.33) и (1.34). Разлагая поливом Р(։) в ряд

Тейлора в окрестности точки «1, получим

Р(я) =Р(2,) + (1.35)

и подставим х = Гак как Р(х:) — /’(/з) — 0 и хх хэ, то

р'м=- Е - ‘О*՜’- п-3«)
Пусть |я։ - КяI < 1. Согласно (1.36) имеем

(1.37)
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Ясно, что

р|‘>(х) = Хт - 1)...о -(*- 1))о> 
;=*

(1.38)

Из (1-34) и (1.38) следует,что

(139)

Из неравенств (1.30), (1.37) и (1.39) имеем

|г1-г,|>(ВВ։)-*. (1.40)

Лемма (1.3) доказана.

Пусть Д1,....2п - корни полинома Р(г) (1.2) и ап = 1. Положим

Р(Р^) пйп |г — х* I.
4г = 1,...,п

Лемма 1.4. Имеет место оценка

р(Р. ։) < (1.41)

Доказательство : следует из Р|г) = (г — Х1)...(я — д»).

§2. ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ КОРНИ КАК КОНТУРНЫЕ 

ИНТЕГРАЛЫ

Рассмотрим уравнение

Р(г) = г՞ +а„_12п՜1 4-... + а0 = 0. (2-1)

Сначала рассмотрим случай, когда полином Р(х) имеет только простые корни 

(ср. с Леммой 1.2).

п —1 
М =пя"-1 + 52*|<ц|/?՜1»

* = 1
где р определяется формулой (1.27).

Ясно, что

шах |Р'(2)1 < М.
1*1<я

Разделим замкнутый круг |к| < д на замкнутых частей ։?!,.... адг, диаметры

которых не превышают 6. Число 6 мы выберем ниже. Заметим, что

(2.2)

(2.3)
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могут пересекаться. Ясно, что корень ко полинома Р(х) принадлежит некоторой 

части ар Поэтому, взяв € а*, к = 1,2,..., /V, можем записать

leitill < Iр<(,) - Р(«в>1 < ю - «»I ։р'wi <MS, (2.4)
И<я

откуда получим

|Р({,)|<2М1 (2.5)

Вычисляя последовательно значения |Р(х)| в точках (и •••.£/*, получим точку 

удовлетворяющую неравенству (2.5). Согласно (1.41) существует хотя бы один 

корень полинома Р(г), принадлежащий кругу

V2Mi. (2.6)

Теперь число 6 > 0 выберем так. чтобы

2 V2M6 < а, (2-7)

где а определяется формулой (1.29). Из (1.31) и (2.7) следует, что в замкнутом

круге (2.6) полином P(z) имеет не более о,•г.« го корня. Следовательно, полином

Р(х) имеет только один корень в круге (2 6) и отличен от нуля на границе этого 

круга. Пусть Zi - корень полинома Р(х), принадлежащий кругу (2.6). Согласно 

теореме о вычетах имеем

_L /■
2iri J P(z)

|*-Gl=r

(2.8)

где г = У2Л/<f. Так как P(xJ = 0, то из (1.35) имеем

Р(я) = (z-zi)Q(z), где Q{z) = ^—֊—(z - zi)k l. (2-9)
*81

Полином Р(х) имеет только простые корни. Согласно (2.9), это справедливо 

для Q(z) и Q(zj) 0. Аналогично можно найти все решения уравнения (2.1) 

и представить их в виде (0.1).
Рассмотрим теперь случай, когда полином P(z) имеет кратные корни. Тогда 

P(z) и P'(z) имеют отличный от постоянного наибольший обший делитель Ро(х)» 
который может быть найден с помощью алгоритма Евклида (1.9)-(1.11). где 

Q(z) = P7(z), Tj+j = С = 0 и Pk + l(z) = Ро(в). Полином <?(х), определенный 
равенством P(z) = P0(z) Q(z), можно представить в виде Q(x) = С (х - я։)...(х ֊ 
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ят). где Я1,...,ят - корни полинома Р(я) (нс считая кратности), а С / 0 - 

постоянная. Таким образом, полином <?(я) имеет только простые корни.

Решая уравнение Q(z) = 0, получим все корни полинома Р(я) (не считая 

кратности). Пусть 7* - окружность с центром в точке як и радиусом

О < rk < min |як - Zj;|, к = 1,...,п. (2.10)

Минимум в (2.10) берется по всем j = 1, j к. Пусть - корни 

полинома Р(я) и П1,...,Пт - соответствующие кратности : гц + ... + nm = п.

Согласно теореме о вычетах, имеем (см. [3])

(211)

откуда следует решение задачи для произвольного полинома Р(я).

Теперь укажем более эффективный метод решения уравнения (2.1) при 5 < п < 9.

Этот метод проиллюстрируем на примере уравнения 5-го порядка :

Р$(х) = я5 4- я4 4֊ а3 я3 4- а։ я3 4- ах я + ао = 0. (2-12)

1. Предположим, что полином Р։(я) имеет кратные корни. Это означает, что 

полиномы Р;(я) и Р$(я) имеют отличный от постоянного наибольший общий 

делитель Ро(я). Тогда

Р5(я) = Ро(я)Со(я), (2.13)

где полиномы Р0(я) и можно записать в явном виде и их порядок не

выше четырех. Таким образом, в этом случае уравнение (2.12) можно решать 

квадратурой

2. Предположим, что коэффициенты полинома Р$(я) вещественны. Тогда Р5(я) 

имеет хотя бы один вещественный корень. В §3 указан простой метод нахождения 

всех вещественных корней таких полиномов. Пусть я1։..., ят - вещественные 

корни полинома Р(я). Предположим, что 1 < т < 5. (При т = 5 уравнение (2.12) 

решено полностью в предыдущем пункте). Имеем Р(я) = (я-я1)...(я-ят)(?(я)1 

где <2(я) - полином порядка 5 — т. Корни полинома ф(я) можно определить 

квадратурой

3. Предположим, что коэффициенты полинома Р$(я) - произвольные комплексные 

числа и Р$(я) имеет только простые корни. Не умоляя общности можно считать, 
что во 0. Положим

го = Уы.
4

Мо = 5tq 4֊ 52 ck |ак|г{“х, 
k = l

(214)
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. 2* к ։ ,6 = г0 ехр------ , к = 0,1тп. (2-15)

где тп - некоторое натуральное число такое, что

64я- г0 Мо
(2.16)

а а определяется формулой (1.29) при п = 5 и P(z) = P5(z).

Ясно, что |£*| = го, к = 0,1,..., тп — 1. Положим

= .-Л™“ 
в—ирм.то • 1 (2.17)

Существует Яндекс } (0 < j < т — I) такой, что

->■* = |А(«,)|. (218)

Согласно Лемме 1.4. Р,(я) имеет хотя бы один корень, принадлежащий мих- 

нутому кругу |к -(,| < Сначала предположим, что < ֊. Согласно 

неравенству (1.31), полином Р5(к) имеет не более одного корня в замкнутом круге 
к - 4x1 < р.где , - произвольное фиксированное число такое, что , < 2.

Следовательно, Рз(г) имеет только один корень в круге \z - < р и отличен 

от нуля на границе этого круга. Этот корень полинома АС*) определяется фор

мулой (2.8), где Р(к) = Р5(х) и г = р. Остальные корни полинома Р$(к) можно 

найти, используя представление (2.9).

Пусть теперь

(2-19)

Из (2.18) и (2.19) получим

> (?)3. к = 0,..., т — 1. (2.20)

Для заданной точки -.՛, |к| = го возьмем точку из (2.15) такую, что

(2-21)

Следовательно

ifttol > 1А«>)1 ֊ 1А(4х) - Л(к)| > ia(6)l-1» -<1№)l- (2.22) |г|=г0

Ясно, что
(2.23)
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где Мо определяется формулой (2.14).

Из (2.21)֊(2.23) имеем

а5 
|А(*)| > в* при И = П). (2.24)

Поэтому число по корней полинома Ръ(х) в круге |х| < гр определяется формулой 

(см. (3))

|1|=г.

Пусть £],...- корни полинома Ра(х) такие, что имеет место представление

Р5(х) = (я-Х1)...(х-х5). (2.26)

Подставляя х = 0 в (2.26), получим

|х1...х5| = |оо| = г». (2.27)

Из неравенства (2.24) следует |хк| / г0, к = Отсюда и в силу (2.27)

получим 1 < по < 4.

Пусть по = 1. Корень х2 полинома Р։(х) в круге |х| < р определяется формулой 

(2.8), где = 0, г = г0, Р(х) = Рь(г). Представляя Р։(х) в виде (2.9) находим 

остальные корни полинома Р$(х).

Пусть по = 2 Положим

Р2(х) = (х - хх)(х - г2) = х2 - (Х1 + Хз) х 4֊

где хх и х2 - корни полинома Р$(х) такие, что |хх1 < г0, |х2| 

и используя теорему о вычетах, получим

= х։ + ха, 62 = х2 + х2, откуда х2 х2 = -

Подставляя хх 4- х2 и хх х2 из (2.29) в (2.28), получим

Р2(х) = х2 4֊ <^1Х 4- 4а,

где </х = -Ьх и Л2 = ^(6^ - Ь2).

ххх2| (2.28)

< г0. Полагая

(Ь? ֊ Ь). (2.29)

(2.30)



Решение алгебраических уравнений ... 17

Из (2.26) находим

Pj(z) = (z3 4- dx z 4֊ d2)(z3 4֊ cj z3 4- c։ z 4֊ c0), (2.31)

где со, сх, с2 - постоянные. Приравнивая коэффициенты при г} = 2,3,4) в
(2.31), получим систему уравнений

с2 4- di = а4, Q 4՜ с2 di 4- d0 = аз, со 4- Ci di 4- с2 do = а2. (2.32)

Из (2.32) постоянные со, с>։ с2 определяются однозначно. Следовательно, в этом 

случае уравнение А (г) = 0 сводится к квадратному и кубическому уравнениям. 

Пусть теперь л0 — 3 или 4. Заменой переменных г = ~ этот случай сводится к 
случаю по = 2 или 1.

Аналогично можно решать уравнение (2.1) произвольной степени п. однако при 

п > 10 эффективность этого метода резко уменьшается.

§3. НАХОЖДЕНИЕ ВЕЩЕСТВЕННЫХ КОРНЕЙ ПОЛИНОМА С 

ВЕЩЕСТВЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В этом параграфе укажем эффективный метод нахождения вещественных корней 

уравнения (2.1) с вещественными коэффициентами.

Пусть сначала полином Р(х) имеет только простые корни. Согласно Лемме 1.2,

при минимальном расстоянии d между корнями имеем d > с(о, где - ло-
жительная постоянная, зависящая от коэффициентов полинома Р(я). Извест

но. что вещественные корни полинома Р(я) принадлежат отрезку [—А, А], где 
•-1

А = 1 4- 52 |аь|. Разделим [—А, А] на равных частей, длины которых меньше 
*=о

<4). Пусть ®1, х2,..., х^ - точки деления этих отрезков Х1 = —А, 1ц = А. Если

Р(х») Р(хк + 1) < 0, то внутри интервала (хк,хк+1) полином Р(х) имеет хотя бы

н корень. Так как хк+1 — х* < ։4>, то полином Р(х) имеет ровно один корень 

на отрезке [х*,ц+։].

Пусть тъ - центр интервала (xk,xk+i). Так как зч+i -х* < do, то полином P(z)

имеет н корень в круге с центром тц и радиусом г0 = и отличен

от нуля во всех точках границы этого круга. Ясно, что этот корень & является

вещественным и
■ И») 
Л»)

Пусть (ц, хь+1) - интервал такой, что
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На этом интервале полином Р(х) не имеет корней. Предположим обратное, пусть 

Р(г) = 0 дл։ некоторой точки г Е (хь,Хк+1). Так как 2^ + 1 — ®к < с1о, то в 
интервале Жк+1) полином Р(х) не имеет других корней. Поэтому из (3.1) 

следует, что

P(z) > О, х Е (xk.Zk+i), х/т. (3-2)

Из равенства Р(т) = 0 и неравенства (3.2) следует, что т является точкой мини

мума полинома Р(х) в интервале (xfc,Xk+i). Поэтому, Р'(г) = 0. Следовательно, 

т является кратным корнем полинома P(z). Полученное противоречие доказыва

ет. что P(z) зе имеет корней в интервале (хь®к+1).

Предположим теперь, что Р(х}) < 0, P(z, + i) < 0. Тогда аналогично докажем, 

что полином P(z) не имеет корней в интервале (zk,Zk-n).

Пусть zmfc - точки раздела отрезка (—4, А] такие, что P(zm,) = 0,

j = 1,4, и пусть (z.4,znb+։) - интервалы, где P(znJ Р(г„й+1) < 0. Выше мы 

получили формулу нахождения корней ...£р в этих интервалах. Следовательно, 

точки тШ1,... гтай. £1, ...£р - это все вещественные корни полинома P(z).

В случае, когда полином P(z) имеет кратные корни, его можно представить 

в ваде P(z) = P0(z) Q(z), где Pq(z) - наибольший общий делитель полиномов 

P(z) и Р'»։), а Q(z) имеет простые корни, совпадающие с корнями полинома 

P'z). Так как коэффициенты полинома P(z) вещественны, то коэффициенты 

полиномов Po(z) и Q(z) также вещественны. Выше мы указали метод нахождения 

всех вещественных простых корней zi,....zm полинома Q(z). Кратности корней 

*1..... Zm полинома P(z) определяются формулой (2.11). Таким образом, мы

заходим все вещественные корни полинома P(z) и их кратности.

ABSTRACT. In the paper we derive formulas representing the roots of 
an arbitrary polynomial of order n as contour integrals. They are applied 
for nsolution of transcendental algebraic equations.
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