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Настоящая заметка завершает цикл работ автора [1-4], посвященных проблеме 
взаимосвязей между подмногообразиями с параллельными и полупараллельными 
структурами. Мы рассматриваем подмногообразия с полупараллельными кова­
риантными производными произвольного тензорного поля, определяемого фун­
даментальными формами а, (з > 2) с использованием тензорных операций.
Напомним основные определения и результаты из [1-4]. Пусть М - подмного­
образие пространства постоянной кривизны А/В(с) и пусть V и V1 означа­
ют риманову и нормальную связности на М. Пусть V = V® V1 - связность
Ван дер Вардена-Бортолотти. Для касательных к М векторных полей X и У 
оператор кривизны Я(Л. У) связности V определяется по формуле Я(Х, У) = 

, VI'] — Эти операторы действуют как дифференцирования тензорной 
алгебры на М. Тензорное поле К называется параллельным, если VxK = 0 для 
любого X. Тензорное поле К называется полупараллельным. если Я{Х. У ) К — О 
для любых X и У.
Параллельные и полу параллельные фундаментальные формы а, определяют­
ся по рекуррентной формуле + х = Va,. Подмногообразия с параллельны­
ми фундаментальными формами а, называются з-параллельными. а подмно­
гообразия с полупараллельными фундаментальными формами а, называются 
з-полупараллельными. Для з = 2 подмногообразия называются параллельными 
(или симметрия ними) л полупараллельными (или полусимметричными) соот­
ветственно (см. [5] — 8]).

Определение 1. Обшая точка х двух т-мерных подмногообразий М и М в
.Ип(с) называется точкой касания з-го (з > 2) порядка, если 
1) касательные пространства ТХ(М) и ТХ(М) совпадают.
2) фундаментальные формы аг и аг, 
совпадают, т.е. ат(Х։,..., Хг) = аг(Х։,

г = 2, ...,з подмногообразий М и .И
•••• Хг) для любых векторов

Т,(М).
Если условие 2) выполняется при любом з > 2, то X называется точкой полного 
касания.
При з = 2 это определение эквивалентно классическому определению точки 
касания второго порядка (см. [5]).

Определение 2. т-мерное подмногообразие М в Л/„(с) называется огибающим 
з-го (з > 2) порядка некоторого семейства т-мерных подмногообразий {С}, 



64 В. А. Мирзоян

если в каждой точке х 6 М. подмногообразие М имеет касание 5-го порядка 
с некоторым подмногообразием из {С}, зависящим от х. Если в каждой точке 
х € М многообразие М имеет полное касание с каким-либо подмногообразием 
из {(?}, то М называется огибающим полного порядка семейства {С).
Известно (см. [9 — 11]), что стандартные погружения симметрических Я- 
пространств исчерпываются параллельными подмногообразиями. Следующая 
теорема дает характеризацию полупараллельных подмногообразий.

Теорема Лумисте, [5]. т-мерное подмногообразие М С Мп(с) полупа­
раллельно тогда и только тогда, когда оно является огибающим вто­
рого порядка семейства т-мерных параллельных подмногообразий. 
Следующие теоремы являются прямыми обобщениями теоремы Лумисте в на­
правлении усиления законов огибания.

Теорема 1 ([1]). В А/П(с) тп-мерное подмногообразие М класса С°° 
является огибающим 5-го (з > 2) порядка для семейства т-мерных 
з—параллельных подмногообразий {С?) тогда и только тогда, когда М 
имеет полупараллельные фундаментальные формы а,_1 и а, при з > 3 
и полупараллельную фундаментальную форму аз при з = 2.

Теорема 2 ([1])- Пусть т—мерное подмногообразие М класса С°° в Мп(с) 
имеет симметрические фундаментальные формы (з > 4). Тог­
да его фундаментальная форма а, будет симметричной в том и только 
в том случае, когда М является огибающим (в—2)-го порядка семейства 
т-мерных (з — 2)—параллельных подмногообразий, у каждого из кото­
рых все фундаментальные формы до (з — 2)-го порядка включительно 
также являются симметрическими.
Пусть Р(М) обозначает класс тензорных полей на подмногообразии М в Л/П(с), 
определяемых только второй фундаментальной формой и ее ковариантными 
производными произвольного порядка с использованием тензорных операций. В 
частности, классу Р(М) принадлежат тензоры кривизны R и связностей 
V и V соответственно, тензор Риччи Я\, вектор средней кривизны Я и их 
ковариантные_производные любого порядка.
Пусть М и М - два т-мерных подмногообразия в Мп(с). Обозначим через 
Т € Р(М) и Т € Г(М) соответствующие тензорные поля, т.е., такие тензорные 
поля, которые выражаются через вторые фундаментальные формы и аз
соответственно, и их ковариантные производные с помощью 
тензорных операций. Ковариантные производные х^՛-^ Х,Т 
Т на подмногообразии М будем обозначать через V Т (при

одних и тех же 
тензорного поля 
5 = 0 полагаем

Определение 3. Пусть т-мерные подмногообразия М и М в Мп(с) имеют 
общую точку х и пусть Т € Р(М} и Т Е Р(М). Точка х называется точкой 
Т (эквивалентно Т)֊касания 5-го (в > 0) порядка для М и АЛ если 
1) касательные пространства Тт(М) и ТХ(М) совпадают,
2) ковариантные производные V Т и совпадают в точке х при г = 0,1,я 
(для 5 = 0 мы говорим о точке “Т-касания”).
Очевидно, что каждая точка полного касания является точкой Т-касания 5-го 
порядка для любого 5 > 0.

Определение 4. т-мерное подмногообразие М в М„(с) называется Т-огибаю- 
шим \Т € Р(М)) 5-го (л > 0) порядка для некоторого семейства т-мерных 
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подмногообразий {<?}, если в каждой точке х € М подмногообразие М имеет 
Т-касание з-го порядка с некоторым подмногообразием из {С} (при з = 0 мы 
говорим о “Т-огибаюшем подмногообразии՞').
Подмногообразие М с параллельной ковариантной производной V ՛ Т называется

»гообразие М с полу параллельной ковариантнойV Т-параллельяым, а подмного ։ . ___ ________
производной V Т называется V Т-полупараллельным. При з — 0 мы говорим 
о Т-параллельном и Т-полупараллельном подмногообразии, соответственно.

Теорема 3 ([4]). Пусть т-мерное подмногообразие М С Мп(с) явля­
ется Я, и /’֊огибающим некоторого семейства {М} т֊мерного Т- 
параллельных подмногообразий, где Т Е Ж Л/) определяется через вто­
рую фундаментальную форму аз с использованием тензорных опера­
ций алгебраического характера. Тогда М является Т-полупараллель­
ным подмногообразием.

Теорема 4 ([4]). Пусть Т как и в Теореме 3. Каждое т-мерное Т- 
□олупараллельное подмногообразие М С Мп{с) класса С°° является 
огибающим з-го (з > 2) порядка для некоторого семейства {М} т— 
мерных Т-параллельных подмногообразий.
Следующие теоремы обобщают вышеприведенные результаты и распространяют 
их ковариантные производные V Т произвольного тензорного поля Т Е на 
подмногообразии М С Мп(с).

Теорема 5. Пусть тп— мерное подмногообразие М класса Сж в Мп{с] яв­
ляется R и /^-огибающим порядка г = 0 и Т-огибаюшим порядка з > О 
(Т Е Е(М)) для некоторого семейства т-мерных V Т-параллельных 
подмногообразий {М}. Тогда М является V Т- и V Т- полупарал- 
лельным при з > 1 и Т-полупараллельным при з = 0.

Теорема в. Пусть т-мерное подмногообразие М С ЛГп(с) класса С30 
является V *Т и \?’Т-полупараллельным, где з > 0 и Т Е Т(Л/). Тогда 
М является огибающим полного порядка для некоторого семейства Л
т-мерных V Т—параллельных подмногообразий {М}.

Теорема 7. Пусть М С Мп(с) является т—мерным подмногообрази­
ем класса Сж. Предположим, что на М ковариантные производные 
\7х։...^х,.Т (г = 2,...,з + 1,з > 2) тензорного поля Т € Т(М) симмет­
ричны относительно векторных полей Х1,...,ХГ, касательных к М. 
Тогда ковариантные производные ...^7х,+։Т симметричны относи­
тельно тогда и только тогда, когда М является Я, Ях
и V Т—огибающим для некоторого семейства {М} т-мерных V Т— 
параллельных подмногообразий, для которых ковариантные производ­
ные V- ...V- Т симметричны по произвольным аргументам ,ЛI А ,
Г՛ — 2, 8.
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