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В статье исследуется задача управления системой, описываемой урав­нениями четвертого порядка с коэффициентами, зависящими как от пространственных, так и временной переменных. Для некоторого класса уравнений, корректных по Петровскому, доказано существо­вание точного управления, принадлежащего пространству £3.

0’ . В работе продолжаются исследования, начатые в 1], [2], посвященные прлеме управления системами, описываемыми различными классами уравнений в частных производных высокого порядка, корректных по Петровскому с коэффи­циентами. зависящими лишь от пространственных переменных.Рассмотрим теперь задачу управления для некоторого класса уравнений четвер­того порядка с коэффициентами, зависящими также от временной переменной.1’. Пусть П - ограниченная область пространства 1ЯП с достаточно гладкойграницей Г = д£1, и пусть С]т = П х (О.Т), 0 < Т < ос - открытый цилиндр,лежащий в прямом произведении К՞ х 1И4՜, где = {/ Е > 0} иЕ = Г х (0,Т). В цилиндре (?т рассмотрим уравнение видаи« + + £ и = О, (1-1)где
п£и=- ^2 + (&(*.<)«)« + с(х,0и,

М = 1
(1-2)

ит = ди/дх. Л2 - п мерный полигармонический оператор.Для формулировки краевой задачи мы используем следующие обозначения. Длялюбой точки х° = (х?,..., х°) £ 1ИЛ и х = (хъ .... хп) € ПГ положимт(х) = х — х°, тк(х) = х* - х£, к = 1, и. (1.3)



Задача управления для корректных... 45Пусть ։/ — |/п) - единичная внешняя нормаль к поверхности Г, =соз(р, г*). Положим
Г(*°) = {х е г. ЛV гпк 1/к > 0} иАг = 1 Г.(т°) = Г\Г(т°). (1.4)

Для уравнения (1.1) рассмотрим следующую краевую задачу :
и(0) = и0, и<(0) = и1 на П (1.5)

. п ди (V, на Г(х°) х (0, Т) иг = о, — = < « {161[0, на Г.(х°) х (0, Т), 'где функция V - управление.Точным управлением для смешанной задачи (1.1), (1.5), (1.6) является функцияУ(х,£) такая, что при некотором 0 < Т < ос решение и — и(г,4;У) и ее производная гх«(хЛ; V) обращаются в нуль при 4 = Т, т.е.
и(х,Т,У) = цг(х.Т,У) = 0. (1-7)2 . Точное управление можно найти одновременным рассмотрением основной и дуальной задач. Таким образом, рассмотрим следующие две задачи :

и)ц 4- Д"и> 4- Ь ш = 0, (2.1)

и соответственно
гс»(О) = и»°, ыДО) = ш1,

4֊ Д2я 4- £’ г = О,
(22)(2.3)
(2.4)я(Т) = я։(Т) = 0,

где
( Дю, на Г(г°) х (0,Т) (0, на Г.(х°) х(0,Т),Л£ х = — (а,у (т, <) — 5(ж, <) 4- с(х, <) я.м=1

|2.5)(26)
(2-7)

Предложение 2.1. Пусть функции ш(х,4) и я(хЛ) - решения задач(2.1) — (2-3) и (2.4) — (2.6), соответственно. Тогда справедливосоотношениеу[(/(О)-а(0)6(г,0))и^о֊я(0)и>х]^= у (2.8)
П Г(г°)х(0.Т)



46 Р. Л. Шахбагян. Л. Г. ТоноянДоказательство : Умножив тождество (2.1) на х(х,(), а (2.4) на ад(х,<), состав­ляя симметрическую разность и интегрируя по С)т, получим(х ад,г — ад хп) </х <Й +

<?т

УУ (х ДI 2 3ад — ад Д2х) (1х сП 
«т

I Гг{хЛ) (bw)t г-Ьw г։(хЛ)]дх(П = - j х(х, 0) Ь(х. 0) и)0Лх. <2т пЗаметим, что из (2.9) — (2-13) следует (2-8). Доказательство завершено.3 . Определим операторЛ{гх՛ ад1} = {х((х, 0) - х(х, 0) 6(х, 0), -х(х, 0)}, (3.1)действующий на множестве начальных данных {ад0, ад1} задачи (2.1) — (2-3). В (3.1), х(®Л) - решение задачи (2.4) — (2.6).Как установлено в 2], из обратимости оператора Л следует существование решения основной задачи (1.1), (1.5) — (1.7). Обозначим через < •,• > скалярное произведение в £2(О) х £։(П). В силу (3.1) и Предложения 2.1 имеем< Л(ад°, ад1}, {ад°, ад1} >= J |△ад|2dГdt.
Г(г°)х(0,Т)Для обратимости оператора Л покажем, что (/Г(г0|х (0։Т) |Аад|2 ЛГ Ж)1/2 опреде­ляет норму на множестве начальных данных задачи (2.1)-(2.3).

УУ (ад £’х-г Ьм) Лх </«. (2.9)
<?тПреобразуем обе части последнего соотношения, используя (2.2) и (2.5)

г и)։։ — ад Х") <1т Л = у

П

и՛0 — х(0) ад1) с1х. (2.10)
Далее, аналогично [1] имеем

(2-Ц)
х (0,Т)пПреобразуем V х(аЯ](хЛ) шХ|),; Их Л = • 4 = 1 <?гсилл’ (2.2) и (2.5) получим

п֊ Е Л (Х|(«Е э ։ (Их (И/. В М=1
(2(а»7 (®, О — и(а^(х, 4) 2т,)х;] </х</< = 0. (212)

Рассмотрим наконец у/ г (Ь(х, <) м)г <1х (И = -/[ Ь и) 2'(Нх & + / хЬимНх
Qт <1т пучетом ;2.5) имеем О

(2-13)

(3.2)



Задача управления для корректных... 474 . Для формулировки условий, налагаемых на коэффициенты оператора Л, введем “интеграл энергии՜.Пусть ш(т,<) - решение задачи (2.1) — (2.3). Умножив тождество (2.1) проинтегрировав обе части по получим на иц и
2 (4.1)

Преобразуем в отдельности слагаемые. Очевидно
dxdt = - у 

Ят ПВ силу краевых условий (2.3) получим
(4.2)

О

(4.3)
Qт п оИмеем (и։)х, о.ч(г,«) ш,. dxdtы։ (а«/(х, I) Шх.Ь, dx dt

(4.4)

Наконец
ЭЪ и Л— и; ич (Iх аг —

<?т (4.5)

Ят

и՛2 Лт “г & 111

ш2 dx (4.6)
Подставляя (4.2) — (4.6) в (4.1). получим

т

п о

с гл и?г Л = ֊ у п ю3 dx
о

(4.7)



48 Р. Л. Шахбагян, Л. Г. Тоноян“Интеграл энергии՜' определим следующим разом :п
и>; + |Ды|а + £ ач шх< + дЪ \ 

д։ + с) (Лх. (4.8)
Теперь в точности опишем класс рассматриваемых операторов.а) Коэффициенты ам(х,1) оператора Ь принадлежат пространству С2(($т),матрица ||а»»-||Г>=1 ~ симметрическая и «г£ >0. £ > 0.

•\д = 1 »*7 = 1

для любых £ е ВЕС1, (х,<) € С)т-

(49)
Ь) Функции Ь(х, £) и с(х,1) удовлетворяют неравенствам

д 5х* (6, + с) + (п/2 ֊ 1) Ь։ < 0, Ь'(х,1) + с(хЛ) > О, (4.Ю)

П

(М®-<) + с(хЛ))։ > 0. 6(хЛ)<0 для любого (х. £)€^т.с) Существует постоянная С > 0 такая, что для любого I € [О, Т]Е(0) < Е(1) < С£(0). (4.11)5 . Введем функциональные пространства, в которых мы будем исследовать задачу' точного управления. Обозначим через Я2 (Л) пространство Соболева снормой |Я°и|2</х 1/2 (5.1)
Подпространство Я ՛ (О) пространства Я2(П) является замыканием в норме (5.1)множества финитных бесконечно дифференцируемых в П понадобится норма, эквивалентная (5.1) : функ й. Нам также

Введем, наконец, пространство
с нормой Г =Я2(П) х £2(П)

(5.2)
(5.3)
(5-4)где || • ||о - норма пространства £2(П).
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6 . Сформируем основной результат этой статьи.
Теорема 6.1. Пусть оператор £ удовлетворяет условиям а) — с) и Т > О достаточно велико. Тогда при любых начальных данных {и0, и1} £ Г существует точное управление V € £2(Г(х°) х (0,Т)), приводящая систему (1.1), (1.5), (1.6) с начальными данными и0, и։ в состояние покоя за время Т.Доказательство опирается на ряд вспомогательных утверждений.
Лемма 6.1. Пусть выполнены условия а) и с), и пусть ы(х,С) - решение задачи (2.1)—(2.3) с начальными данными {и0, и1} € К. Тогда сущест­вует постоянная с > 0, не зависящая от Т такая, что

(6.1)
Доказательство : Пусть функции € С։(П) удовлетворяют условиям

Ы®)1г = »<Ь ^ = 1, п. 56.2)
Умножим тождество (2-1) на /ц просуммируем обе части по к ~ 1.2,...,*։ ипроинтегрируем по цилиндру (}т. Получим
52 УУ ин и 52 // УУ £ ш Их = 0.

(6.3)Интегралы в (б.З) преобразуем по отдельности также как и в [1]. Имеемл Лх<и = Х+1-^Ц
дтк

(6-41
где

*=>п оДалее (ср. [1])
12 = V г» Кк = УУ Д(Лк

(6.5)

(6.6)



50 Р. Л. Шахбагян, Л. Г. ТоноянРассмотрим теперь= Ё // △(ЛкшЖь) Ди;а®Л= ֊Ё У/ Ак(х)^-(Ди>)2(1т <И+

* = 1 >1 + 141 = 2

=4 ££1 Дш|։ * л+1 '99 
2 >

откуда следует, чтоЛ = 4'֊ ֊Ё // |֊^|А«»|2</х<Й- ֊ У |Ди;|2(/Е. *=» <?т £ (6-7)
Преобразуем

(а0-(хЛ) ^х.)г? dxdt =

(hts(x)wxJXյ ач(хЛ) ш9, dx dt

ач(хЛ) dx dt+
(6.8)

дКк 
дxյ

ач (х, <) шХ։ и>Х} dx dt = Г3 + Г3.

Рассмотрим, наконец= у? УУ кк(т)1лХ1' ((бил)« + cw)dxdt = У2 УУ Кк(х) илТь Ь(х. t)wtdx dt+2тУУ Ак(х)и>,ь (Ь։ + с) и; dx dt = 99

(6.9)Подставляя '6.4), (6.7)-(6.9) в (б.З), получим
1 £ // ("? - 1д“1’) * л ֊ 5 /1 ДшР + 1'3 + ^ + 1‘4к = Х «7 (6.10)Докажем теперь неравенство (6.1). В силу (4.7) — (4.10) имеем

Й//Й (6.П)
О



Задача управления для корректных... 51(здесь и ниже с,, г = 1,2,... суть постоянные). Далее
к-1 |о|4М1ж2

*=Цв|<1

п

Интегралы 1'г г оцениваются аналогично :

(6-12)

1А1 < свТЕ(0), |7£'|<с>Т£(0). (6.13)
Опеним, наконец, и
141 = X.

п
(6.14)

От

141= £ [/ А*(х)(Ь.+с)

|‘=1 <?т

п
Ш (£г (Д < С13 (6.15)

Оценка для X получена в [1] :
|Х|<с։։Я(0). (6.16)

Используя 6.10) — (6.16) приходим к окончательной оценке / |Дш ’ сП1 < с,т (1 + 
Т) • .Е(О). Лемма доказана.Следствие в.2. Пусть - решение задачи (2.1) — (2.3). Тогда имеет место опенка Е(0) < е||(Ш°. (6.17)
где с > 0 ~ постоянная.



52 Р. Л. Шахбагяп. Л. Г. ТономнДоказательство : Из (4.8), с учетом (4.10), (4.11), имеемF(0 < С Е(0) < е, /(w? + |Дw|’ + w’ + £ |w„ |’) dz < n *•»<с։ A|wT+ £ |O»w’|։)<fe < c։||{w°, w*}||J, n I°I=’и оценка (6.17) доказана.Лемма 6 2. При выполнении условий а) — <1), существуют постоянные с > 0 и То > 0 такие, что для решения ю(т,1) задачи (2.1) — (2-3) имеем оценку
I {△шрсГГЛ > с(Т - То) К(0). (6.18)Г(ж°)х(О,Т)Доказательство : Пусть ш(г.1) - решение задачи (2.1)-(2.3). Умножая обе части тождества (2.1) на пц ц/Т1|. суммируя по к = 1,2.......п и интегрируя пополучим

0
L w wJk dx dt —

Wtt dx dt + △ 2w tuj wIt di dt + (6-19)
+ J1 + J3.

Как показано в [1],
<?т

w2 dx dt. (6.20)
где

mk(x) wt wTfc dx (6.21)
Далее (см. (1))

mk wt„ dxdt = (1 - i) // \^w\2dxdt-
Qt(△wpdE. (6.22)

Подставляя (6.20) и (6.22) в (6.19), получим
Qr

w2 dx dt-h (2 — ff

Qt

[△w|2 dx dt — ֊ | A tp2 <YE 4-J3 = 0.

(6.23)



Задача управления для корректных... 53Наконец
ш,, Ьих1х(11 = (о,,(хЛ) и/ж,)ж, (1х<11+

<?т

52 УУ тк(ж) ((Бад), 4֊сад)</т Л = (6 24)
Имеем л

и>г <1х <11 —

<1т Л— (6.25)
л

шЖ։ шЯу (1т <11 —
дъ, Эх*Как следует из (2.3), на поверхности Е интегралы обращаются в нуль. Из 2.3)следует, что

Преобразуем
II

к=1 <?т

тк(х)^а,,(хЛ)н’Ж1 шж,с/Е = 0.
шо (Ьг + с) ш^х Ж =

= е// 6(1'4) иц <1х (И — ш2 (1т <11— (6.26)
(Ь< 4- с) ад2 <1х <11.

Подставляя в (6.23) выражения для У) и /}', получим

пц и>я к и>։ <1х <11 —|Д1р|2 (ГЕ 4֊ ЕII г>

* <?т (6.27)
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</х (И. (6.28)

Покажем, что ш (1т (6.29)
оС этой целью умножим тождество (2.1) на и>(х.1) и проинтегрируем его по (]т.

(6.30)
Нетрудно убедиться, что

[Ь и'|։ wdxdt +

и> и»г Их и? и> (1х (ИЛ- (6.31)с(хЛ) и>2 dx dt = 0.
<?т

Далее \ Ьwwtdxdt — 
Ят(6.31), получим

IV2 dx ։ иГ dx сП. Подставляя в
л о

и) (1х иГ Лх dt —2

откуда следует (6.29).Перейдем к доказательству оценки (6.18). В силу (4.9) и условия а) пункта 4 ,имеем (6.32)
с некого й постоянной С1 > 0. Также имеем 

Ь{хЛ) тпк(х) и)( dx dt < со (н>(2-Ь |\7ш|2) </х Л < сз
Ят (6.33)где V - градиент функции и по х.



Задача управления для корректных... 55Учитывая 6.32), (6.33), (4.9) и условия а) и Ь) пункта 4’, из (6.27) получимо л р \неравенство X + с, /J E(t) dl + У - £ /( V mm ) |Дш|։ </Е < 0. где w £ J \ /
£ 'k=1 'полагаем с* = сх — с3 > 0.Следовательно, с учетом (1.4) получим

с4Т£(0)-֊ у I ^rnk^k ) |Aw|2dTdt < -X ֊ ^Ц֊՜ У. (6.34)
Г(гО)х(О,Т) 'k=1 'В силу условий (2.3) и (4.11), из (6.21) имеем |Е\ = 1 /я771**2) wt шХь dz|с։ Tn (wt + lVwl2) ax - Сб Kn (wt + (△“’I2) < C7 < c8 £(0)- Следователь­но < 2ceE(0) = c9E(0). (6.35)

Ci2 E(0) 2 в силу (6 29) имеем w dx < c10 Jn (w; + |w|2) dx < cn£(t) <
|У|<с13Е(0). (6.36)

Возвращаясь к неравенству (6.34) и используя (6.35) и (6.36), находим
Г(ге)х(0,Т)

Леммы 6.2 завершено.
Лsup гпк &к > 0- Доказательство

Лемма 6.3. Пусть оператор L удовлетворяет условиям а) и Ь) пункта 4°. Тогда справедлива двусторонняя оценка
с,_ ||{w»,w*}||^ <£(»)< с, ||{»°.W>}^.

где w° GH2(Q), w1 € 1з(^) - начальные данные задачи (2.1) — (2-3).Доказательство : Используя (4.9) и (4.10), получим 
с некоторой постоянной с > 0. Оценка сверху доказывается аналогично. Лемма доказана.Из Лемм 4.1 — 4.3 получаем следующий результат.



56 Р. Л. Шахбагян, Л. Г. ТоноянТеорем» 6.4. Пусть выполнены условия а) — с) и Т > 0 достаточно велико. Тогда интеграл
v/a

|Aw|’dT<ft
/задает норму на множестве начальных данных гг>°(х) и ш^г) задачи (2.1) — (2.3), эквивалентную норме пространства Соболева на прямом произведении Р =№(□) х Дз(П).Доказательство аналогично доказательству Теоремы 4.3 в [1].Теорема 6.5. Пусть выполнены условия Теоремы 6.4, и пусть Т > О достаточно велико. Тогда оператор Л, определяемый выражением (3.1) осуществляет изоморфизм между пространствами Р и К' = Я-3(П) XО£>(П), где Я~2(П) - пространство, сопряженное к Я2(П).Доказательство повторяет схему, проведенную в Теореме 4.4 работы [1], и поэ­тому мы его опускаем.7 . Теперь приведем доказательство Теоремы 6.1.Доказательство : По начальным данным {ш°, и>х] £ Р определяется единствен­ное решение ги(г.<) задачи (2.1) — (2.3). Из Теоремы 6.4 следует существование граничных значений С £з(Е). Подставляя их в (2.6) и решая задачу (2.4) — (2.6) находим г(х.<). Теперь нетрудно убедиться в том. что функция и = г(т,<) является решением задачи (1.1), (1.5) — (1-7). Теорема доказана.

ABSTRACT. The paper investigates the control problem for systems de­scribed by partial differential equations of the fourth order with coeffi­cients depending both on space and time variables. For a class of equa­tions that are correct in Petrowsky sense the existence of exact control belonging to the space Lz is proved.ЛИТЕРАТУРА1. Р. Л. Шахбагян. М. Эль-Санди, “Задача управления для эволюционных уравнений высокого порядка”, Изв. НАН Армении, Математика, том 29. № 2, стр. 57 - 75, 1994.2. Р. Л. Шахбагян, "‘Задача управления для уравнений, корректных по Петровскому”. Изв. НАН Армении. Математика, том 32, № 5, стр. 45 - 61, 1997.19 июля 1999 Ереванский государственный университет E-mail : rshahba&ysu.am


