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На основе метода Кальмара выводимости тавтологий в классическом 
исчислении высказываний мы строим полную аксиоматическую сис­
тему С со следующими свойствами : 1) каждую тавтологию у? можно 
вывести в С не более, чем за С\2т1 шагов, где тп — |Л/<^|, Му — харак­
теристическое множество подформул I - длина а сх - некоторая 
постоянная: 2) существует класс тавтологий такой, что количество 
шагов выводов в С больше, чем Сз2т, где с? - некоторая постоянная.

51. ВВЕДЕНИЕ

В недавних обзорных работах [1] - [3], относящихся к сложности выводов в 

различных модификациях классического исчисления высказываний, указывалось 

на экспоненциальные нижние оценки сложностей выводов, полученные лишь в 

системах с резолюциями, а в системах Фреге наилучшие нижние опенки разве 

лишь квадратические.

В аастоягшей статье для произвольной тавтологии <р определяется некоторое ха­

рактеристическое подмножество М<р подформул. На основе метода Кальмара [4] 

установления выводимости извольной тавтологии в классическом исчисле­

нии высказываний, мы определяем систему аксиом С типа Фреге со следующими 

свойствами через TAUT обозначим множество всех тавтологий) :

а) система аксиом С полна;

Ь) каждую <р Е TAUT можно вывести в С не более, чем за Cj2mZ шагов, где

т = Му . * не превышает длины у>, а Сх - константа;

с) существует >р € TAUT с минимальным количеством шагов выводов в С, 

превышающих Сз2т, где cj - константа.

Перечисленные свойства позволяют указать € TAUT длину п и верхнюю



Сложность выводов в одной системе... 35

[нижнюю) оценку числа шагов выводов п^+1 (пя). где 1 < р < log„ 2] для
достаточно большого и. [•] обозначает целую часть.

В заключительной части работы обсуждаются соотношения между сложностями 

выводов н С— и Фреге системах.

§1 . ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ, ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ

Согласно общепринятому понятию, пропозициональная формула является сло­

вом, составленным по следующим правилам

позициональные переменные х,. » > 1;
2) логические связки V, А, —>, -»;

3) скобки (,).

В дальнейшем под символом • мы будем понимать V, А, —> или Символ а> 

означает графическое равенство слов.

Известно, что каждой формуле можно сопоставить некоторое дерево с корнем : 

каждой подформуле ставится по одно-однозначному соответствию некая верши­

на ; если подформула имеет вид а*0, то вершины, которым приписаны формулы 

а ♦ 0. соединяются ребрами с вершинами а и 0 ; если подформула имеет вид -՝<։, 

то вершина -«а связана с а. Корнем считается вершина, которой приписана фор­

мула р. Дерево с корнем, соответствующее формуле <р, назовем «^-Деревом. а 

корень <р-корнем. Естественно, что каждой подформуле о- в соответствует а- 

дерево с а-корнсм в дереве. Каждой висячей вершине ут-дерева соответствует 

некоторая элементарная подформула формулы <р.

Единичный тп-мерный булев куб обозначается через Ет. Для каждого множества

.Y — {х],..., хт) И ДЛЯ ЛЮ ГО (У (<71,..., € Ет введем обозначение

X* = {х?..... х£г}, где
для а, = 1, t = 1,.... m. 
для ст, = О,

Мы назовем € TAUT минимальной тавтологией, если не получается 

подстановкой из более короткой тавтологии. Пусть - минимальная тавтология, 

.¥ = {х։, ...,хт} множество различных переменных формулы а - подформула

формулы <р. Пусть далее Хр = {х,։....,х,г} С X и а = (<7։։, € Е*.

Определение 1. Множество формул X՞ назовем о-определяюшим. если при­

писывая значения <г,-у каждой вершине хч, 1 < } < р мы индуцируем значение 

каждой вершины любого изолированного поддерева о-дерева. которое содержит 

о-кореиь и только те висячие вершины, маркированные переменными Хф
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Определение 2. «-определяющее множество X" назовем тупиковым, если ни 

одно собственное подмножество не является «-определяющим, «-определяющее 

множество X9 называется а — ^определяющим, если а(а,<7, )=։ е, е £ 

до­

определение 3. Множество переменных Хр назовем важным для формулы <£, 

если для любого а € Ер множество X9 является ^-определяющим.

Вообще говоря, важное множество переменных можно выбирать различными 

способами, причем число его переменных может быть гораздо меньше числа 

различных переменных формулы <р.

Пример 1. Для формулы

<?к = *1 (®з ֊>------ > (х* -> (хк ->• х!)•••), к>2

каждое непустое подмножество множества {хх.х*} является важным. 

Определение 4. Минимальное по мощности важное множество переменных 

минимальной тавтологии <р назовем характеристическим множеством для 

р и будем обозначать через М<р.

Отметим, что если М <р = {х,-։,..., х,т}, то переименованием переменных мож­

но добиться, чтобы М<р = {х1,....хт}. Из Определения 4 следует, что если 

Мр = {хь....хт). то для произвольного сг = (<7։...... <?„,) е Ет формулу мож­

но вывести из посылок др. ...,х*т, пошаговым построением подформул (или их 

отрицаний) соответствующего поддерева, содержащего ^-корень. Итак, метод 

Кальмара [4] можно применить не ко всем вершинам формулы а для пере­

менных характеристического множества минимальной тавтологии <р. Тогда 

выводится пошаговым исключением формул с помощью 2т различных посылок 

(согласно теореме о полноте классического исчисления высказываний [4]). Одна­

ко. для вывода минимальной тавтологии <р, не обязательно использовать все 2т 
■^-множества.

Пусть для минимальной тавтологии <р, М<р = {хх,хт}, и пусть для некоторого 

17 = (ог»1..... <т«») € Ег, г < т множество X9 — {хр,х*т} имеет минимальную

мощность среди всех тупиковых ^-определяющих подмножеств множества М9 у 

для всех а £ Е™. Очевидно, что <р можно вывести, исключая предпосылки из X9 

л ^-определяющих множеств, получающиеся из X9', <г' € Ег \ {а} добавлением 

максимум всех остальных т- г переменных степени <г" для всех ст7' £ Ет“г, т.е. 

не более чем 1 -ь (2Г — 1)2'”՜’՜ наборов посылок.
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Определение 5. Множество переменных минимальной тавтологии которые 

имеют минимальную мощность среди тупиковых ^-определяющих подмножеств 

множества Л!"у?, € Е'п называется ядром насыщения характеристичес­

кого множества Ми будет обозначаться через кМ<р. Если = кМ^. то 

характеристическое множество М<р называется насыщенным.

Пример 2. Для <рт а (А™ 1 ®Г) • то > 1 имеем М<рт = {х1։ ...,хж) и 

оно является насыщенным.

Пример 3. Для

<?/ = (*i -+ *г) -* />3

имеем Мщ = {zb..4zm} и кМщ = {zi} или кМщ = {z/}, т.е. M<fi не

является насыщенным, ^/-определяюшие множества, которые используются в

методе Кальмара для вывода р имеют вид

х?
*2

*1 
„О
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о

о о о

о

1

2

х2
*2

х3
®3

X? ։?-։
х?.։о о
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о о

Пример 4.

кт
X^Рк.тп (1.1)

I

Формула рк.т утверждает, что в каждой 0-1-матрице порядка k х т. где m < 

2* _ 1։ строки можно выбрать так, чтобы записав 0 вместо 1, а 1 вместо О, 

получаем матрицу, в каждом столбце которой было бы по крайней мере одна 1. 

Множество Мрь.тп Для т = 2* - 1 содержит все кт переменные, но не для m < 

2к — 1. Оно не является насыщенным, но каждое <pk,m-определяющее множество 

содержит по крайней мере т формул (по одному из каждого дизъюнкта некоторой 

конъюкции). Следовательно ¥4,ml = то.
Если у? € TAUT не минимальна, то выбирается некоторая минимальная тав­
тология ip такая, что получается из t/’ подстановкой. Если Му = {*!» •••>£«} 

и получается из ф некоторой заменой переменных zj,..., zm соответственно 

формулами .. ........йт, то множество М<р = называется характе­

ристическим множеством формулы
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При различных выборах формул V», Мф могут быть разными (даже по мощнос­

ти). Ниже мы будем использовать этот факт при выборе 0 и следовательно М<0. 

Если Л<-Р = {«1..... От} Д-ля любого 0 € TAUT, то метод Кальмара приложим

и для множества {си, ...,ат}. Эти замечания позволяют нам применять метод 

Кальмара, используя :

1) не все переменные формулы <р,

2) не все наборы посылок,

3) некоторые подформулы или их отрицания вместо переменных или их 

отрицаний.

Ниже определяется некоторая специальная аксиоматическая система С, в которой 

получаются относительно близкие верхние и нижние оценки числа шагов выводов

тавтологий. Ниже мы также будем использовать несколько понятий, см. '6]. Глав­

ный логический знак формулы <р (если он существует) будем обозначать через 

Я| (р). Сама формула нумеруется последовательностью (1). Если некоторая под­

формула о = (а = ->а) занумерована последовательностью (<Т1, ...,<гп) € Еп, 

то а' нумеруется последовательностью (<Т1,.... <тп, 0), а а" последовательностью 

(<Т1...... 34« 1) 1а' нумеруется последовательностью (<Г1.сгп, 1)), Число логичес­

ких вхождений в <р. кроме отрицаний над переменными, называется логической 

длиной 'или просто длиной) формулы >0 и будем обозначать через 1>р. Для каж-

дой формулы если К =э ар Л ... Л а*”, а = (<ть ..., <тт) € Ет, то

множество {а**,.. т } будем обозначать через К՜*7, а множество {ах

через К.

Ниже будем использовать общепринятое понятие вывода в системах Фреге. 

Вывод формулы в некотором исчислении назовем кратчайшим, если он имеет 

минимальное число формул среди всех выводов формулы у>. Число формул в 

кратчайшем выводе формулы 0 в системе С будем обозначать через Т\;.

Вывод называется тупиковым, если после вычеркивания из него любой форму­

лы, кроме последней, он не является выводом. Очевидно, что кратчайший вывод 

необходимо тупиковый.

§2. СИСТЕМА КЛАССИЧЕСКОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

ВЫСКАЗЫВАНИЙ С

Аксиомами системы С являются формулы, задаваемые следующими схемами :

I ai А (а2 Л ... Л (orm_j Л am)...) -> a,-, т > 1, 1 < i < m,
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И 1. (Л а)((К-4-./J)((К-4/3))),

2. (Л' -4 -а) -4 (К -> (а -4/3)),

3. (X->3)->(/<■-► (а->/3))։

4. (X -4 а) -4 ((Я -4 0) -4 (К -4 а Л /3)),

5- чп(ал/3)),

6. (К 4-•/?) 4 (К 4-»(оЛ/3)),

7. (^^-а)->((Я^^)-4(К-4-.(аУ/3))),

8. (X->а)-ИХ-4QV/3),

9. (Х~>0) -+(K-+aV0),

10. (К ֊> а) -4 (Я -4 —а),

III 1. (£ Л К —> <р) -4 ((J л К —> у>) -4 (К -4 ^>)),

2. (7 -> у>) -4 ((7 -4 р) -» ^),

где

1) а, Д а», 1 < i < m некоторые формулы. ат £ TAUT и ат £ TAUT.

2) К я> 01 Л ... Л Зр, р > 1 для любых формул /3,, 1 < ։ < р. 0р £ TAUT. 

причем /Зр g TAUT.

3) для каждой подформулы вида К —> в аксиомах группы II. множество

К° является w — 1—определяющим.

4) в аксиомах 1. группы III 6 £ К. {<£} U К С и множество К не

является ^-определяющим.

5) в аксиомах 2. группы III формула <р не имеет вид -4 ун для некоторой 

^2 € TAUT,

G) в аксиомах 2. группы III, если все формулы М<р формулы р суть тавтоло­

гии. то 7 =։ ri. в противном случае 7 принадлежит М<р, £ TAUT и 7 £ TAUT. 
„ . Л А -4 В .Правилами вывода являются modus ponens : -----—----- (где А называется

малой, а А —► В большой посылкой), а также

А В , А В В А
AbB՝ AvB՝ AV B՝ А-+В А-+В

Ниже, если не оговорено иное, все выводы рассматриваются в системе С.

Теорема 1. Система С полна.

Доказательство : Пусть р е TAUT. М<р = {а։..... nm}. Если существует целое

i. 1 < i < тп такое, что о, TAUT, то “аксиоматическое моделирование" выво­

димости тавтологии методом Кальмара прилагается к ai,.... o։-i,a,+i,....am,a,
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по схеме, описанной в 5]. Если ai,om Е TAUT, то аналогичная схема прила­

гается к Qi, Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Для каждого р Е TAUT имеем Т^ < Ci2m/։ где m = |Л/<р|, 

I = a Ci -постоянная.

Доказательство : аналогично доказательству Теоремы 2 в (5).

Определение 6. Формула р называется правильной, если

a) р - минимальная тавтология.

Ь) для каждой аксиомы А системы С имеем р об -^(11)? а Для аксиом

1., 4.. 7. группы II. или для аксиомы 1. группы III имеет место р А(ш|,

с) р не имеет ни вида ни вида <piVy>j, где р\ € ТAUT или pt Е TAUT, 

или вида ^>i —> <р2, где 6 TAUT и^Е TAUT.

Очевидно, что для правильной тавтологии р по крайней мере одна из формул 

множества Мр не является тавтологией, также как отрицание этой формулы не 

является тавтологией.

Теорема 3. Для любой правильной тавтологии р имеем Т^ > Cj2r, где 

г = a Cj - некоторая постоянная.

Доказательство : следует из нижеследующих лемм.

Лемма 1. Каждая аксиома группы I может служить только малой 

посылкой modus ponens.

Доказательство : Из ограничения 1) следует, что aiA...Aam £ TAUT.

Лемма 2. Если формулы 0 < ii < к и

e -+ (Pj-i -> — ֊> ($₽i -4 Vo)-), 1 < j < *

выводятся по р Е TAUT, и — аксиома, то к < 2.

Доказательство : Предположим противное : к > 3. Формулы р{, 0 < t < к и ^}, 

1 S J выводятся по р Е TAUT, а^- аксиома. По Лемме 1 она не может быть 

аксиомой группы I. Она не может быть и аксиомой группы II или аксиомой 1. 

группы III потому, что по ограничению 2), рк-\ (фк-2 соответственно) не может 

быть конъюкпией. Она не может быть и аксиомой 2. группы III (что следует из 

ограничения 5)). Лемма 2 доказана.

Лемма 3. В тупиковом выводе произвольной правильной формулы р, 

содержащей вывод 7 —> р и 7 —> р для некоторого 7 Е Мр, которая не 

является тавтологией и 7 TAUT.
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Доказательство : Рассмотрим всевозможные конповочные фрагменты вывода 

правильной формулы <р. Так как - правильна, то по ограничению Ь) она не 

может быть аксиомой, а должна быть выведена только по modus ponens из 

некоторых формул 01 и Vd (что следует из ограничения с)). Из ограниче­

ния Ь) формула 01 —► не может быть аксиомой, и не может быть выведена по 

правилу ---------

выводимости 01) и следовательно, должна быть выведена из некоторых выводи­

мых формул 02 и 02 —► (V*i <р) по modus ponens. Из Леммы 2 следует, что 

формула 02 —* (0i является аксиомой. Она не может быть

- аксиомой группы I (по Лемме 1),

- аксиомой группы II (по ограничениям 2) и Ь)),

- аксиомой 1 группа III (по ограничению Ь)).

Следовательно, 02 —* (V>i —> *?) должна быть аксиомой 2 группы III. Поэтому 

02 а 7 и у —► у>, для некоторого 7 6 М>р. где 7 £ TAUT и 7 £ ТAUT.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть формула К -> <р выведена в некотором тупиковом 

выводе правильной формулы <р. Если К — конъюкпия формул таких,

что К С но К° не является (^-определяющим, то необходимо
ММ 

вывести и д А К <р и д А К —> 9?, где 6 € М<р\К.

Доказательство : Рассмотрим всевозможные концовочные фрагменты подвы­

вода К —> <р. Так как <р является правильной формулой, то по ограничению

Ь), формула К —> не может быть аксиомой. К —► <р не может быть выведен по
(Л

правилу--------- ввиду тупиковости вывода) или по правилу
К —>

чения 2) следует, что К не является выводимой). Следовательно, К —> должен 

— (из огранз-

быть выведен из некоторых выводимых формул 01 и 01 -* (А՜ -> по modus 

ponens. Формула -> (К -> у>) не может быть

- аксиомой группы I (по Лемме 1),

- одной из аксиом 1., 4., 7. группы II (по ограничению 3)),

- одной из оставшихся аксиом группы II или аксиомой группы III (если Л 

является одной из упомянутых аксиом, то Я(Л(но>) ® “h но Л(К) » А).
К -> V

Формула 0! -4 (К -> <р) может быть выведена по правилу (ввадУ

тупиковости вывода), или по правилу (ввиду выводимости , ։;•

Следовательно, она должна быть выведена из некоторых выводимых формул г?



42 V • А. А. Чубарян

v2 -> (-► (A' -+ ^>)) (2-1)

no modus ponens. По Лемме 2 формула (2.1) является аксиомой. Она не может 

быть аксиомой группы I или II (в силу рассуждений, аналогичных приведенным 

выше), или аксиомой 2 группы III (по ограничению 5)). Следовательно, формула 

(2.1) может быть только аксиомой 1 группы III. Поэтому =° А К —* <р, 

у. э 1 ЛК для некоторого J Е М<р \ К. Лемма 4 доказана.

Следствие 1. Пусть <р - правильная формула и кМ<р = {т,։,.... х,-г}. Тогда

для любого с 6 Ег по крайней мере формулы 

А ... А х'/ ֊> р, <7 = (ff!,...,(Tr) е ЕТ.

должны быть выведены в кратчайшем выводе формулы <р.

Доказательство : следует из Леммы 4 и ограничений 3) и 4).

Отметим, что если р представима в виде <р =э ♦ ••• * <pt, где <р, Е TAUT и 
(г \

53 2m,l<p ). Эта опенка может
•=1 /

быть существенно лучше известных верхних оценок.

53. ИЕРАРХИЯ ФОРМУЛ по сложности ВЫВОДОВ

В СИСТЕМЕ С

Результаты Теорем 2 и 3 позволяют указать на некоторую иерархию по слож­

ности выводов формул в С. Обозначим через Ф„ классы последовательностей 

€ TAUT таких, что log2/^ = О(п) и О(пр) < log27S < O(np+1).

Теорема 4. Для любого р, 1 < р < [nlogn2] и достаточно больших п, 

классы фг не пусты.

Доказательство : Рассмотрим формулы (1.1) Примера 4. Имеем |М<рП։т| < пт,

= т и 1<рп.тп = 2п(т(п - 1) + т ֊ 1) + 2" - 1 = 2”тп - 1,

с22т<75 < Cl2nrn2nmn = Ci2n(m+i]mn,

где ci. с2 - постоянные. Для тп = пр получаем

logj ^n,n» = О (log2(np2"n)) = O(n + (р + 1) log, n) = O(n),

log27^wM < 0 (log2(nF2n,n'+1,n)) = O(np+1 + n + (p 4- l)log2n) = O(np՜1՜1),

lo8։^. „ > О (log, 2"’) = O(n’),

Следовательно, <pn,nr E Ф„- Теорема 4 доказана.
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И- РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ СИСТЕМ ФРЕГЕ

Обозначим через С' систему, получающуюся из С снятием ограничения 5). Пусть 

Т ~ система Фреге с логическими символами V, Л, —♦> и -ч.

Теорема 5. а) Если для тавтологии <р имеем Т.£ < п, то < езп, где сз 

— константа.

Ь) Если 7^ < п, то Т? < с4п, где с4 - константа, зависящая только 

от мощности множества М<р.

Доказательство : а) следует из существования константы, ограниченной мощ­

ностью множества Мл для любой аксиомы Фреге А. Доказательство пункта Ь) 

очевидно.
,10

Следствие 2. С точностью до линейного слагаемого, верхние оценки 

числа шагов выводов в системе С выполняются для любой системы 

Фреге с теми же логическими символами.

Автор выражает благодарность участникам семинара под руководством И. Д. 

Заславского за ряд полезных советов.

ABSTRACT. Basing on Kalmar’s prrof of the deductibility of tautologies 
inside classical propositional logic, we construct a complete axiom system 
C with properties : 1) every tautology can be deduced inside C in less than 
C12m/ steps, where m = is the characteristic set of subformulas
of ip, I is the length of p and Cj is a constant; 2) there exists a class of 
tautologies, such that the number of deduction steps in C is at least cj?՞*, 
where Cj is a constant.
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