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В статье рассматривается дифференциально—операторное уравнение 
(—1)т -ОГ + <о-2гп Р и = /(<), где т - натуральное число, / € (0. 6),
Ь < зс, о > О, / е £3,_а((0, 6),*И) = Н и Р - оператор, дейст
вующий в гильбертовом пространстве Н и обладает полной системой 
собственных функций, образующих базис Рисса в Н. Приведены усло
вия. обеспечивающие существование и единственность обобщенного 
решения. Доказываются некоторые теоремы вложения в весовых про
странствах Собелева.

$1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧА

Основным объектом настоящей статьи является дифференпиально-опсраторное 

уравнение

Дц = (-1Г О™ и) + 1а~2т Р и = /(«), (1)

где т - натуральное число, < € (0.6), Ь < ос, а > 0, а 1,3,...,2т - 1,

Дг = d/dt. / € £2,֊а((0, 6), Н) = Н и Р - оператор, действующий в некотором 

гильбертовом пространстве V. и обладает полной системой собственных функций

бразуюших базис Рисса в 'Н.

Нас будет интересовать характер граничных условий при I = 0, 6, обеспечиваю

щих существование и единственность решения уравнения (1) при любых / С Н. 

В работах 1], [3], [4] эта задача рассматривалась при 0 < а < 2т.

Наш подход, близкий к [1], основан на иследовании одномерной версии уравне

ния ■' 1), когда Р является оператором умножения на число р. Описывается спектр 

одномерного оператора и доказываются теоремы вложения в весовых простран
ствах Соболева.
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§2 . ПРОСТРАНСТВО IV™

Для простоты п этом параграфе предположим, что функция и(<) вещественна. 

Пусть Ст - множество т раз непрерывно дифференцируемых функций на [0, 61, 
удовлетворяющих условиям

«<*>(<) = 0, к — 0.1,т — 1. е=Ь (2)

Обозначим через 1¥,п пополнение С™ по норме, порождаемой скалярным произ
ведением

{и, в} = (и<™>,1/™>),

где (•. •) - скалярное произведение в £2(0.6).

Обозначим через IV™ пополнение по норме

Скалярное произведение в IV™ обозначим через

{«,»). = («• и'"’, «։■">).

Очевидно, что вложение IV™ С IV™ - собственное и что пространство IV՞1 

совпадает С классом (тп — 2) раз непрерывно дифференцируемых функций и(<), 

для которых ։/™-1Ц<) абсолютно непрерывна и выполняются условия (2). Легко 

убедиться, что нормы пространств IV™ и IV™ эквивалентны на отрезке г), 6], 

Т) > 0. Следовательно, достаточно изучить свойства функций из IV™ при малых 

значениях I. Для доказательства нижеследующего предложения см. [4].

Предложение 1. Для каждого и € IV™ справедливы следующие опенки :

|в(*)(1)|а < Ск 12т-2к-1~а |и, IV™]2, (4)

где а 2п 4- 1, п = 0,1,..., т — 1, к = 0,1, ...,т — 1. При а — 2п+1, п — 

0,1, ...,тп—1 в (4) множитель«2՞1՜2*՜1՜0 надо заменить на (2т-2к~2п 2|1п<|, 

к = 0, 1,.... т - 1.
Из неравенства (4) вытекает, что при а < 1 (слабое вырождение) условия (2)

“удерживаются”, а при о > 1 (сильное вырождение) “удерживаются не все

граничные условия. Например, при 1 < а < 3. и(™ 11 (*)|г=о может гад:ращ&ться в

бесконечность, а при а > 2тп- 1 все и( 11 (<)|<^о могут бращаться в бесконечность

при к = 0,1,т — 1.
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Предложение 2. При любых а > 0, а 1,3, ...,2т- 1 имеет место

вложение

Ы™ С £2.а-2,п. (5)

Доказательство : Так как Ст плотно в И'՞ то достаточно доказать (5) в

случае, когда и £ Ст. Пусть т = 1. Имеем

Отсюда получим

и2(*)Л (и'(‘))3А-

Повторяя указанное действие т раз, получим

(а - I)2 (а - З)2 • • • (а - (2т - I))2 (б)

Предложение 2 доказано.

Замечание 1. Вложение (5) нарушается при а = 1,3...... 2т- 1.

Докажем это утверждение при а = 1 и т = 1. Рассмотрим функцию и(<) = 11п 1|^, 

I € (0, а), а < пйп(1, 6). В £г։_1(0, а) норма этой функции конечна при 0 < -1/2, 

а в И^ЧО. а) ֊ конечна при 0 < 1/2. Следовательно, при —1/2 < 0 < 1/2 вложение 

(5) нарушается.

Замечание 2. Вложение (5) не является компактным.

Для простоты докажем это утверждение при т = 1 и а = 2. Рассмотрим огра

ниченную в 1У2։(0,а) последовательность ип(<) = п~1/2 <-1/2 11а*|~1'Г2-1/2’‘, где 

а < шт(1. Ь). Легко проверить, что подпоследовательность последовательности 

ц„(<) не сходится в метрике £}(0, а).

Замечание 3. При а > 0, а / 1.3,...,2т- 1 в пространстве Ж™ можно

определить норму

Л, (7)

эквивалентную норме (3).

Доказательство эквивалентности норм (3) и (7) следует из рассуждений, анало

гичных рассуждениям неравенства (6) из Предложения 2 (см. [5]). Следовательно, 
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можем записать IV™ = Г°/’ IV™, т.е. если и € №т, то V = 1~а'2и е №™. От

метим, что при а = 1,3, ...,2тп— 1 нормы (3) и (7) неэквивалентны. Обозначим 
О

через IV™ пополнение \Утп по норме (7). Из неравенства (4) следует вложение 

с ж™.

Обозначим через £2։О = 12։О(0, Ь) весовое пространство

Ьз.а = {и(0 : 1^Ьз,а|2 = [ <а |и(«)|2Л < оо}.

Предложение 3. При любых а > 0 вложение

(8)

компактно.

Доказательство : Сначала рассмотрим случай, когда а 1, 3,..., 2т—1. Из (4) 

вытекает, что |и(<)|2 < Ск 12тп՜1 ° |и. IV™ |2. Отсюда получим

|д,£3.о|<С1 |и,^™|. (9)

Для доказательства компактности вложения (8) используем неравенство (4) при

к = 1 для записи
2

’=7
Уо

и(е-гЬ)֊и(«)|2л= /
70

гг / г(2п»-3-а)/2
2
(Й =

<с|Л|2|и.ИТ|2.
О

где £ € [М + Л]. Следовательно

|и(< + К) - и(1), £2>а| < с |А| |и, И'г™|. (Ю)

Результат теперь следует из критерия предкомпактности в £2.о (см. [1], [3]). При 

а — 1,3,..., 2т — 1 доказательство аналогично.
§3 . ОДНОМЕРНАЯ ВЕРСИЯ УРАВНЕНИЯ (1)

Рассмотрим одномерную версию уравнения (1) :

Л и = (֊1)т д™(Г д,т и) + Ре-2т и = /(0. (11)

где а > 0, а # 1, 3,..., 2т - 1, /(«) € ар- постоянное число.
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Определение 1. Функция и € И'™ называется обобщенным решением уравне

ния (111, если для любого и € IV™ выполняется равенство

{и, и}* + р(*°՜2™ и. у) = (/,«). (12)

Положим <1 = 4՜™ (а — I)2 (а — З)3 • ■ • (а — (2т — З))2.

Теорема 1. Пусть р > —с/, а > 0 и а / 1,3, ...,2т- 1. Тогда для

оно единственно.

существует обобщенное решение уравнения (11) и

Доказательство : Единственность обобщенного решения уравнения (И) сле

дует из б| и (12). если положить / = 0 и и = и. Для доказательства существо

вания рассмотрим функционал //(и) = (/, и), / 6 £2.-0 над пространством IV™.

Используя (9) можем записать

/(£) и(<) сП р(<) Л

< Л՜“ 1/(<)Р * / <’|»«)|’Л<с|/,Г։.-в|։|»,ИТ1։- 
70 7о

Следовательно, //(и) является линейным ограниченным функционалом над про

странством И'™. Результат теперь следует из леммы Рисса о представлении 

таких функционалов (см. {!]). Теорема 1 доказана.

Замечание 4. Отметим, что обобщенное решение и(<) уравнения (11) принадле

жит Ь-6) для любого д > 0. Следовательно, в каждом интервале (6, Ь — 6) 

обобщенное решение ц(4) совпадает с обычным решением уравнения (11).
Элемент / £ представим в виде

/М = 1°дЩ- (13)

Очевидно, что д € £2,0 и I/, £2,_о| = |$. Теперь, исходя из Определения 1,

определим оператор В : IV™ С [>г,а £2.о.

Определение 2. Будем говорить, что функция и(£) € IV™ принадлежит области 

Д(В| оператора В. если имеет место равенство (12) при некотором / 6 £2,-0* В 

этом случае мы будем писать В и = д, тле функция д определяется согласно (13). 

Из Определения 2 следует, что оператор В действует по формуле Ви =

{(֊1Г Р™(1° П™ и)+р1в՜2™ и} И для любых и € О(В), и € IV ™ и / € £а,-а 

имеет место равенство (Ви, «)о = (/, и), где (•,*) - скалярное произведение в 

£2,0-
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Теорема 2. При условиях 1 еоремы 1 В является положительным 

самосопряженным оператором в £2։О. При этом, В՜1 : Ь2а —> Ь2а — 

компактный оператор.

Доказательство : Симметричность и положительность оператора В следует 

из Определения 2. Самосопряженность симметрического оператора В следует из 

того, что согласно Теореме 1, при любых f £ Ьз.-а уравнение (1) разрешимо, 

т.е. для любых д 6 Lj.a вида (13) уравнение В и = д разрешимо. Используя (б), 

(12), полагая v = и и вложение £2,0-2™ С Ьг,а получаем

(d + p)c|u.£2,a 2 < (</ + р) |u,£2.o-2mP < |u, ^|2+p|u,£2,a.2rn|2 <

к l/i ^2, —ol ^2.ol — !!?» £?fal ^2.a|-

Следовательно В-10,12.а| < С1 £з.а1- Отсюда следует, что В՜1 ограничен. 

Для доказательства компактности В՜1 осталось заметить, что согласно Пред

ложению 2, вложение Д(В) С И7"1 С £2,а является компактным. Теорема 2 до

казана.
По стандартным свойствам спектров самосопряженных компактных операторов 

получаем следующее следствие.

Следствие. Оператор В имеет чисто точечный спектр, и система соответству

ющих собственных функций плотна в £2,а.
Отметим, что если Л - собственное значение оператора В и и(£) ֊ соответству

ющая собственная функция, то согласно Определению 2 имеем

(-1)՞1 D™(ta £)tm u) + pt0՜2՞* u = Àt° u.

§4 . ОПЕРАТОРНАЯ ВЕРСИЯ УРАВНЕНИЯ (1)

В этом параграфе рассмотрим операторную версию уравнения (1) :

AU = (-1Г £>Г(*Л W “) + t°-2m Ри = /(0» f £ н- <14>

Напомним, что если система {^к)Г^1 является базисом Рисса в Ч. то любой 

элемент г € И можно единственным образом представить в виде х = хк <^к> 

и имеет место неравенство

сз < 11®Н < ci
к = 1 к=1

где I • || - норма в 7£.
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Поскольку оператор Р в (14) обладает полной системой собственных функций 

{|£>к }£°=1, образующих базис Рисса в Н, мы имеем
ОС 00

«(*) = ^2 ик(«)у>*, /(<) = V Л(<) Р<Рк = Рк^к. к е -V. (1б)
4=1 4=1

Тогда операторное уравнение (14) расщепляется на бесконечную цепочку обык

новенных дифференциальных уравнений

А. и։ =(-։)”• + ։а-гп,Р1 и» = /*(«). кем. (17)

Из условия / Е Н следует, что Д € при к Е АГ. Для одномерного уравнения 

(17) можно определить обобщенные решения ик, к € Я (ср. с Определением 1).

Определение 3. Обобщенным решением уравнения (14) назавем функцию ц Е 

И/^'((0. Ь), И) С 1/2.а((0. Ь),Н), определяемую равенством
30 

и(<) = 52^(0

где ик(<) ~ обобщенные решения одномерного уравнения (17).

Следующая теорема вытекает из общих результатов А. А. Дезина [2].

Теорема 3. Операторное уравнение (14) однозначно разрешимо тогда и 

только тогда, когда одномерное уравнение (17) однозначно разрешимо 

и равномерно по Е выполняется неравенство

^4 > Ь2,а ՛ < "**• I /к» ^2. — о | • (18)

Из Теоремы 1 следует, что достаточными условиями для выполнения неравенств

(18) являются

рк > -Л + е, е > 0, к Е IV. (19)

Следовательно, имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполняется условие (19) и а ф 1,3, ...,2т- 1. Тогда 

для каждого / Е Н обобщенное решение операторного уравнения (14) 

существует и единственно.

Отметим, что если и является обобщенным решением уравнения (14), то согласно 

неравенствам (15) и (18) имеем

|и.11,.((0Л),«)|։ = [ Г ||и(*)||’ Л < с։ Л» У’|и»(01*Л< 
'ООО *՜1 (20)

<С2^\/кЛ2.-а\2 <с\/,Н\2.
к = 1



О вырождающемся дифференциально-операторном уравнении 33

Аналогично равенству (13) положим / = д. Очевидно, что тогда д £ 

Ь2.в((0, &),?{) и |/, Н\ = |д, £2։<։((0, 6),'И)|. Неравенство (20) запишем в виде

1«. iU(0.b).*)|< с |».£։,.((0, £).«)!• |21)

Аналогично одномерному случаю обобщенное решение уравнение (14) порождает
оператор

В : W”((0, Ь),Я) С Ьг,о((0,к).Х) - £։,.((0.к).Я).

И. неравенства (21) следует, что В 1 : £2>в((0,Ь),"И) —• ^^*((0,6),К) С 

£2>о((0, 6), И) является ограниченным оператором. Следовательно, имеем 0 € 

р(В), где р(В) - резольвентное множество оператора В.

ABSTRACT. The paper considers differential-operator equation (—l)mx 
x£>Jn(t° D™u) + ta~2m Pu = /(t), where m is a natural number, t € 10,6), 
b < oo, a > 0, Dt = d/dt, f t ^2,-a((0, b), “ft) = H and P is an operator acting 
in Hilbert space Ti and possessing a complete system of eigenfunctions that 
form a Riesz basis in Conditions under which a generalized solution 
exists and is unique are derived. Some embedding theorems for weighted 
Sobolev spaces are proved.
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