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В статье изучается локализация особенностей степенных рядов вне их 
круга сходимости. Получены достаточные условия на лакуны коэф
фициентов степенных рядов, обеспечивающие наличие особенности в 
заданном спиральном угле.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Важный раздел вейерштрассовой теории аналитических функций, который при

влекал внимание многих исследователей (см. [1], [2]), содержит результаты о 

локализации особенностей степенных рядов. В частности, описание локализации 

особенностей на окружности сходимости степенного ряда представлен а сравни

тельно недавних работах Н. У. Аракеляна и В. А. Мартиросяна [3]. [4].

В связи с этим напомним знаменитую теорему Фабри и ее частные случаи [5].

Что касается вопросов локализации особенностей на внешности круга сх МОС-

ти степенного ряда, мы можем упомянуть только статью А. Яврян [б], в которой 

изучалась локализация особенностей на прямолинейных углах (радиальные осо

бенности).

Цель настоящей ра ты заключается в изучении локализации особенностей сте

пенных рядов на спиральных углах (спиральные особенности). Введем несколько 

необходимых обозначений.

Рассмотрим степенной ряд

1ш>«ир|/.|,'" = 1 (1)
П-4 00

с радиусом сходимости единица. Будем обозначать = (т € V :

0} = где /V - множество натуральных чисел. Для последовательности
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{пк}* С <? и чисел д > 1. 7 € (—г/2. я-/2) положим

1 ц,.«)
7) = 11т 1п{ — / /л . Аа . и

пк-»ос Пк 71 (с + а/ + Ь*
<11, (2)

ГЖ
д(д со$27 + соз 7) 
дI 2 — 2д соз 7 4- 1

I де И (д, 7) задается по (5), причем (7) < тг/б, ряд (1) имеет конечную

особую точку внутри спирального угла где а = -Ьап7.9

д| 8Ш7|(2^со87 - 1) 
д2 — 2д сое 7 + 1

и и՝к(1) - число членов конечного множества фП[п*,<Пк], < > 1. Спиральный

угол, зависящий от а Е 1И и 0 € (0.2я) определим следующим образом :

' аге* - а1о8|г|| < 0}. Основными результатами статьи являются

приводимые ниже две теоремы.

Теорема 1. Пусть для степенного ряда (1) последовательность {тц}“ С 

АЛ ги | оо удовлетворяет условию

НттГ |Дй|1/я* = р > 0.
—>ос (3)

Если существует число А Е (0,1] такое, что

Пт зир < А ^(2д соз

2 соз2 7
1ой - + ^(2 соз - агсЬап | со1271I

*3 = {г :

— агс!ап | со17|) , (4)

где 1У(д,7) задается по (2), ряд (1) имеет конечную особую точку 

внутри спирального угла Д®А, где а = — 1ап7-

Для последовательности С}. чисел п Е V, -у £ R. и д > 1 положим

5^(п.д)
Г 1 •т« €[п,2/1п солу]Г\()

Если [п. 2дпсоз7]рр = 0. то предполагаем, что 5^(п, д) = 0. Введем обозначение

^’(^7) (5)

Георема 2. Пусть для степенного ряда (1) последовательность {п^}С

Л , гц | ос удовлетворяет условию (3). Если существует число А Е (0,1]

такое, что

Пт зир < А 1о£(2д соз 7) + 11ап 7) I — — агс1ап | со1 27
Н-» + оо *֊ \ 2 ֊»'•(мл)} >

> х-----т— 1ов - + 1 + 11ап-г| (
2 сое2 7 р \ 2 — агссап I со1 2т|у (6)
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§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Через дЕ и Е об значим границу и замыкание множества Е С С. Нам понадо

бится следующая лемма.

Лемма 1. Пусть дй(С(Ь) - функция Грина круга Д0 = {£ : |С - д| < 

д}» > 2соГ7 с полюсом в точке (о = ге՜’7, где г € (0,2дсоз7), пусть I -

внутренняя нормаль к дОр. Тогда имеет место следующая формула :

/ I Ьп (О‘Ч1-,1(£--<') 1<К| = 2 ^«е-’.Со) Л.
звь* о՝ За

В случае 7 = 0 Лемма 1 доказана в [3]. Общий случай доказывается аналогично.

Доказательство Теоремы 1 : Предположим, что утверждение Теоремы 1 не-
ОО

верно. Тогда степенной ряд £ (—1)п/п*п допускает аналитическое продолжение 
п —О

в спиральный уголС\Д?а, где (Т = тг(1 —А). Следовательно, согласно необхо. 24 ОЙИ

части Теоремы 1.1 Н. У. Аракеляна (см. [7]), существует целая функция у экс

поненциального типа в правой полуплоскости и внутреннего экспонент II ального

типа а такая, что

^>(пе՜'7) = (—1)п/п, п€ЛГ, (7)

1*|.1т1<֊,
4*

М^) < <г|яш(0 + 7)|, 1ап7 = —а,

где - индикатрисса функции <р. Из стандартных свойств функции 

следует, что в произвольном угле Д23, 0 € (0, *72), где Д^ = Д^, имеем (см.

[8], стр. 97)

1о8 ^(С)| <<7| 1т (Се’7)|+^(К|)К| + с, (8)

где г’з(г) 4. 0 при гТоо, ас>0 - некоторая постоянная. В правой полуплоскости

Де <4 > 0 имеем

1о8МС)|<е(|С|+1). (5)

Для функции Грина др имеем

Рм(С<о) = 1ов
ЛК-Мо-я) 

я(С - Со)
(10)

Применим теперь формулу Пуассона Йенсена к функции 0*(С) — р(пь) и кругу 

Л(< в точке С = Со = е՜*7. С учетом (7) получим

1ов|/..| + В<^Л (11)
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где

52 — <7Я (тэ £о)|
1081МС)1д-^^- |<К|,

сумма берется по всем нулям (с учетом кратности) функции лежащим на 

луче а^С = -т, |<| > 1 круга

Опсенм сперва интеграл 7 сверху. Запишем J в виде суммы интегралов 71 и 

7: по кривым = дОй П (С \ Дз/») и 12 = П соответственно. Так как 

|< < 2ц соз 5 при £ € то из (9) получим

71 < с(2цпк соз/3 4- 1). (12)

Из (8) имеем

/11т 1:;;о 1 М<| + 2Дп»£Л(2дп»сое/?) + с <

Е - 52МТ’С°) = Рр(^“,1,,Со)

Л> = [ |1т — Ж-
-/ап °1

(13)

ъСП? ՛ <

(14)

Применял Лемму 1 и формулу (10), простыми вычислениями найдем

2(2дсов7 - 1)(дсоз7 - 1)
70 = --------5— ----------- —-------- 1ое(2дсоэ7 - 1)4-

ц* — 2ц сое 7 4- 1

2щ $Ш7|(2мсоз7 ~ 1) 
ц2 — 2рсо8 7 4- 1

агс1ап
ц — сое 7 

|з1п7|
— агсЬап

ц соз 27 — соя 7
| яш7|(2рсой7 - 1)

Учитывая (12) - (14), получим оценку

(2дсоз7 — 1)(дсоз7 — 1) 
ц2 — 2 ц соз 7 4- 1

1ой(2д СО87 — 1) 4-
р|з1П7|(2/*соз7 — 1) 

ц2 — 2 ц СО87 4֊ 1

ц — соз 7 
агс1ап ——----—

|яш71
— агс(ап

ц соз 27 — соз 7 
з’т71(2/4соз7 - 1)

4-2/ии£а(2дпь соз/З) 4֊ с(2цпк соэ/З 4- 2). (15)

Теперь оценим снизу сумму Е в левой части (11). Пусть тп(1) - количество нулей 

с учетом их кратности) функции фк(С) на отрезке [е՜'1, <е՜’7], где < € [1, 2/1СО87]. 

Можем записать сумму Е интегралом Стилтьеса

(16)
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Используя формулу (10) нетрудно проверить, что функция

Рм(*«“^|Со) ֊ (2/х соя 7 — 1)(д соз 7 — 1) 1
р2 — 2р сое 7 — - аге Гап —-

2 ьЬ

убывает на промежутке (1, 2/хсоз7] и

> ^-'-1)(Дсоз7֊1) 2 ц сое 7 4֊ а 
агсГап-------------------- агсГап

Учитывая (16) получим

Ъ

(2р СО8 ■> — 1)(/1СО87 - 1) 2р со« "у
агсГап — (1тп\1)+

О

(2МСО8 7 - 1)(дсоз7 - 1) 1
аге Гап

- 2^ СОЗ 7 + 1 Ь

_ (2цсов7 — 1)(^со87 —

Ь
2р сое 7

тп(2дсо8 7) —

т(4) <И
М2

Согласно Лемме 3 из 3] имеем

> (* ~ 1)пк “ - 2-

Поэтому из (17) следует оценка

(И)

(18)

(2^сов7 — 1)(дсоз7 —
-------- :--------- ---------г=-------- ат =

(2^соз7 -1)(мсоз7-1) Гп*
~ 1о8

4М

м<)

-ГЦ
2

бпд,
агсГап------- -о — агсГап (19)

Умножая (11) на (2гц) 1 и используя (15) - (17) и (19), получим

^֊1ой1/пЛ +
(2/1СО87 — 1)(/хсоз7 — 1) 

2(^2 - 2/хсо8 7 + 1)
-

2"со*“’ шь(*)А
(*4-а)а+62 Ь

(2рСО87 - 1)(ДСО87 - 1) 
2(р2 - 2дсо8 7 + 1)

агсГап

^(2дсоз7 - 1)

— агсЬап —-— I <

/х| 8^7|(2/хсо8 7 — 1) 
2(д2 - 2дсо8 7 4- 1)

х агсГап
и — соз 7 
---- ----- ------ аг с С ап

р соз 27 — соз 7
। 8Ш7|(2/1СО8 7 — 1).

при гц —* ос. Перейдя в обеих частях к нижнему пределу при п* —> ос, а затем 

устремляя 3 к 1г/2, используя (3) получим

А < 1о£(2/зсо«7 — 1) +
д|8Ш7|

/х соз 7 — 1
р - соз 7 аге Гап ——:---- —

|з։п7|
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- arct an
р cos 2"г — cos 7

|sin7|(2/icos7 - 1) ~ (2рсоз7 - 1)(рсо87 - 1) р

1 » (^^СО8<у ~ i)2[U + а)2 + ь2]
2 °® (2исоз7 4֊ а)2 + Ь2

M|sin7| 
р соз 7-1

или

х arctan
и — соз 7
—------------- arc tan

|зш7|
/4 соз 27 — cos 7

|si»7|(2pcos7 — 1)

arctan
/>

- arctan —-— I , 
Ъ /

A log(2^cos — arctan | cot 2-у|) — W(/i, 7)

4- log(2 cos 7) 4֊ I tan — arc tan I cot - arctan I cot 7И 4-o(l)

. ~ 2 cos2 7 p

при р —* ос. Если перейти к верхнему пределу в обоих частях при р —> оо, то 

получим противоречие с (4). Теорема 1 доказана.

Замечание. Из условия |7| < тг/4 следует, что а > 0 для р > до = соз 7/соз 27.

Поэтому интегрируя по частям получим

2 ц cos 7
IV (д, 7) < lirnjnf

Wk(t) 
nkt2

dt<W(p,y), (20)M > Mo-

В самом деле, при ограничении |7| < 1г/4 Теорема 1 справедлива с заменой 

величины 1Г(д.7) на W*(p. 7).

Доказательство Теоремы 2 : Предположим, что утверждение Теоремы 2 

неверно. Рассуждая как и при доказательстве Теоремы 1, получим уравнение

(11) и опенку (15) для интеграла 7. Для того, чтобы оценить снизу сумму з левой

части (11) будем действовать несколько иначе. Из формулы (10) легко следует, 
2(u cos 7 — I)2

что в случае 7 < тг/б функция Рд^е՜'1, Со) ֊ ֊֊^---- z----------֊7֊
t(p2 — 2/4СО8 7 4֊ 1)

убывает на

промежутке t € (1. 2рсоз7) для достаточно больших р. Следовательно

,у,Со)>
2(^со»7 - I)2 

р2 - 2р соз 7 + 1
1

2р соз 7
t € (1, 2/4СО8 7].

Учитывая (16) получим Е >
2(^cos7 — I)2 

р2 — 2р соз 7 + 1
di. Отсюда и из (18)

2/4 сое 7

следует

2(дсо87 — I)2
Р2 — 2рсоз7 4 1

пк iog(2/r соз 7) w*(t)
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\ 2рсову/
Умножая (11) на (2п*)-1 и учитывая (17), получим

х— log|AJ + Znj^
(дсозч - I)2

/i2 — 2jiCO8 7 + 1
log(2/r сов w»(i)

—=— at —

\ Пк / X 2pco87/J “ [
, .. u| sin7|(2u сову — 1)х log 2д cos 7 -14- \ -~

' 2(д2 - 2/1 cos7 + 1)

(2дсо87 - 1)(дсов7 — 1) 
2(д2 — 2д сов7 4- 1)

и - соз 7 
х arc tan —г֊:---- —

|81П7|

и cos 27 — cos 7
— arc tan 1------------------------

| sin7|(2p СО8 7 — i)J
Перейдем в обеих частях к нижнему пределу при п* —> оо, а затем устремим /3

к тг/2. С учетом (3) и (20) получим

А < log(2/icos7) 4- | tan7|
2(pcos7 - 1) 
2/i cos 7 — 1

ИПя,Т)}

< - 1-2— log ֊ 4- 2(ДС-Оа-7----- ֊ 4֊| tan 7| (у - arctan | cot 27|) 4-o(l),
~ 2cos27 p 2/icos7—1 '2 '

При Д —* ОС.

Переходя в обеих частях к верхнему пределу при р —► оо, получим противоречие

с (6). Теорема 2 доказана.

В заключение автор выражает благодарность профессору В. А. Мартиросяну за

постановку задачи и поддержку.

ABSTRACT. The paper considers singularities of power series beyond the 
circle of convergence. Sufficient conditions on the lacunae of coefficients 
are found, that guarantee the existence of singular points in a given 
logarithmic angular domain.
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