
КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О КОММУТАТИВНОСТИ В БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЕ

И. М. Караханян, М. И. Караханян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К’ 4, 1999

Пусть в комплексной банаховой алгебре А с единицей 1 ||1|| = 1, ||аЬ|| < ||а ||Ь||

для всех элементов а, Ь € А. Напомним (б, 7], что линейный функционал

<р : А —♦ С называется состоянием, если ||^|| = ^(1) = 1. Множество

состояний образуют слабо звездочно компактное подмножество в сопряженном 

к А пространстве, которое мы значим через Р(А). Множество У(а) = {у?(а) : 

называется (алгебраическим) числовым образом элемента а

в А. В частности, если А- подалгебра в операторной алгебре ВГ(Н) всех 

ограниченных линейных операторов, определенных в комплексном гильбертовом 

пространстве Н. то числовой образ У(Т) любого оператора Т Е А совпадает (см.

[8]) с замыканием обычного числовою образа оператора Т. Заметим, что элемент

И € А называется эрмитовым, если У(11) Е 1В. где П< - поле вещественных 

чисел. Это условие равносильно тому, что ||ехр(йЬ)|| = 1 для всех I Е П? 

Множество Н(А) всех эрмитовых элементов является замкнутым Ш-линейным 

подпространством в А. Элемент И Е А называется квазиэрмитовым (см. (5.), 

если ||ехр(»«11)|| = о(|/|,/2) при |1| — ос, I Е Ш. Из этого условия следует 

8Р(1|)С ПГгде $р(11) - спектр Ь-элемснта. Числовой образ У(Ь) может выползать 

за числовую ось. Однако, для любого элемента а Е А имеет место вложение 

зр(а) С У(а). Элемент а = 11 + «к, где 11, к Е Я(А) называется эрмитово 
разложимым, а а+ = 11 - «к - эрмитово-сопряженным к элементу а 

В случае, если [11, к] = 11к - к11 = 0, то элемент а называется эрмитово

нормальным элементом, а когда 11,к кваэиэрмитовы и ,11, к] = 0, гоэлемен!

а = 11 + |к называется квазинормальным.
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Пусть J - замкнутый двусторонний идеал в алгебре А. Тогда фактор алгебра

А/У является банаховой алгеброй относи гельно фак гор нормы ||| • ||| и имеем 

а = а + J = яу(а) Е A/J, где яу : А —• A/J - канонический гомоморфизм, 

порожденный идеалом У.

Пусть {аг.}о°, {Ьп)о° - две последовательности элементов в банаховой алгебре

А такие, что Пт ||ап||։/п = ра < оо, Нт ||Ьп||1/п = р* < оо. Тогда для любого П —*ОО Л—*оо ОО с ДЛ ОО л дл
элемента с 6 .4 функция /(А) = А(А)сВ(А) = 52 ■ , где А(А) = 52 . >о п! о п!

ос Ь Д’*
В А) = У2----— является А значной целой функцией экспоненциального типа

о п!
п

(7; < р, 4֊ Р1, где сп = 52 С£арсЬп_р. Для а,Ь,с Е А будем писать са = 
р=0

Ъс^тподУ), если са — Ьс Е У. В частности, условие са = ас(тоНУ) означает, что 

элементы а и с коммутируют по модулю идеала У.

Теорема 1. Пусть А комплексная банахова алгебра с единицей, 

и У — замкнутый двусторонний идеал в А. Тогда элементы сп = 
п 
52C£a?cbn_p Е У для всех п > 1 тогда и только тогда, когда 

х=о _ ____ ____
sup |1|/(А)||| < оо, где {an}g°, (bn}g° Е А и lim ||an||1/n < оо. lim ||Ьгг||1/г* < оо. л (2 л —♦оо Л —♦ оо
Доказательство : Пусть я у : А —* A/J - канонический гомоморфизм, 

псрожденлый идеалом У. Так как cn Е У, то сп = 0. Отсюда имеем /(А) = 

= со, т.е. |||/(А)||| = |||с0||| и поэтому sup |||/(A)||| < оо. Обратно, 
О Л! д€С«ЦТ

предположим, что sup |||/(А)||| < оо. Тогда для А/У-значной целой функции 
А€С

■тс спАп
/(А) = У ■■ , и в силу теоремы Лиувиля имеем /(А) = cq. Следовачельно, 

о л!
для всех п > 1 имеем с,, = 0, откуда получаем cn Е У. Теорема I доказана.

Следующая теорема относится к случаю ап = ап и Ъп = Ьп, где а, Ь Е А.

Теорема 2. Пусть А — комплексная банахова алгебра с единицей, У — 

замкнутый двусторонний идеал в А и а, Ь, с Е А. Тогда для того, чтобы 

са = Ьс(тоПУ) необходимо и достаточно, чтобы

sup HIехр(АЬ)ссхр(—Аа)||| < оо. 
лес

Доказательство : Пусть яу : А —♦ A/J как и выше есть канонический 

гомоморфизм, порожденный идеалом У. Так как са - be Е У, то для любого 

натурального п имеем сап = Ьпс, и поэтому сехр(Аа) = ехр(АЬ)с для 

произвольного А £ С. Следовательно, с = схр(А1>)ссхр( —Аа), и поэтому 

sup III ехр(АЬ)сехр(-Аа)||| < оо.
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Обратно, пусть sup ||| ехр(АЬ)с ехр(-АЙ)||| < оо. Тогда для A/J-эначной целой 
ЛЕС

функции в силу теоремы Лиувиля имеем /(А) = ехр(АЬ)сехр(֊Аа) = с. Тогда 

для любого натурального п имеем сап = Ь"с, и следовательно, са = bc(modJ). 
Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Пусть M,N,T Е ЯА(А'), где X - комплексное банахово (в 

частности, гильбертово) пространство и J С ВЦХ) ֊ замкнутый двусторонний 

идеал. Для выполнения равенства МТ — 7՝/V(modJ) необходимо и достаточно,

чтобы аир ||| ехр(АА/)7’ехр(-АЛ^)||| < оо. 
лес

Комбинируя Теорему 2 с обобщенной теоремой фон Неймана-Фугледе- Путмана 

(см. [3, 4 ), получаем следующий результат.

Следствие 2. Пусть a,b Е А - квазинормальные элементы и с Е А. Если 

sup HI ехр(АЬ)сехр(-Аа)||| < оо, то а+с = cb+(modj) (см. [9]). 
лес

Следствие 3. Если А - комплексная банахова алгебра с единицей и а, b Е А, то 

условие ab = ba(modJ) эквивалентно sup ||| ехр(АЬ)а ехр(-АЬ)||| < оо.
ЛЕС

В случае J — {0}, Следствия 2, 3 дают усиления результатов из [1] и [2].

Следствие 4. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей и J - 

замкнутый двусторонний идеал в А. Для того, чтобы A/J была бы коммутатив-
W * ••

ной необходимо и достаточно, чтобы sup sup |||exp(Ab)aexp( —Ab)i;։ < ос.
(а.Ъ)ЕДхЛ ЛЕС

Если семейство элементов (a7}7gr С А есть система образующих алгебры А, то 

будем писать А = А[{а7 В этом случае Следствие 4 можно сформулировать 

в таком виде :

Следствие 5. Пусть А = А[{а7}1€г] -комплексная банахова алгебра с единицей, 

и J - замкнутый двусторонний идеал в А. Для коммутативности А/J необходимо 

и достаточно, чтобы sup sup |||схр(Аа7)ах ехр( —Аа7)||| < оо.
7.ХЕГАЕС

Если J = Rad(A) - радикал алгебры А, го Следствия 4 и 5 обеспечивают 

коммутативность фактор алгебры A/Rad(A), что, в свою очередь, эквивалентно 

равномерной непрерывности спектрального радиуса в А (см. [10]). В случае 

J — {0} получаем критерий коммутативности алгебры.
Пусть D : А —• А - непрерывное А-дифферсниирование (т.с. D Е Ri(A) и 

D(ah) = (Da)b-Fa(Db), гдеа.Ь Е А). Тогда в фактор алгебре A/J индуцируется 
Д/J дифференцирование Dj : A/J -» A/J, определяемое по формуле Dj(a) = 

тДРа) = Da. Очевидно, Dj Е ВЦА/J). Пусть aul(A) - группа автоморфизмов 
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алгебры А. Тогда, при каждом фиксированном А 6 С оператор ехр(А^) 6 аиЦА), 

и поэтому ехр(АОу) Е аи1(А/7).

Теорема 3. Пусть А — комплексная банахова алгебра с единицей. У - 

замкнутый двусторонний идеал в А, а О : А —» А есть непрерывная 

А-производная. Для того, чтобы £>п(а) 6 7 для всех п > п0, а € А, 

необходимо и достаточно, чтобы |||ехр(АРу )(а)||| = <9(|А|П։>՜1) для ^А| —• оо, 

А е С. •»

Доказательство : Пусть £?п°(а) Е 7. Тогда Д}°(а) = 0, и поэтому для всех 

натуральных п > п0 имеем £>7(а) = 0. Если Е Р(А/7), то для целой функции 

/ДА) = ^р(ехр(АРу)(а)) имеем

п0— 1 
МЧ = X 

4=0

Следовательно, |||exp(ADj)(а)||| = sup |/ДА)| = О(|А|п<>՜1), for |А| —» оо.
*€P(A/J)

Обратно, предположим, что ||| exp(ADj)(a)||| = 0(|А|По-1) для |А| —» оо. Тогда 

в силу теоремы Лиувиля, для п > п0 имеем Dj(a) = 0, и поэтому Dn(a) Е 7. 

Теорема 3 доказана.

Следствие С. Пусть А комплексная банахова алгебра с единицей, 7 - 

замкнутый двусторонний идеал в A, a D : А —» А есть непрерывная А- 

производная. Для того, чтобы Da Е 7, где а Е А, необходимо и достаточно, 

чтобы sup |||(ехр ADy)(a)||| < оо. 
лес

В случае 7 = {0} получаем следующее утверждение.

Следствие 7. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей, и D : А —» А 

есть непрерывная А-производная. Для того, чтобы элемент в Е ker(D), где ker(D)

- ядро оператора D, необходимо и достаточно, чтобы sup j|(ехр АО)(а)|| < ос.
лес

Iсорома 4. Пусть Л - комплексная банахова алгебра с единицей, 7 - 

замкнутый двусторонний идеал в A, a D : А —• А есть непрерывная А- 

производная. Если для а Е А имеем Da $ 7, то |J V((exp XDj )(а)) = С.

Доказательство : Пусть Е Рассмотрим целую функцию /ДА) =

^(ехр(А/9у )(а)). Тогда образ f.fi лежит в множестве Uj — |J \/((ехр А/7у)(а)). 
АсСПредположим, что С \ Uj содержит по крайней мерс две точки Тогда, в силу 

зеоремы Пикара для целых функций имеем /^(А) = const, и поэтому для всех
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натуральных n > 1 получаем y?(D3(a)) = 0. В частности, Dj(a) = 0, те
Da Е J. Однако это противоречит условию теоремы. Таким
содержит самое льшее одну точку. Теперь покажем, что Uj — С. Так как
для каждого'фиксированного А Е С оператор ехр(АО^) 6 аи€(Л/У), то имеем 

$р(а) = кр((ехр А£./)(а)) для любого элемента а € Л/У.

Пусть Со Е вр(а) и С € С - нроизвольное^комнлексное число. Тогда на прямой, 

проходящей через точки Со и С, найдется такая точка , что С։ Е У((ехр

для некоторого А € С. Так как отрезок С 7((ехР А£Ь)(а)) и числовой
I г *••• и 417 С Г •

образ У((ехр А£)у)(а)) есть выпуклое множество, то С Е У((ехР А£Ъ)(а)), и 

значит У}=С. Теорема 4 доказана.

В случае, когда идеал J = {0} получаем нижеследующее утверждение.

Следствие 8. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей, и D :

А А есть непрерывная Л-производная. Если элемент а ker(D), то

U V((CXP AD)(a)) = С.
AGC
Рассмотрим оператор 6.,ъ(с) = ас - сЬ, где а, Ь,с 6 Л. Так как 6e,b(cd) = 

6a,b(c)d 4֊ сб. b(d) + c(b - a)d, то для а / Ь оператор б.ь не дифференцируем

Гем не менее имеет место следующая теорема.

Теорема 5. Пусть А — комплексная банахова алгебра с единицей, и 

пусть а,Ь,с Е Л такие элементы, что ас / сЬ(тоПУ), где У — замкнутый 

двусторонний идеал в Л. Тогда и У(ехр(Аа)се.хр(—АЬ)) = С.
дес

Доказательство : Гак как ас — сЬ У, то для любого элемента d Е У имеем 

ас — сЬ + И У. Тогда для любого j £ У элемент Л = (а — с)3 4-,)(с - Ь) Е у 

У, и следовательно, (а 4֊ ,])(с + ]) — (с 4-_])(Ь 4- ]) £ У. Отсюда следует, что , 

ехр(А(а 4- j))(c 4֊ j) - (с 4- j) cxp(A(b 4- j))£ У для произвольного А Е С. Отсюда 

получаем схр(А(а 4֊ j))(c + j)exp(—А(Ъ 4-j)) — (с 4-j) У. Пусть frj = U ^д » 
А € С

где (/A<j> = V(exp(A(a + j))(c 4֊j)exp(-A(b 4֊j))). Покажем, что t/j = С. Пусть 

С \ (/j содержит по крайней мере две точки. 1огда для <f> Е /Э(Л) образ целой 

функции /<j>(A) = v?(exp(A(a 4-j))(c 4-j)cxp(—A(b 4-j))) лежит в t/j. Тогда по 

теореме Пикара для целых функций имеем, что /<j>(A) = const. Слсдовалельно, 
производная /-функции раина нулю, и поэтому (а 4՜ j)(c 4- j) — (с 4֊ j)(b 4֊ j), 

что противоречит условиям Теоремы 5. 7 аким образом, множе։. i во C\tj можс i 
содержать самое большее одну точку. Убедимся, чзх) b'j = С. Пусть Со € $р(с + J) 

и(^С произвольное комплексное число. 1огда сущсствуе։ точка С։ Е А
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такая, что ( лежит в сегменте [<о.<։)- Так как Со € и 11^ - выпуклое 

множество, то необходимо ( Е и поэтому ( Е Ц. Таким образом, для 

каждого элементаj Е 3 имеем (]} — С.

Заметим, что \/(ехр(^л)сехр(-АЬ)) = Г| \/(схр(А(а + «|))(с + ])ехр(֊А(Ь +.}))). 
К-/ 

Следовательно

и (ехр(Аа)сехр(-АЬ)) = Р| = С.
*€С КУ

Доказательство завершено.

В случае У = {0} соответствующие результаты можно найти в [1], [2].
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