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В статье изучаются задачи, касающиеся щ странств Г£л(ип) авали*
тических функций в единичном полидиске иг‘, обобщающие хорошо 
известные классы Харди, Соболева и Джрбашяна. Описаны мульти* 
нликаторы степенных рядов из Е^’(ип) в классы ВМОА, Липшица 
и Бесова. Получены также необходимые и достаточные условия в 
терминах символа сохраняющего оператор Теплица ограни­
ченным оператором, отображающим гладкий аналог пространства 
/гт.<(ип) в некоторое подпространство класса //(и’*) голоморфных
функций в и” Доказана теорема вложения для классов /,^ ’(ип).

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть ип — {г = (Х1,...։2П) € Сп : |ху| < ],; = есть единичный

полидиск в п-мерном комплексном пространстве Сп, 1 отрезок [0,1] и Т" - 

остов полидиска и ՝. Обозначим через //(15՞) класс всех голоморфных функции 

в ип, а через тп(<) - п-мерную меру Лебега в Т” и

Пространство Г£ ’(ОГ‘) аналитических функций вполидиске 1Р при 0 < р, д,а < 

ос определяется следующим образом :

Г’’(и") = {/еЯ(и”): 11/11’.,,.= ч * о

|/(Л£)Г(1 - К)ар-՝(1П
(1)

< оо > .

Легко видеть, что при р — д пространство ։(и') совпадает с хорошо 

известным пространством М М. Джрбашяна Л’(иг‘) в полидиске (см. [1], [2]), 

а в силу результатов [3], при п = I, р = 2 пространство Е£ ,(и’։) совпадает с 

пространством Харди-Соболева

Некоторые свойства пространств Г^'’(ип) и их гладкие аналоги изучены в 

(4) - (7). В работе [б] было получено полное описание функционалов для
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пространств а также характеристик мультипликаторов степенных
рядов из ^ ’(ип) в пространство Харди //*(£/") при 0 < р, ц < 1, 0 < тах(р 9) < 

я и из ) в Ьр (ип) при 0 < з < I < оо, 0 < тах(р, ?)<«<!.

В настоящей статье мы продолжаем изучение пространств 0 < р. д <

оо. В дальнейшем изложении мы будем использовать следующие стандартные

тг = (г1Л>...,гпгп), г = (*1,...,г„) еСп, г = (г։,...,гп) е Г;

п

-ос < 7 < оо,

։/р
I О < р < оо.

Ъ / 1. к — 1,п,

В пространстве 7/(ип) рассмотрим оператор дробного дифференцирования ГУ :

для/(г) = 52 акгк 6 Н(1Г*) и а >-1 
1*1>о

“/)(’) = Е + Г(* + о + 1) = П Г(*М » + !)■

|*|>0 ՝ > ՝ > >=։

Легко видеть, что (£)°/)(г) € Я(ип), если / € Я(ип).

Статья имеет следующую структуру : §1 содержит полное описание мультипли­

каторов степенных рядов из в классы ВМОА, Липшица и Бесова в

полидиске. В §2 вводятся гладкие аналоги пространств Г*-*(ип) и изучаются 

операторы Теплина 7^, действующие на этих пространствах. В §3 доказывается 

теорема вложения для классов Л^։’(ип). Задачи, рассматриваемые в §§ 1 и 2, 

исследовались в [8] - [12] для пространств Харди Я(иа).

51. МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ИЗ КЛАССОВ

ГР.»(1Г)

Определение 1.1. Пусть А' и У подпространства //(ип). Последовательность 

комплексных чисел где - множество неотрицательных целых

чисел, называется мультипликатором из X в У, если для любой функции 

/(г) = 22 акгк 6 А' функция р(г) = 22 акскгк принадлежит У. Множество 
|*|>о |*|>о

таких последовательностей обозначим через Л/т(А, У). Опираясь на результаты 

[6], дадим полное описание мультипликаторов из ?'£,’(ип) в классы ВМОА, 

Липшица Л д1'՜ 'х,"‘ и Бесова В& определенные н полидиске. Введем следующие Л
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классы голоморфных функций в Un : ...»

ЯЛ/ОЛ(ип) = {/£//(Un): '

Н/Нвмол = sup ( / I/«) ֊ /ЮГ ЛМ4)}< оо) , !<«<«;

*€U* Мт- I1 ~ гсг /

л$.... '-(и՞) = / е Я(и՞): II/II.7 =

=.х - |։1|)т1’Л‘ •■■<՛ -1’՞!)՞՝-՜'- < °°} ■

т, € И+, тщ > & > 0, 1=1,..., п, |т| = пц + ... + тп;

в!(V՞) = {/ е И(и"): ц/цв, =

= [ |О”7(ш)|*(1 ֊ |ш|)*<"-< «Л , 
7и* )

тп Е 2Х+, тп > 0, 0 < $ < оо.

В силу теоремы Харди-Литтлвуда и условия Гарсия (см. [13] - [15]), при п = 1 

введенные пространства /ШОЯ(ип) и Лд*'“,|й՝ совпадают с пространством 

ВЛЮЛ(и) и классом Липшица-Зигмунда Л^(и), соответственно. Следующая 

лемма из [б] будет часто использоваться в этой статье.

Лемма 1.1. Если 0 < тах(р,д) < $ < оо, 0 < а < оо, то

(/,. I/WO- 1/*
<сц/цг,.., /Е F'’’(Un

Здесь и ниже буква С с индексами или без будет обозначать положительные

постоянные.

Теорема 1.1. Пусть $(г) = V с^гк 
1*1>о 

утверждения равносильны :

Е 0 < р, q < 1. Следующие

1) е Л/т(Го₽֊’(ип), BMCM(Un)),

2) sup f sup f x
Jr* U - ^1 J

x(l - ft)m-*-J+l < oo,

где I < s < oo, Srt(z) = g{Rz), m G IN = Ж+ \ {0}, m > a + J - 1.

Следующие утверждения также равносильны :

3) (е.}.€И; € Л/т(Л’’(ип),л"(и")),
4) sup sup |D"'p^(2)|(l - |21|)‘i-«' ...(1 - - /г)՞՝՜“
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а4*...э4-’ к,, гп Е И'Ч, т > ] — 1 ,..., п.

Доказательство : Положим

/я(*) я* е /, т е №.

Имеет место следующее неравенство :

М-“ГН-•“«!՛ Х(.+„ I > я 4- 1 > 0, и»еип,

из которого получаем (г = |г|()

(I - к1)°у-1 ..Л’՜’ . ,.Л < С1
|1 - Яг|(’п+1)” ^ 7 ֊ (1 - я)(т+1-в)-х/< •

Следовательно, если {с^^тг* € Мт(Г*'’(ип), ВМОА), то применяя теорему о 

замкнутом графе, находим

1М?о

Г(* + т + 1) 
Г(т + 1)Г(*+1)

ВМОА

<с> + т + 1) рк к 
2^оГ(т+1)Г(1:+1) ‘

- С2 ||/я||Г>.« - (1 - Я)(т+։-а)֊1/9»

Сз 1 .
II9я11ВМОА - _ Д)(т+1-а)-։/9 ՛ т > ° + д

Следовательно, 1) => 2). Для доказательства 2) => 1) заметим, что для 

функций Ь(г) = 52 СкОкХ* и /(г) = ^2 а*г* имеем 
|*|>о |*|>о

'•(«’о = ^(0-

Достаточно доказать, что следующее условие удовлетворяется :

яе /.хир 
г€ип

(Д|/.(Я’£)-Л(Л)1‘^Р < ОО, I < 5 < ОО,

(2)

И моем
ЛЯ,(0 = А(Лг<) = ֊7 / /(<«)»<««) ^(О- (’)

(У'Ч 7ТП
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Далее, для функций /(и>) = Ь^и)* £ Я(ип) и д(и>) = 52 дкик 6 Н(ип)
|к|>0 |*|>о

имеем
хДг [ 7(И)ЗИ) (^ГПпО) =
1**7 УТ-

" (4)
хП^-^г'к^к«).

1=1

Действительно

Дг()9(Н) Лп.(0 = £ 4։9։г?‘> 
1*1>о

у уот»(/ге)7(я«)П(г’-я?)"-1
о

х Я</Я</т„(0 = ( = )"(2*)

п

"№"• -г;’՞֊ / ... £
Л ■'« |*|>0

п

Г(*, + 1)(Г(т+1))
-л”։ 
п > ?)т-։я<1я =

/=1

|*|>0

гг Г(*,+т+1) ,
Ц г(4,4 1)(Г(т+1))" ' ЛЬ.

Следовательно, в силу равенства

1 Г(т)Г(^ 4֊ 1)
2 Г(т - к; - 1)

для / = получим 3 = 52 Отсюда
1*1>о

Л(я«)^<(Лх)^п(о <

^2 У |Отдг((ш)| • |Л(ш)| (1 - |Ш|)"-։ /*
I

(5)

где /{(и/) = /«и;) и = д(г(,хи). В силу (3) и (4)

|ля։(е)-лЯ’(»)1 = 754;

Очевидно, что

[ (9։-».)(И)/(<я)^(0 < 
77*

Уи֊ 1О”՝9(С“>) - ^т9(’“)1 • ֊ М)т՜1 ^п(ш). (6)

5ир |<р(*)| = ьир |у>(е‘4)|, 
сип «си*

я(ип).



Мультипликаторы степенных рядов... 61

Поэтому условие (1) равносильно следующему :

^т?я(е,։г)Г

аир (1 - яр-«*-»֊։-։/» 
яе/«

^(0
1 ֊ И3

|1 - ге|<е,<(|2

(П

Учитывая (6), получаем

|Л(Я2<)-Л(Я22)| ^п(()
։/*

с(т, п)
|О’пр(^)-Л-^)|х

1-1*П 
п-^р/ 1/(«01(1 - |ш|)т ^т2п(и՛)

Применение неравенства Минковского дает ||Ляэ||аА/ол <

с(т п) ( / [ 1 _ (яР \* А,- Ьр- А-|от,(<ш) - '"-(*)) *
* 1/(^)| (1 - |ш|)т"’</т3п(щ).

Из (7) получаем

Н^Я’Нвмол < у^2тп
6’1 (гп, п)

Наконец, применяя Лемму 1.1 с .$ = 1, получим

Н^Нва/од — С2(т՛ п) 11/11г*-’(и-) ’ о < Р՝ 9 < 1> О < о < оо.

Этим доказывается импликация 2) => 1). Доказательство импликации 3) 

аналогично доказательству первой части теоремы. Поэтому докажем 

импликацию 4) => 3). Из (2) и (5) следует, что

=>4)

лько

Тл

с(г^ I |И’"»1‘|(»)1 • 1/(®)1(1 - к|)т-1ат2.(»).

Далее, имеем

։ир |Л«‘Ч«)|(1 -1«,|)‘՛-1’՛ 
х€1Г
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< C(m.n) / ( sup |ОтЛ‘'(»)1(։ ֊ I*1I)‘‘՜*' •■■(> -l».|)‘՛՜4-) X 
ju« VeU’ /

x l/(®)l(l - R)m~'dm2„(w) <

|/(w)|(l - |w|)»-’+‘/4mJn(u,), t, e IN, k, > 0j։ j = 1.......
JU«

Из (7) получим ||/»|Ц? < n) Этим доказывается импликаищ

4) => 3). Теорема 1.1 доказана.

Следующая теорема дает полную характеристику мультипликаторов степенных 

рядов из /г£'*(ип) в классы Бесова ßf(Un) для случая 0 < max(p, q) < s < 

1, s(or + 1/q) < 2. Нам понадобится следующая лемма, которая вытекает из 

результатов работы [2].

Лемма 1.2. Пусть д, f 6 //(Un), 0 < р < 1, г G /п и тп E IN. Тогда

l/,(w)| • |Dmy.(w)|(l - |w|)”-’An։.(w)Y < 

и*

Доказательство : Обозначим через Ц,* и и\ двоичные разбиения полилиска 

и" (см. 2], [16]). Так как функция |/п(и»)Рп։дг(и։)| п-субгармонична (см. [16]), 

то имеем

™xJA(w)l’|O”T,(w)l’ < —— f |/„(w)r|Dmjr(w)P</m2n(w). 
u€Uj. Ju-J •

Легко проверить, что C<2 2|t| < m2n(U]t) < Cs2-2,k*, CJ2՜2։*։ < 1 — |w| <

Cj2 2 r , w E Uj*. |fc| = + ■ ■ + ^n- Следовательно, учитывая, что разбиение

Uконечной кратности (см. [16]), получаем
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£ С»Х / 1Л(«')Г|От»г(ш)|’(1 - |ш|Г<"-'>*”-’ат։„(«) < 
>.» •/и;.
- С։ /и. 1А(«’)1’|от»г(ш)Г(։ - М)’<т+1>-’апч„(ш).

Лемма 1.2 доказана.

Теорема 1.2. Если д(г) = £ скгк £ Н(ип), 0 < тах(р,9) < 8 < 1 
1‘1>о

л(аг 4֊ 1/д) < 2, то следующие утверждения равносильны :

1) {с*}4€И; е мт(ПЧип),в^ип)),

2) вир М1(Пт£)^,г)(1-г)гп-|’+й-а+1֊1 <ос 
г?/ш (8)

где т,Л Е 1?4, т > /?, к > ; - 1.

Доказательство : Из неравенства (см. [18])

М.(ОтОкд) < С(1 - г)т-‘>||0-О‘9||в?.

и Теоремы 1.1 следует импликация 1) ==> 2). Для доказательства 2) => 1) 

заметим, что для функций /1(х) = ^2 с*а*г* и /(г) = ^2 аь2* имеем
• 1*1>о |*|>о

О^^ргг) = —!— / £>тд(ргё)/(г<0 (1тп(1), 2 = г(. 
I I /т»

Из (4) следует, что | Огп К(ргг')| <

/о Ут«

где т/; = С,}г}/р} г}}р € (0,1), ) = 1,...,п. Устремляя р ■— 1, из Леммы 1.2 и 

неравенства (1 - Я)՞* < (1 — Яг)1, 7 > 0, г, Я € (0,1), при к > ֊ - 1 получаем

|ОтЛ(г’С)1' <
<С,(т,п)/ / |/(Я(г{)|‘|От/У9(гК{)|։(1 -Яг)'**'-։Я</Я <М>Д(). 

7/- Ут-

Проинтегрировав обе части по 7 п и применив теорему Фубини. ич (^) имеем

|£т/1(г2С)|1сЯпп((;) < С։(т,п)|/(Яг<)|’(/тп«)х

X I |РтО^(гЯС)|Чтп«)(1 - Яг)а+'-2Яс/Я< 
г-

< С,(т.п) 8ир ( [ ЮтП1?(гЯ<;)| ат„(С)(1 - Яг)՛"*“*—'’-—" 
Д€/п 17т”
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|/(ЯгО|*</тпи)(1 - Яг)-в*в'-*"-։+4/<ЯаЯ.

Далее, из неравенства

А > 7 + 1,

вытекает

1|Л||^ = / / |£>тл(г<)Г(1 - г)*("-«-'г аг <Мч(() < 
• .//* Ут*

С։(т,п) УУУ 1/(«г{)|>атт,({)(1-г)։<т-|’>-1(1-яг)։“-‘‘т->’>-г+<’ ан аг <

< Сз(т, п) / |/(ш)|'( 1 - |ш|)'«>+1'’>-։Лп։„(и>), w = Я£.

Теперь, используя Лемму 1.1, получим ||А||В* < С<{т п)||/|]г».,(и.)։ откуда

следует 2) => 1). Теорема 1.2 доказана.

§2. ГЛАДКИЕ АНАЛОГИ ПРОСТРАНСТВА Г* <(ип) И 

ОПЕРАТОРОВ ТЕПЛИЦА

Гладкий аналог пространства /-՛£•’( ип) определим для 0 < р, ц, а, к < оо, к Е ЕХ

следующим образом :

^.Ки՞) = {/е я(и՞): П/Н

Рассмотрим оператор Теплица Т-$ с индексом (см. [17])

<^/)(г) = ■реь'сг").

В этом параграфе выводятся необходимые и достаточные условия в терминах

символа у?, при которых Т* является ограниченным оператором из ^*’(ип) в 

А', где А' некоторое подпространство //(ип). Пусть о ֊ подпространство 

^7(0 ’), определяемое при 0 < з, о < оо формулой

Теорема 2.1, Пусть 0 < тах(р, д) <з, 1<з<оо, /г>о-ь--1, 

= ~ 1)« — (т — 1 )(в — 1) > | — 2 и 0 < а < . Тогда оператор Теплица
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Ту, действующий ИЗ ^'^(11՞) О ^,п{и՞), ограничен тогда и только 

тогда, когда <р 6 //«(и՞).

Доказательство : Необходимость. Пусть - ограниченный оператор из 

|гМ(ип) в Л^плп(иГ|). Рассмотрим функцию

п

гЕГ, гЕ1Г

Легко проверить, что для£>а+| — 1

||/г||р*,<(и«) < С, |!7^(/г)||л. — 1(^’(г)1 ■ Н/г||г» *(и»>■

Следовательно, |у?(г)| < С1 при г Е 1п. Необходимость оценки |<р(х)| < С" при

г £ 11՞ следует из свойств функции /г(е'вг).

(Т7/)(«-).Достаточность. Пусть р Е и Г(и/) Из с ажений

двойственности

О Г \ Х,‘
|0’"Гя(ш)|։(1 - М’Г-Чт,»^) 

и ” /

՛ ОтГя(ш)Сп(1и)(1 - |ш|2)т-1с/т2п(и’) 
и*

где Щм) = /г(Яи>), а Сл(и>) принадлежит пространству £^_։ измеримых на 

1Г функций /, удовлетворяюших условию

՛ 1Л^)Г'(1֊ 
и-

|г|2)т"1(/т2п(*) < ос,

И меем

ИМл. =С(") т. т
у,(0/(;)Сн(и>)(1 ֊|Н2Г-1 

(1 -1Лш)т+1
</т2п(и>) ։Утп(0

Определим следующее отображение :

Ся(и0(1-|1г|2)—> 
(1 - 1/?ш)т+’

</т2п(и,՛),

представляющее проекцию Бергмана из 1^-1 (М'՝) "а Лт-1 (ип) = ^_1(ип)п

Я(ип). Следовательно, применяя теорему Фубини, получим

= С(п) [ ^п(0 , #(«,) е.4^.,(и")
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Таким образом

||/Г= А™, П^Нль.. = С(п) ф(1Ы(Ш)ё(1Я) </т„(()

Учитывая (4), имеем

Ш)К 1 ~ М)‘ 1 |^(ш)| • |^(м)| </т2п(и>) <

— (-'1М1<х> / |П /(и')1(1 ~ М/ 1 |^(ш)| (/т2п(и/).

Применяя Лемму 1.1 и неравенство Гельдера, получим

1И1лк. < С|Н|„ / |£>7(ш)Г(1 - |ш|)->Лпг„(ш) 
Ми*

/ \1/г
х ( / к(“)|։'(1 - М)"-Чт։„(ш)) < С||(р||« Ц41Ц.. . < оо.

Георема 2.1 доказана.

Пусть //гп - пространство Харди-Соболева в полидиске, определенное по 
формуле

И^(и՞) = {{ 6 //(и"): ||От/||„, < оо), 0 < а < оо, т € ПЧ

Теорема 2.2. Пусть

О < тах(р, д) < 1, 1 < « < оо, к-тп>---г
Я а

Тогда оператор Теплина 7^, действующий из ’(ЬГ) в //^(ип). огра­

ничен тогда и только тогда, когда <р € 7/°°(ип).

Доказательство : Необходимость можно доказать методом примененным в 

ж каза ггльстве Георемы 2.1 для функции

г е ип.

Для доказательства достаточности, положим С(г) = (7^/)^). Вновь по дуаль 

носзи при ф € £*’(7^) имеем

П^СлП/,. = 1^тС(Яе։*)|<</тп(^)у/*

= Д РтС(Яе։>)^(Яе‘м’) (1тп(^) ,
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где <7я(*) — С(Нг), R Е (0,1). Далее, имеем

О'пс;(г) = ^(0, г = Яе'*.

С л едовате л ьно
||ОтС||„. = Нт ||ОтСя|| К—* 1 //•

= С(п) Пт ^(0/(*)
(1 - ёЯе‘*)т+1

Лт^С) Лтп(^) =

*(Яе'*)
1 - р(*)/(0 Ап» (О •

Так как оператор
5(^)(<й) = Мгя) = / ^2

с/тп(։/>)

является проектором Рисса на ф, то имеем Л(£Я) £ Я*/(7’п), - + — = 1. Таким
5 $У

образом

||РтС||„. = С(п) Пт / /(Я1)^(ёЯ)Р,пЛ(1Я)^тп(0 < /։—•! у]՝«
< С։(п) [ |О‘/(ш)|(1 - |ш|)‘-1|?(и>)| ■ |Р"’Л(и,)| Лп,„(») <

< с,(п)||(0|и / р‘/(ы)|(1 - |№|)‘-'|РтА(ш)| Лп։„(«>).
Уия

Согласно неравенству Гельдера имеем

1|ОтС|1я. < С|(п)||р|и / - <)‘-'Л.

Известно (см. [18]), что Л/4(ЛтЛ,0 < С(1 - /)~ГПЛ/ДЛ, 0. Откуда следует, что

||ОтС||„. < С։||(р|и||Л||„.. I М.ЦУ/.Щ! - О* — '<". к > тп, к,т Е ЕМ.

Заметим далее, что (см. Лемму 1.1)

ЛЛ(С,г)(1 -г)°4г<

<с՛ [ |С(ш)|(1 -|и>|)°-1+,/Мтг„(ш), Се«(и’), о>-1, 
Уи-

/ |С(ш)|(1-|Ш|)°-1 + ,''</тг„(ш)<
Уи*

г / г \,1г ՝'՝
-С" Ут V/ |С(“')1'(1 ֊ Я)”՜ <<т"«)

хи = ЯС, — < о < ОО, I - ---------- 1- а 4- 1 > 0.
а 5 д

Комбинируя последние два неравенства получим

1РГПС||//. < СзМоо ||Л||//.' 11Л1г”(и-) < °°-

Георема 2.2 доказана.
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§3. ТЕОРЕМА ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ Г£’(ип)

В этом параграфе доказывается теорема вложения для пространств Я^?(иг‘). 

Аналогичный результат для пространств Харди и Неванлинны был получен в 

[8]. ‘

Лемма 3.1. Пусть / € Я(1Г‘), 0<р<д<оои-1<3<оо. Тогда

Д •«,’(/. Г)(1 - <•)'<*• < С / |/(ш)|’(1 - |»|)'’-'+’/Чт։„(ш).
•/и-

Доказательство : Обозначим через 11^ и и]* двоичные разбиения полилиска 

ип (см. [16]). Поскольку

52 Ы1 < 52 1а*17’ а* = а*>... и. О < 7 < 1. (9)
1‘1>о / 1*1>о

то
г / г \р/ч

Г = ( |/(Я«)|’<1т„(«) (1-«М =
-//* \7т* /
(\ Я/7

У. I 1Г(Я£)1*<'’П»(4) I

(10)

где

6* = {{ е Г՝ : г{ е и,,}, /»,....». = [1-2՜*', 1֊2-‘--1]х...х(1֊2-‘-, 1-2֊‘«-։].

(։՛)
Так как

то

|/(Я4)|»</г«т։(4)) < С, ты /(Яе)|’2-1‘1’/’,

тах |/(К{)||’<։Я

Интегрируя по Ль. обе части неравенства

1/(Я4)|р < с22г|։| / |/(ш)|’։(т„.(Ш),
•/и,*

ш=/^еи;* (12)

(см. (16)), получим

' |/(/г4)1’<*Л < С2'*1 /
...... {С/^
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Принимая во внимание, что разбиение и*к имеет конечную кратность (см. [16]) 

„ используя неравенство С'2՜1*1 < I ֊ Я < С"2*|։|, Я 6 /»,....получаем

Г<С3 Е ^2-1‘1(₽/Н«-1) / |/{ш)|^т։„(и,) <

*1....

< С. £ / |/(Ш)Г(1 - |Ш|Г/’^-։<|т2„(и,) <
*1...... *. I ■'“**

< Са [ |/(ш)|’(1 - |ш|)’/”’в՝|Лт,„(ш). 
Уил

Лемма 3.1 доказана.

Теорема 3.1. Пусть пространство Г^л(ип) определяется формулой (1) 

с & = ра — 1. Тогда

1) при 0 < р < д < оо,

2) Г^0՛’ С ПРо>Р Г™ ПРИ 0<р<ро<?<оо, — 1 < /7 < оо,

3) 11*0 *?՛’ с ГГЛ при 0<Р<9<<», -1 < 0 < оо,

Р Ро Я
Доказательство : Не умаляя общности можхо предположить, что ба = С. 

Вложение Гф1’ С П^>0 Г™ очевидно. Покажем, что оно является строгим 

вложением. Разделим параллелепипед /*,....(см. (11)) на равных частей 

так, чтобы интегральные суммы

9-1*1 ” ".
5(т) = Е " Е 1/(Я*иЛ>...... . 7 = РЛ

” л=1 >-=։

аппроксимировали интегралы |/(Ж)Р</Л. Из (9) и (10), при 1 < р < д <

эо имеем
у = / (/. 1/(Я£)Г(1 - я/''«) ’/₽ 5

(\ 9
^2 2֊|*։^(5(р))1/₽ I атпК).

*1...... *»>0 /

В силу неравенства

О < р < ? < оо,

получаем

2-|4|^/₽2֊1*1/р(21*15(9))։/’ |^| = + • • • + Ъ» •



70 Р. Ф. Шамоян

Так как С'(1 — Я) < 2՜։*՝ < С"(1 - Я) для Я 6 .4», то из неравенства

Гельдера находим

<С։/ У 2-1И(./о-1)։<тпК) / |/(Ж)|’</Я<
•/Т" *։.....*.>0 ’'/*а.....*•

<С, [ |/(ВД|’(1 ֊ Я)’/’-1« ЛН
Уи*

Из Леммы 1.1 следует, что Я*4 С Д’/р_г Пусть теперь Я*՛’ □ Так как

Ч > Р, то

' 1/(^)Р(1 - |ш|)* 1</гп2п(и;) > С5 / |/(ш)|рЛт2п(и>). 
и* Уи*

Следовательно, при $ = * — 1 имеем

.....*.>0 д.

2|*м-«)/.тг„(ил)1*/(’՜”
(13)

С другой стороны, из известного результата Олейник [19] получаем, что из 

включения Д’ С />₽(иг* ,д), д > р следует сходимость сумм в левой части (13).

Из этого противоречия получаем Я*1’ С Д’/р_։ С Г|д>0 Я™. Следовательно, при 

1 < р < д < ос доказано строгое включение. Пусть теперь 0<р<1<д<ос.

И меем

ч/р
2-1*1* <*™п(<).

поэтому из неравенства Гсльлсра получаем

тах 
«€ '»1....

|/(Я4)|’2-|*|'^т„(О.

Интегрируя по (см. (11)) обе части (12) и используя неравенство С'тп(/;4) < 

2՜ *' < С'"тп(/;к), находим

’ тах |/(/г{)|’<Ут.,(4) < С,2|։’ / |/(ш)|»</та„(и.).
/,а Ле,‘|.....
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Так как разбиение имеет конечную кратность, то

•/<С, £ /■ |/(Я4)|Чт„(4) <
4.....*„>0 д Д* Я€/ь*....*•

|/(ы)|Чт2п(ы) <

<С6[ |/(ш)|ф-|ш|)’'я֊^т2п(ш).
Уи»

Аргументы, аналогичные использованным при 1 < р < д < ос, завершают 

доказательство 1).

Для доказательства 2), заметим, что вложение Ед0'4 С Про>р^д'’ может быть 

получено из неравенства Гельлера

г / г \ »/Ро
■!<с ( / 1ЛЯе)Г(1-Я)”"МЯ) *п»(£)<<?№..• (И)\ I /в • в / £

Вновь из (14) имеем ПР<Ро С Пр<р0 в Ч- Согласно утверждению 1)

Р<Ро 0<а

Следовательно, Ед0'4 С Пр<ро /‘д'’, т.е. 2) доказано.

Перейдем к доказательству утверждения 3). Используя неравенство Гельдсра 
% I**

(14), получим > 7

11/11^'.. < с 11/11’.;.,. (15)

Следовательно, Ц>0<р Гд‘Ч С Е%°'4. Теперь покажем, что это включение строгое 

Из (15) получаем и₽в<р ^Р/Ро £ ^0>’. Предположим, что иро<р ^р/ро 2 ^° ’-

Имеем
/ (/ 1ЛЖ)Г(1 - ^«)<

Г / Г ‘ \я/ро<с ( 1/(/^)1Р0(1 ֊ ^п»п«).

Так как р < д, то из неравенства Минковского получаем

До/»

1/(ш)|₽(1 - |ш|)^/₽оаш2п(ш)

)
Ро/«

(I - Я)։</Я.
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Используя Лемму 3.1, находим

Следовател ьно

sup = sup 2l‘l(i+*-։)=oo

С другой стороны, из результата Олейник (19), из вложения А?° С £я(ип,д), 

р > ро следует, что тот же самый супремум конечен. Из этого противоречия

получаем

Теорема 3.1 доказана.

Замечание. Легко проверить, что из равенства = /f£(U), 0 < а, у <

□о и результатов [21] следует

9о<» »<«о
— 1 < 3 < оо.

JfCr »

ABSTRACT. The paper considers some problems concerning the spaces 
Fo’(Un) analytic functions in unit polydisk Un, generalizing the well- 
known classes of Hardy, Sobolev and Djrbasbian. Multipliers of power 
series from into the classes BMOA, Lipschitz arid Besov are
described, as well as necessary and sufficient conditions in terms of the 
symbol ip, rendering the Toeplitz operator a bounded operator from 
the smooth analog of the space F£ *(Un) into some subspace of the class 
/f(Un) of holomorphic functions in U". An embedding theorem for classes 
F£’(Un) is proved.
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