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Асимптотические представления решений обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений и систем используется для построения 
адиабатических инвариантов и для оценки их изменений. Эти ре* 
зультаты применяются для изучения системы Дирака, системы слабо 
связанных линейных осциляторов, а также для улучшения некоторых 
известных оценок.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В этом параграфе получено асимптотическое представление для решений систе­

мы обыкновенных линейных дифференциальных уравнений

где г(։) - п-мерная векгор-функция, а А(1) п х п-матрица-функция опре­

деленная на действительной оси. Затем мы используем эти результаты для 

получения асимптотических представлений для решений системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений, зависящих от параметра. Эти асимптотические 

представления используются для оценки изменения адиабатического инварианта 

таких систем.

Пусть || • ||м и || • ||„ суть евклидова норма матрицы и вектора, соответственно.

Теорема 1. Если в (1.1) А(1) € С(Я) и существует обратимая п х п-

матрица-функция Ф(^) С С։(Я) такая, что

Ф = Ф՜1 (1.2)

то любое решение уравнения (1.1) можно представить в виде

X = Ф(с + с), (1.3)
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где с — произвольный постоянный n-вектор, а п-вектор-функиия е{1)

удовлетворяет условию

Ikllv < Ikllv для всех I € Я. (1.4)

Доказательство : Пусть г = x(t) - произвольное решение уравнения (1.1).

Легко видеть, что подстановка

х = Фу (1.5)

приводит (1.1) к виду
-ОО < I < ОО, (1.6)

где Ф определена в (1.2). Интегрируя (1.6) получаем

(1.7)

где с - постоянный п-вектор. Из (1.7) находим
ОО

t
(18)

Тогда из леммы Гроунола [1] получаем следующую оценку .
ОО

IIj/IL < l|c||v«p У Нф11м^- 

I
(1.S)

Наконец, полагая

€ = у - с - (1.10)

и используя (1.5), (1.7) и (1.9), приходим к представлению (1.3), где

схр

ехр

Замечание 1. В опенке
ОО *

(1.4) можно заменить exp f ||Ф||М^ на ехР f ' ’
I <•

где 10- произвольное число или ±оо.
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Пример 1. Предположим, что система (1.1) является L-диагональной

матрица-функция Л(1) Е C(R) имеет вид A(t) = diag(r։(t) 1 rnG)) + e(t), где
Re (г; — гд), ||В||М Е М(Я), j, к = 1,.... п. Тогда в Теореме 1 можно выбрать

Ф = diag exp ।
\ о

....... exp -
о

так, что

Ф = b} к exp j 
о

, где B = (bjk)

и Теорема 1 сводится к версии известной теоремы Левинсона для А-диагональных

систем с более точной оценкой для вектор-функ ни и € (см., например, [1] и

замечание, что в теореме Левинсона условие Ис (г, — гд) Е £1(Я), ), Ь = 1,...,п 

можно заменить на условие, что Ие (гу — г*) не меняет знака на Я.) 

Как следствие Теоремы 1 можно получить аналогичный результат для обык 

новснных линейных дифференциальных уравнений n-го порядка. Рассмотрим 
уравнение

Пустьs?i(t)> •••> Рп(0 - система функций, непрерывных на Я, a W(<^1։..., v?n) # О 

- их вронскиан. Положим
п

Ф
п

и Ф՜1 =
^(р։. • • ..Рп)

(1.12)1

где Фд, ~ минимальный элемент 1 в матрице-функции Ф(4), и 

уравнение (1.11) к системе вида (1.1) с

преобразуем

х = column(g,..., q^n~ *))

О
О О

О
О

и

-Un-J -ап-ч -aj

Поэтому для матрицы-функции Ф, определенной в (12), имеем

Рп О

ф - Ф՜1
Pi (п) гР] - L^I ...

J«֊i)Рп
Рп

с/Ф 
~dl = -Ф՜1

- Lf. /
О О 

L'Pn

Принимая во внимание (1.12), находим элементы матрицы Ф :

W'tv’l....... son) ՛
* аким образом, мы доказали следующий результат.

л.
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Следствие 1. Если коэффициенты а](1),..., ап(0 уравнения (1.11) не­

прерывны на Ш и существует обратимая матрица функция Ф
€ С(Я) такая, что

Фп> Ъфъ ЕЙ(Я), 7» 1* — 1,..., п,

то любое решение уравнения (1.11) вместе с его производными допус­

кает представление

к — 1,..., п,

где функции е7(1) удовлетворяют условию

с произвольными ПОСТОЯММЫМИ С;, } =

Аналог этого результата с интересными применениями впервые получены в [2].

§2. СИСТЕМЫ С ПАРАМЕТРОМ И АДИАБАТИЧЕСКИЕ

ИНВАРИАНТЫ

Рассмотрим систему уравнений

£ = Л(М)г, 
а1

—оо < ! < ос, (2.1)

где А) - п х п-матрина-функция, определенная на Ш., а А положительный 

параметр. Введем следующее условие на матрицу-функцию А(*,А) (а, абсо­

лютные постоянные) :

Л. Существует обратимая п х п-матрина-функция Ф( , А) € С1(Я) такая, что 

||ф(0, А)||м < Д), а элементы матрицы-функции Ф, определенные в (1.2),

имеют вид

СХр ],к = (2.2)

где функции и}^Х) и А), 7, к = 1,..., п удовлетворяют условиям

ц;,(-,А)€Сгп(Я).
ОО
У |и{1)(«.А)|Л < О2> « = 0........т,
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!»>*(*» Л)1 > <»з > 0, А) € С’ГП(Я), |^;)(-,А)| < а4, R« и;* = О, « = 

для некоторого натурального т.

Легко проверить, что из А следуют условия Теоремы 1, и поэтому любое 

решение системы (2.1) допускает представление (1.3), (1.4). Однако условие 

А позволяет получить более точное асимптотическое представление решений, 

соответствующее ограниченным при А > Ао > О данным Коши.

Теорема 2. Пусть в (2.1) имеем А(-,А) € С(Я), и пусть условие Л 

выполняется для всех I Е Я. А > Ао и некотором натуральном т. Тогда 

любое решение х — х(4, А) уравнения (2.1) с ограниченными при А > Ао

данными Коши имеет вид

(2.3)

где с(А) - произвольный п-вектор такой, что 

функции о*(£, А) удовлетворяют условиям

Нс(А)||и < <։, а вектор-

о>(-. А) € Ст(Я), ||а4(«, А)||у < ат для всех < е Я, А > Ао, к = 1, (2.4)

У ||ак(1, А)||„(^ < а™ для любого А > Ао, к = 1,..., т - 1, (2.5)

- ОС

Нт ат(1, А) = О и существует Пт от(<.А) для любого А > А«. {—•ОС ОО
(2.6)

Доказательство : Пусть А выполнено. Вначале докажем, что если решение

уравнения (2.1) имеет вид (1.3), (1.4), где ||с||„ ограничены при А > Ао, то смежно 
п

записать в виде € = )>" причем о*(1, А), к = 1,гп удовлетворяют условиям 
4 = 1

(2.4) - (2.6). Действительно, для е(4,А) имеем (1.10), причем у удовлетворяет

(1.6). Подставляя (2.2) в (110) получаем

ехр с/з, (2.7)

где суть компоненты вектор-функции €. Интегрируя (2.7) по

частям получаем

(2.8)
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Принимая во внимание (1.6), (1.8) и обозначая первое слагаемое в правей части 

(2.8) через а>1/А, где а։ = со1итп(аи,..., ап1), получаем, что аД-.А) 6 С(Я) 

и условия (2 4), (2.5) выполняются. Повторяя эту процедуру т раз, получаем 

доказательство теоремы для решений уравнения (2.1), имеющих вид (1.3), (1.4), 

где ||с||у ограничена при А > Ао. Теперь предположим, что г = х(<, А) ֊ решение 

(2.1) с ограниченными при А > Ао данными Коши. Достаточно показать, что в 

его представлении (1.3), (1.4) ||с||у ограничена при А > Ао. Согласно Замечанию 
1 это решение имеет вид

г = Ф(с+ е) = Ф(со + Со). (2.9)

где £ удовлетворяет (1.4), а Ео ~ (14) с верхним пределом интегрирования = О 

(вместо оо). Так как ео(0, А) = 0 получаем

со = Ф 1(0,А)г(0,А). (2.10)

Из (2.10) и условия А следует, что ||со||ограничена при А > Ао. Следовательно,

и ||ео||у также ограничена. Из (2.9) следует, что

с = со + Ео - С = со + £о(оо, А), (2.11)

и поэтому ||с||и ограничена при А > Ао- Теорема 2 доказана.

Интересно построить матрицу-функцию Ф(1, А) при более сильных ограничениях 

на А(4,А). Например, рассмотрим систему

֊ = 
(11

-оо < I < оо. (212)

Известно из линейной алгебры, что если собственные значения Гк, к — 

матрицы А различны, то существует обратимая матрица Г, преобразующая А

к диагональному виду, т.е.

Т 1АТ = с11ай(и........ = V, (213)

где столбцы с,-, ։ = 1.......п матрицы Т = (с],...,еп) суть линейно независимые 

собственные вектора матрицы А.

Следствие 2. Пусть для матрицы функции А(0 € С(Л) существуют

пределы А(±оо) = Игл А(0, и собственные значения в։(0 € С’п(й) ! —±оо
удовлетворяют условию

1ш(^ - V*) # 0, Пе (и, - г>) = 0, (2.14)
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для всех —оо < / < оо, j к = 1,..., n, s = 1,., m, и пусть существует 

обратимая матрица-функция T(i), преобразующая А(1) к диагонально­

му виду так. что

Г(«)еС"(Я), ||Т0>(()||м 6 М(Я), J = 1........m. (2.15)

Тогда любое решение х = r(t, А) уравнения (2.12) с ограниченными при

А > Ао данными Коши, удовлетворяет условиям (2.3) - (2.6), причем

* \
ехр У(Avi - u։)ds....... exp j(Xvn - un)ds\ , (2.16)

<0 <0 /

где ия(<), к = 1,...,п суть диагональные элементы матрицы Т~1(ГГ/(И. 

Доказательство : Достаточно показать, что из условий Следствия 2 вытекает 

Л, где Ф ֊ как в (2.16). Обозначим через R диагональную матрицу-функцию в 

(2.16). Подставляя (2.16) в выражение (1.2) получаем

В [3] доказано, что если А(1) - матрица-функция, удовлетворяющая И*€ 

для всех з = 1,2,... и се собственные значения г*(£), к — 1,...,п 

различны и чисто мнимые для всех -оо < I < оо, то dr|[(t)/dt, к = 

суть слабые и существует обратимая матрица-функция Т(1), преобразующая 

А(1) к диагональному виду такая, что НТ(1)/И1 является слабой. Очевидно, 

если 4А(1}/41 - слабая, то А(1) имеет пределы н ±оо. Таким образом, доказано 
следующее утверждение.

Ф = R-^T՜1 (xATR--rR-T-t-} = R~} (XVR-T~i^-R-
\ dt dl J \ dt dl (2И)

где к*(() - диагональная матрица функция, определенная в (2.13). Подставляя R 

в (2 17) легко видеть, что диагональные элементы для Ф равны нулю. Далее, из 

(2 15) следует, что непрерывная матрица функция Т(1), преобразующая А(0 в 

диагональный вид, имеет пределы при ±оо, и поэтому (2.13) выполняется в ±оо, 

т.е. (ЗесТ՝^) 0 для всех -оо < I < оо. Следовательно, € Ь1(Я), и

легко видеть, что условие А выполняется для Ф, имеющей вид (2.16) (разности

- в* играют роль элементов в (2.2)). Следствие 2 доказано.

Определение 1. Матрица-функция f(l) € C(R) называется слабой (см. [3]), 
если

֊— G Ъ\(Я) для всех dt* s = 0,1,2....... (2.18)
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Следствие 3. Пусть - слабая матрица функция с различными
и чисто мнимыми собственными I значениями для всех — ос < I < со.
Тогда утверждение Следствия 2 имеет место для лю го решения
уравнения (2.12) с ограниченными при А > Ао данными Коши и для 
любого натурального гл.

Полученные результаты применяются ниже при изучении адиабатических инва­

риантов для систем дифференциальных уравнений.

Определение 2. Пусть 4(4, А) в (2.1) является 2п х 2п-матриц֊функцией, 

непрерывной на Ш и удовлетворяющей условию А для некоторого натурального 

т, и пусть

Ф 1 — (У’у 4 )>,*=!» ^21-1 к ~ У’гд» п, к— 1,...,2п.

Тогда скалярные произведения

У,*(4, х, А) — < 5*х, х >, где .5 — (^2<—1/^244 ^2»2^21—14)3,4=։» * 1, • • • ,п.
(2.19) 

называются адиабатическими инвариантами уравнения (2.1) (см. также [4]). 

Из определения следует, что 5' = £’(4,А) суть действительные симметричные 

2л х 2п-матрицы֊-функции.

Теорема 3. Если У.(4,г,А), ։= суть адиабатические инварианты

уравнения (2.1). то

А —» оо, для любых оо < 4։,42 < ос, (2.20)

У,(ос, г, А) ֊ 7։(-оо,х,А) = О I — ) ։ А — оо, (2.21)

где х = х(4,А) - произвольное решение уравнения (2.1) с ограниченны­

ми при А > Ао данными Коши.
Доказательство : Из (2.19) для ։ — 1,...,п имеем 

2п
У։(4,Х,А)= (^2։1-1,^2|\ + ^2»>^2։-1к) = 2

2.4 = 1 >=1

2п

52^2,-14^4
4=1

(2.22)

Пусть х - т(4,А) ֊ решение уравнения (2.1) с ограниченными данными

Тогда из (2.3) и (2.22) получаем

(ГП \ / гп \яг—* С>2|_1 I 1 I \ ^21 к \ ~с*|-1 + 52 " ) Iе*1 + Д*՜՜ / ’ ” ։>•••>п-
* = | / \ >=1 /

Наконец. из свойств (2.4) (2.6) всктор-функций ак - со1итп(а։ *, • 

Коши.

(2.23)

вытекают оценки (2.20) и (2.21). Теорема .3 доказана.
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Замечание 2. Адиабатические инварианты аппроксимируют первые интегралы 

системы в том смысле, что если аппроксимирующая резольвентная матрица ф 

становится точной резольвентной матрицей, то о*, к = равны нулю и

как следует из (2.23), адиабатические инварианты становятся первыми интегра­

лами системы.

§3. ПРИМЕРЫ

1. Рассмотрим следующую систему типа Дирака :

где р = р(£) и 9 = д(1), I Е R суть действительные, ограниченные, т-раз 

непрерывно дифференцируемые функции, и А - достаточно большой положи- 

тельный парах<етр. Перепишем (3.1) в виде

^ = Л(1,А)х, где А(1,А)=Г Л (3.2)
аг А — р — д у

Корни характеристического уравнения <1е1(А - р/) = 0 имеют вид :

Р12 = ±»\/Аг —‘р2 — 92 = ±ш. (3 3)

1 аким образом, мы доказали следующее утверждение.

Эта матрица-функция преобразует А(1, А) к диагональному виду (см. (2.13)), а 
I ]

ее обратная матрица функция и^еет вил

1
Р + А

Р + А 
9 + «а

1
2։а

9 + »а
֊9 + га (3.4)

Диагональные элементы для т։, г2 из Т }4Т/(Н имеют вид

^_Р+А^/»9\ 1 <1 (. л \
Г) “ 2а л1 \FTaJ + гл <п^Та; ’

Выберем

(3.5)

■•т ъ

Ф<‘’Л) = Т(о °\ 
г ) ’ где р 4֊ А (1

2а <1з

(3.6)
а 1 (I, А) определена по (3.4). Положим (1*р/(Н*, «Рд/Ж* £ для $ =

I, ..., т. Тогда Ф(1, А) будет удовлетворять условию Л и условиям Определения 

2. Матрица-функция 5 = 5 , определенная по (2.19), принимает вид1
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Предложение I. Пусть р _ p(t) и q _ q(t), l E R суть действительные 
функции, удовлетворяющие условию

р(։), «(<) е сга(Я) и £?,^еМЛ)> , = 1........го. (3 8)

Тогда

(1 ) имеет место утверждение Теоремы 2 для любого решения 

Г = х(£, А) уравнения (3.1) с ограниченными при А > Ао данными Коши, 
а Ф(4, А) имеет вид (3.6),

(И) существует адиабатический инвариант уравнения (3.1)

J =< Si, х. >= (А - p)zf - 2qxis2 + (А + 
2х/А2֊р2֊92

p)z|
(3.9)

удовлетворяющий оценкам (2.20), (2.21),

(Ш) если <1р/<11 и (1д/(И суть слабые, то утверждения (1), (и) имеют

место для каждого тп = 1,2,....

2. Рассмотрим систему слабо связанных линейных осциляторов, определяемых 

следующим уравнением второго порядка :

z = О, (3.10)

где 5(^) - действительная симметричная п х п-матрииа-функиия, а А - достаточ­

но большой положительный параметр. Преобразуем ее в систему первого порядка

где

(3 11)

у = column(x, i), (3 12)

Можно определить адиабатический инвариант уравнения (3.10) как адиабати 

ческий инвариант соответствующей системы первого порядка (3.12).

Предложение 2. Пусть действительная симметричная матрица - функ­

ция S(Z) имеет пределы S(ioc) = iim и положительные собст­

венные значения ui*(J) € Cm(R), к = 1,...,п, удовлетворяющие при 

j, к = 1,..., п условию

cuj / 0, j / к, |и4*>1 < а Для любых - ос < I < оо, s - 1,...,^,
(3 13) 
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и пусть существует действительная ортогональная матрица-функция 

Е(<), преобразующая А(£) к диагональномы виду и удовлетворяющая 

(2.15). Тогда

(1) любое решение у = у(£, А) уравнения (3.11) с ограниченными при 

А > Ло данными Коши удовлетворяет (2.3) - (2.6) с 

Ф(։,А) = т(|) 
\ /л /

<11ад(г1(«|А)|г1(4| А)^. । гл(^> А), гп(4, А)), (3.14)

(3.15)

(Й) существуют адиабатические инварианты уравнения (3.10)

к = 1,...,п, (3.16)

удовлетворяющие оценкам (2.20), (2.21),

(ш) если 4А/<11 - слабая, то утверждения (1), (и) имеют место для

каждого тп — 1,2,....

Доказательство : Введем величину т — 1/Х и перепишем (3.11) в виде —— = ат
ХА(т)у. -оо < £ < ос. Корни характеристического уравнения (1е1(АА — р/2П) = 

0е1(р'/п 4֊ А25) = 0 имеют вил ^?к-\ = *Аси^, рз* = —։Аиц, к = 1,...,п. 

Собственные векторы /*, соответствующие р*, удовлетворяют условию (АЛ —

1 — ео1итп(/1 2* - |, . . . , /п 2* - 1, 24-1, • • • , ^к/п 24 — 1)) Ь к = Ьк-1-

=0, к = 1,...,2п или

к + А/п+։ к — О, 
........ » 

Цк^л к + А/?п * — 0) 
= 0, 

 • 
. ЬП)1)к — Рккпк = 0.

Откуда следует, что (А2£ 4- А* /п) со1итп(/։ *,..., /п *) = 0. Поэтому мы можем 

определить по формуле 1
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Следовательно, матрица-функция Т(т), преобразующая Д(т) к диагональному 

виду» имеет вид (3.15). Гак как /•’(т) является действительной и ортогональной,

го
f[/(4 \

ЛГЛ“"'»)

1 dhJlc 1 duh
2uJk dr 2u>t dr

где rk) k = l,...,2n суть диагональные элементы матрицты T^dT/dt. Теперь 

можно убедиться, что условия Следствия 2 и Определения 1 выполнены. Исполь- 

։уя (2 22) и (2.23), получаем (3.16). Утверждения (1), (и) доказаны. Утверждение 

(111) следует из (1), (и) и Следствия 3 (см. также [3]).

ABSTRACT. Asymptotic representations for solutions of a class of ordi­
nary linear differential equations and systems are used to construct adia­
batic invariants and to estimate their changes. The results are applied to 
the study of Dyrac system, the system of weakly connected linear oscilla­
tors, as well as to improve some well-known estimates.
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