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Пусть IPj-$ - вероятностное распределение наблюдения Ху = {Х(1),..., Л’(Т)} вещественнозначного стационарного гауссовского процесса X(t) с нулевым средним и спектральной плотностью 0(A), А £ [—я,тг]. В статье получены достаточные условия в терминах спектральной плотности, при которых семейство распределений {В’ть 0 € 6} с параметрическим множеством 0 С Lp[—я, х] (р > 2) удовлетворяет условию локальной асимптотической нормальности в смысле И. А. Ибрагимова и Р.З. Хасьминского (1991).

§1. ВВЕДЕНИЕПонятие локальной асимптотической нормальности (ЛАН) семейств распределе- ний (см., например, [7], [9], [10], [13], [14]) играет важную роль в асимптотической теории оценивания. Ле Кам, Гаек, Ибрагимов, Хасьминский и другие показали (см . например, [9]), что многие важные свойства статистических оценок (харак­теризация предельных распределений, нижние границы точности оценивания, асимптотическая эффективность и т.д.) вытекают из условия ЛАН. Важность условия ЛАН для задач непараметрической теории оценивания подчеркивали Левит ([12], [13]), Миллар [14]. Ибрагимов и Хасьминский 10] и другие. Условие ЛАН для семейств распределений, порожденных стационарным гауссовским процессом со спектральной плотностью, зависящей от конечномерного парамел- ра было изучено Дэвисом [1], Джапаридзе [2] и Гиновяном 3]. В [10] Ибрагимов и Хасьминский предложили новое определение концепции ЛАП для семейств распределений в случае, когда параметрическое множество является подмно­жеством бесконечномерного нормированного пространства. |В настоящей статье получены некоторые достаточные условия в терминах! 



Локально асимптотически нормальные семейства... 21спектральной плотности рассматриваемого стационарного гауссовского процес­са, при которых семейство распределений {1Рт.#» в Е 0} удовлетворяет условию ЛАН в смысле Ибрагимова и Хасьминского [10], с бесконечномерным парамет­рическим множеством О.Пусть наблюдается конечная реализация Хт — {Х(1),...։ Х(Т)} веществен­нозначного стационарного гауссовского процесса Х(1), 1 Е Ж = {0,±1,...} с нулевым средним и спектральной плотностью 0(А), А 6 [-ж, ж]. Предположим что 0(А) принадлежит заданному классу 0 С = Ьр[-т,т] (р > 2) спектральных плотностей, обладающих некоторыми условиями гладкости Рас­пределение процесса Х(1) полностью определяется спектральной плотностью и мы рассматриваем 0(А) как бесконечномерный “параметр”, от которого зависит распределение процесса А'(<). Пусть 1Рт> - вероятностное распределение гаус­совского вектора Хт = {А'(1), ...,Х(Т)} со спектральной плотностью 0(А). Следуя И. Л. Ибрагимову и Р.З. Хасьминскому (см. [10]), введем следующее определение ЛАН.Определение 1. Семейство распределений {П3/ #, 0 Е 0} называется локально асимптотически нормальным в 0о Е 0 в направлении Ь2 с нормирующими множителями Ат = Ат(0о), если существует линейное многообразие Яо С Ьз, с замыканием Но = Ь? и семейство {Ат} линейных операторов Ат : Ьз —» Ьз> удовлетворяющих условиям :1) для любого К Е Но, ||Ат Л||з —* 0 при Т —• оо ;2) для любого Л Е Но найдется натуральное число Т(Л) такое, что 0о + Ат Л Е 0 для всех Т > ;3) для любого К Е Но и Т > Т(А) имеет место представление
1п = Дт(Мо) -1 11*11։ + #(Г,Л,0о), (1)</1Рг։в0где Лт(Л) = Дт(^.0о) ~ случайная линейная функция на Но (т.е. Лт(°։ +о2/*2) = о։ ДТ(Л1) 4- о2 △т(^з) Для любых постоянных ог|, оз и любых Л:, Аз Е Но) асимптотически (при Т —» оо) Н(0, ||А||2) - нормально распределена для любой К Е Но, и ф(Т, К, 0О) —♦ 0 при Т —♦ оо по 1Рта. вероятности.Заметим, что свойство ЛАП полностью определяется точкой Оо, пространством Ь? и семейством операторов {Ат}- Выбор пространства Но = Но(0о) в некоторой степени произволен. Важно только, чтобы его замыкание совпало с Ьз, т.е. Ро = Ьг-



22 М. С. Гиповян§2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТПрежде всего приведем несколько обозначений и определенийОпределение 2. Будем говорить, что неотрицательная 2 я периодическая функ­ция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (или имеет нули типа Мак- кенхаупта), если (см. [8]) 
вир ин /(А) (2)

где супремум берется по интервалам У С [-*,*] и |У| - длина интервала У.Определение 3. Для заданного числа 7 > 0 положим у = г 4- а, где 0 < а < 1, а г Е ГЧо - множество неотрицательных целых чисел. Функция 0(А) Е Ьр (р > 1) принадлежит классу Гельдера Нр(7), если 0(А) имеет г-ую производную ^’’(А) Е Бр удовлетворяющую условию ||^(г)( +и)-0(г\ ) ||р < С|и|а, где С > О - постоянная.Класс спектральных плотностей, принадлежащих Нр(/?), обозначим через Ер(^).Определение 4. Будем говорить, что пара функций (У(А), р(А)) удовлетворяет условию (?{), если /(А) Е 12р(31) Для > 0, р > 1 и д(Х) Е Н,(/?3) для 02 > О, ? > 1 с 1/р + 1/д = 1 и выполняется одно из условий а) - д) :а) #1 > 1/р, 3? > 1 /д, I деЬ) 01 < 1/р, 1/?и^ + 02> 1/2,с) Зх > 1/р, 1/д- 1/2<02 < 1/д,И) 32 > 1/7, 1/р - 1/2 < 0, < 1/р. ЯВМы предполагаем, что параметрическое множество 0 является подмножеством пространства Ьр (р > 2), состоящего из спектральных плотностей, удовлетво­ряющих условию Маккснхаупта (2) и принадлежащих классу Гельдера НД7). Определим Но = Но(0) как линейное многообразие, состоящее из ограниченных на [-я.т функций Л(А) таких, что пара (О, КО՜1) удовлетворяет условию (Н). Легко проверить, что так определенное многообразие Но удовлетворяет условию 
Но = Ь? Определим также Д-р : Ь2 —» Ь2 по формуле .4т(/») = [Т՜1/2#] • К, т.е. 
Д-р является оператором умножения на функцию Т~}0(А).Теорема 1. Пусть 0, //0 и Д-р определяются как и выше. Тогда семейство распределений {П*т.я. О Е 0} удовлетворяет условию ЛАН в любой точке О Е 0 в направлении Ь2 с нормирующими множителями
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△т(М) = МА) ֊«(А) ......—фЗ—*<*>"■ (3)
7т(А) =- периодограмма процесса Х(1).При более сильном предположении, что параметрический класс 0

(4)
состоитиз строго положительных и непрерывных спектральных плотностей, тот жерезультат был анонсирован в работе Ибрагимова и Хасьминского [10].§3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫПусть A'(t), t 6 Ж вещественнозначный стационарный гауссовский процессХ(1) с нулевым средним и спектральной плотностью /(А), А € (—я՜, »]• Обозначимчерез Br(f) ковариационную матрицу процесса А'(1), т.е.

Br(f) = ||г(« - «)||ил=тз=. (5)
где

я

г(.-.) = ВХ(.)Х(.) = ֊ [ е-, А("-',)/(А)</А 
— ▼

(6)
- ковариационная функция процесса A'(t). Для /i(A) Е Яо положим/т(А) = /тл(А) = 0/(А) (l + Т-'>2 h(X)) . (П

Для гауссовских процессов логарифм отношения правдоподобияbr(Xr,/./T) = log;^^1-(Хт). гле Хт = (Х(1), ...,Х(Т)}, <*и T.Jдопускает следующее представление (см. [11], §3.2) :Ьт(Хт,/,/т) = | (log det Вт (J) - logdet Вт(/г)] + (8) + ֊ [х^в.;1(/)Хт-х^в^1(/т)Хт].Нам будет удобнее иметь дело со спектральными представлениями случайных функций Lt(X֊t , f, fr) и Дт(Л,/), определенных по (8) и (3). Обозначим через Ьз(/) весовое пространство \1/3 1р(А); НЛ = I / |м>(А)|’ /(A) rfA I < оо >



24 М. С. Гмновяни пусть Нт(/) ~ пространство тригонометрических многочленов степени не выше
Т, рассматриваемое как подпространство пространства Ьг(/). Обозначим черезРт(/) ортогональный п( сктор в Ьз(/) на подпространство Ят(/)- Отметим,что Рт(/) является интегральным оператором в Ь;(/) с ядром б?т(/; А,р) '■

(9)
4=1где {у>к(/; ^), к = 1,2,...} - система ортогональных многочленов, связанных со спектральной плотностью /(А). Таким образом, (¥>*(/; е,Л), ^>(/;«,А))/ = ^ку, где (•, )/ - скалярное произведение в Ез(/), а = 1 для к = у и = О

воспроизводящим ядром пространства //?(/)в противном случае (см. [6], [11]). Легко проверить,что Ст-(/;А>^) является, т.е. Ст(/;А,-) 6 Ят(/) и для каждого <р(А) € Ят(/) (у?(д),Ст(/; А,/з))/ = у’(А). (10)Используя (5), (6) и (9), легко проверить, что £т(Хт, /, /т), задаваемое р му лой(8), допускает спектральное представление
Ьт(Хт,Л /т) = ֊ [1о£Не1 ВГ(/) - 1огае։ Вт(/т)]+ 

£

(И)
где 2(<1Х) - ортогональная стохастическая мера, участвующая в спектральном представлении процесса А'(4) (см. [11], §1.6) :

А'(() = / е“А 2Г(</А).
Очевидно

Е/ (2>(<։А)гЛ^)] = /(>)<М, 
о,

если А = р, если А р (12).Аналогично, для случайной функции Д'/-(/1,/), задаваемой формулой (3), имеемследующее спектральное представление :Дг(А./)=Ц^ у у уег(А,1)Ст(։,я)^ л гЦ,Лц)~

(13)



Локально агимптотически нормальные семейства... 25где
СТ(А, 0 = GT(1; А, 0 = «‘’'(»-О/։. *in<'^A ‘>/2>. 

з։п((А -1)/2) (14)Лемма 1. Пусть пара функций (/(A), 9(A)) удовлетворяет условию (Н).Тогда
IУ |GT(A,։)|’g(0/(A)dAd։ = Т У /(A)g(A)dA +о(Т1/2) при Т-оо.(։5)

Доказательство : Используя Теорему 6 из [5] получаемУ У |GT(A, 01’9(0/(A) dA Л - Т У /(A)g(A)dA =

{
О для 41+А<1,O(logT) для 01+02 = 1,0(1) для 01 + 0з > 1,

(16)

где 01 и 02 - числа, участвующие в Определении 4.Из условия (И) вытекает, что 01 + 02 > 1/2. Поэтому (15) следует из (16)Лемма 2 (см. [4]). Пусть пара функций (/(A),5(A)) удовлетворяетусловию ('Н). Тогда случайная величинаУ /T(A)g(A)dA- I IE, [Ta֊(A)]9(A)dA ,
где /т(А) периодограмма, задаваемая по (4), имеет асимптотически (при Т —♦ оо) нормальное распределение с нулевым средним и диспер­сией <т2 :

2 _ 1
8т

(10

Доказательство следующей леммы можно найти в [15], стр. 254 - 255.Лемма 3. Следующие условия эквивалентны :а) спектральная плотность /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (2);1>) существует положительная постоянная С, удовлетворяющая усло­вию 8ир||Рг(1)||/ <С< ос, (18)
I тI где Рт(1) ортогональный проектор в 1} = Ьз(1) на подпространствоI Д?(1). а ||1’т(1)||/ “ операторная норма ортогонального проектора Рт(1) | в пространстве Ьг(/).



26 М. С. Ги к՛ >вяк§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1Прежде всего заметим, что лля всех А € Яо и достаточно больших Т имеем
Оо 4- Ат(А) = 0О + [Т-’/2/] • Лео.

Согласно неравенству Гельдера, из условий теоремы следует, что /(А) А(А) Е Ьз.Поэтому, для всех А 6 Яо получаем||Лт(Л)||։ = 7'-|'’||/Л||,~0 при Т - оо.
Следовательно, нам достаточно доказать справедливость следующих двух ут­верждений (см. Определение 1) :а) для любого А 6 Яо случайная величина ф(Т,И,/) задаваемая формулойв(г /,л)^гт(хт,/,/т)-/ /т(А»./(Л)МА)^ + — /*’(>)<«, (19) ЧХ J ]\Л) ОЯ J— * —жстремится к 0 при Т —• оо по 1Рт./- вероятности ;Ь) для любого А 6 Яо случайная величина Дг(А,0), определенная по формуле (3), имеет асимптоточески (при Т —» оо) нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией а2 = ||А||2В силу неравенства Чебышева для доказательства а) достаточно показать, что матемаг ическое ожидание и дисперсия случайной величины ф(Т,к,р) стремятся к 0 при Т — оо, т.е.

1Е/ [ф(Т, /, А)] —» 0 при Т —♦ оо (20)Ю/ Л)] —♦ 0 при Т — оо. (21)Из (10) и (14) следует, что
— / 6'т(А, <)Ст(<, д)^ = Ст(А,/з). у

Следовательно, используя (3), (12) и (13), из (19) получаем
Е/к(Т,/,Л)) = ^Е-[Ьт(Хг,/,/т))+-!- [ Л2(А)<м1 +! о 7Г У |/ / |Ст(а,01’ ^4/(А)</АЛ ^‘> + 4”.(22)



Локально асимптотически нормальные семейства... 27Рассуждая как и при доказательстве Леммы 2 из (3] можно показать, что Б? 1 —»О при Г —» ос. Далее, полагая —֊ = д(1) и применяя Лемму 1, получаем —• Опри Т —» оо. Отсюда и из (22) следует (20). Для доказательства (21) заметим, что из (12) и (19) имеем
ПЭ/ 1Ф(Т,!, А)) = 1- 11 |Сг(/;А,д)-Ст(/т;А.я)-

, 3֊»Л Г /1«)— / Ст(А,1)Ст(г.р)7^Л /(А)/(д)^Р =Я7Г у (23)
Рт(/) - Рт(/т) Рт(/) - Т-1/5 Рт(1) у Рт(1)Г

где Рг(/) - интегральный оператор в Ьз(/) с ядром Ст(/;А,р), определенным по формуле (9), Ст(А, р) = Ст(1,А,р), й обозначает оператор умножения на функцию р(А), а ||Л||/ - норма Гильберта-Шмидта оператора Я в пространстве Ь2(/). Используя рассуждения доказательства Теоремы 3 из [3], можно показать.ч го Рт(/)ЬРт(/)֊Рт(1)֊Рт(1)Г (24)
Следовательно, для доказательства (21) достаточно показать, что

Пт ||Лт(/)||} = 0, 
Т —• ос

(25)
где . , ,Лт(/)^РТ(/) ֊ Рг(/Т) ֊ РтШ - Г՜1'’ Рт(/)1> Рг(/). (26)

*ТИз равенства Рт(/) - Рт(/т) £ Рт(/) = Рг(/т) , 4.7--,/г|՛; Р< (/) (27)
и из (26) находим

ит(/)и;= рил-) Р7'(/)֊Р-1/’ Рт(/) Ь РТ(/)
< = Р?(/т) - Рт(/)1 +

2

I 2

2



28 М. С. 1'иновян
(28)

Используя аргументы доказательства Теоремы 3 из 3], можно показать, что при условии СИ) первое и второе слагаемые в последнем выражении (28) имеют порядок о (Т1/2) при Т —♦ оо. Следовательно, для завершения доказательства(25) нам остается показать, что
(29)

Используя (7) получим1 /1 1 \ 2 1 Т"1/2к 1 2
т Рт(1){?՜^) Рт(1)г =т Рт(1)1+т-^1ЛРг(1)/ -

,....и-. 4И11Ч
< - ■։ир]|Рт(1)|1л»ир||Рт(1)||?//.

1 т Т

(30)
Отметим, что вместе с /(А) функция 1//(А) также удовлетворяет условиюМаккенхаупта (2). Поэтому используя Лемму 3 получаем

5ир||Рт(1)||/ < оо и вир ||Рт(1)|1։// ос
Следовательно, последнее выражение в (30) стремится к нулю при Т —* ос.Таким бразом, (29) доказано. Комбинируя (26), (28) и (29) получаем (25).Наконец, применяя неравенство Чебышева и учитывая (20) и (21), мы завершаемдок азазел ьство утверждения а).Для доказательства утверждения Ь) положим <?(А) = Л(А)0(А) представимслучайную величину △г(Л,0), определенную по формуле. (3) в видеИ

= /[/т(А)֊«(А))р(А)|/А=9т(Л.») + Мт. (31)4?г Jгде тг(Л,в)= ֊— I /т(А),(А)аА- /една)]^)^ ,

У Г(А)»(А)</А .
(32)
(33)



Локально асимптотически нормальные семейства... 29Принимая во внимание (4), (12) и (14), из (33) получаемТ֊1/* г / }
Мт = -^~ J у lG7'(À,p)|2<?(A)/(M)dAJp֊T1/2 у /(À)ÿ(À)dA.

Используя Лемму 1 находим, что Л/у —♦ 0 при Г —♦ оо. Следовательно, при Т —♦ оо случайные величины Дт(Л,0) и 7г(Л,0) имеют одинаковые асимптотические распределения. Используя Лемму 2 получаем, что случайная величина Дт(Л,0) имеет асимптотически нормальное распределение с нулевым средним и диспер­сией */ /’(*)»’(>)«= А у Л’(А)</А. ■
Этим завершается доказательство утверждения Ь). Теорема 1 доказана.Замечание 1. Рассуждая как и в доказательстве Теоремы 1, можно показать, что семейство распределений {1Рт։0, 0 £ 0) локально асимптотически нормаль­но также и в направлении весового пространства Ь2(/2; [֊%, %]) (см. [10], [14’).Замечание 2. Во многих задачах статистического оценивания важную роль играет равномерная версия ЛАН (см., например, [9]). Используя идею доказа­тельства Теоремы 1, можно показать, что семейство распределений {1Рт,«. 9 С 0} равномерно асимптотически нормально в каждом компакте К С Э с нор­мирующими множителями Ат’(А) = [Т“։/20] - А, причем Д(А, 0) определяезся по формуле (3).
ABSTRACT. Let H’/ « be the probability distribution of an observation 
X-/- = {A"(l),.... zV(T)} of a real valued stationary Gaussian process A'(t) 
with zero mean and spectral density 0(A), A E [—r, ît]. The paper derives 
sufficient conditions in terms of spectral density under which the family 
of distributions (IPt.s, 0 E 0} with a parametric set 0 C LP[-*,*| (p > 2} 
satisfies the local asymptotic normality condition in the sense of I. A. 
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