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В п- мерном унитарном пространстве Сп рассмотрим линейный опера
тор 7. удовлетворяющий условиям 7’ = — 7 = 7՜1. и квадратично интег
рируемую г» х п-матрицу-функцию И (г), принимающую 7-унитарные 
значения. Пусть И’о — минимальный симметрический оператор в 
пространстве £2(0,/;С'։) квадратично интегрируемых п—мерных век- 
тор-функций т(г). О < г < / < оо, порожденных дифференциальным 

выражением И’*(г) 7 — (И’(г)х(г))« Расширения оператора И'о, опреде- аг ляемые распадающимися штурмовыми граничными условиями, пред
ставляют определенный интерес. В настоящей статье дастся описание 
как множества таких спектральных функций, так и спектральных 
функций интегральных операторов с однопарным ядром.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа является продолжением работы [1].

1. Сигнатурный оператор 7, определенный на N = Сп и удовлетворяющий 

условиям J’ = —J = 7՜1, может быть представлен в виде 7 = iP± - iP-, 

где Р± = 2-1(/п т 17) (Р; = Р± = Р2;Р+ + Р_ = /п). Положим N± = Р±№. 

Для определенности предположим, что dim/V^ > dimjV_(/V± = Р± N). Так как 

.V = N^QN_ является ортогональным разложением, то операторы, действующие 

в .V, представляются в виде блочных матриц второго порядка.

Рассмотрим квадратично интегрируемую матрицу-функцию 1И(г) на интервале 

(О,/) (/ < ос) и принимающую 7-унитарные значения :

И'*(г)7Пг(г) = 7 = VV(r)71V*(r), Hiv(r)||e

Пусть ЛС(0,1;Х) класс локально абсолютно непрерывных функций, опреде

ленных на (0./) со значениями в №. В работе [1] рассмотрен дифференциальный
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оператор
(«։)(г)=|У(г)уА(И'(г)х(г))1 X 6 £2(0,2;Л)

действующий на многообразии

О(^’) = {г 6 Л2(0, /; ^/^(г)г(г) с АС(0, /; ЛГ), \Ч ։ е £а(0, /; /V)}.

Обозначим через /9(Х¥о) сужение оператора XV на многообразие О(ХХг0) = {х € 

Р(Х¥)/Нтг_о *(г) = итг_| г(г) = 0}. Известно (см. [1], Теорема 1), что XV 0 

является симметричным и ХУ$ = XV. Если существует ВтМ’(г) при г —» 0 и 

г —»I, то имеем

-։[(Х¥г,!/)֊(х>ХУу)] = (Л *(0
г(0)_

у(0 
.1/(0)

1 _ R о _ ֊ р~ оГДе 3 “ ’ [о У] ~ [ О Р_ - Р+ •

Следовательно (см. [1]), вопрос описания симметрических, диссипативных и 

аккумулятивных расширений ХХ'о С XV сводится к описанию У-нейтральных 
Л ֊

и У-дефинитных подпространств в пространстве .V = V © Лг с индефинитной 

метрикой, порожденной оператором Л. Такие подпространства задаются с по-
л хч. л

мощью нерастягивающихся "угловых” операторов К± : А'± —* Ь'± =

Р± К ; Р± = - (/зп ± Л)). Поэтому (см 1]), рассматриваемые расширения XVк

оператора XX'5 (ХУ0 С XVк С XV) определяются граничными условиями вила 

(Р_ г(0 + Р+ х(0)) + *+ (Р* х(/) + Р- х(0)) = 0 или

(Р+ ։(0 + R. ։(0)) + К. (Р. г(1) + Р. ։(0)) = 0, (2)

где К± - нерастягивающий оператор, определенный на всем пространстве 

¥+(ЛГ_) Если К унитарный (т.е. К'К = /п), то эти условия определяют 

самосопряженный оператор.

В наших рассмотрениях важную роль играет матрициаит (7(г, А) дифферен

циального выражения (1), т е. матричное решение задачи Коши :

1Г-(г) J А)) = АУ (г, А); У(г, А) = 1„.
аг

Матриииант Ь’(г, А) можно характеризовать как функцию, удовлетворяшую 

тождеству *

£/-(г,я)У6г(г,А)֊У = (А-/7) / €/-(г,р){/(г,А)Уг. (
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>0, ЭА/0.

и(1. А) =

Отсюда следует, что 1/’(г, А)У (/(г, А) = У = [/(г, А)У (/*(г, А), А Е С, 

6”(г, А)У 1/(г, А) - У 1/(г, А)У {/*(г, А) - У
А-А ’ А-А

В разложении № представим матрициант {/(/, А) в виде

^и(/,А) (/։а(/,А)՜ 
.С/а։(/,А) [/„(/, А) ‘

_ ' . л г' » /Л гРешение уравнения

1Г'(г)7֊(1Г(г)х(г))-Ах(г) = /(г), /е£’(0,/;Л), (3)
аг

удовлетворяющее граничному условию (2), имеет [1] вид

х(г,А)=(ПЛ(\¥к)/)(г) = [ Кк(г,з,Л)/(1)<Ь, 
Уо

где ядро Як(г,$,А) резольвенты Нд(Х'/ГА<) определяется соотношением

' R .у 1 Г^(г’А)(и(А)-У)[/в(5։А) при 5<г,
к'уг,в, ) 2 |(/(Г,А)(и;(А) + У)С/*(в1А) при 1>Г и

Функция ^(А) = ^а-(А) определяется дробно-линейным преобразованием

«(А) = ик(А) = ((/’+ (7(1, А) + Р.) + К(Р.и(1, А) + Р+))'։ х
(5)

х [(Р+ (/((, А) - Р.)7 + К(Р_ 1/(1. А) — Р+) У]

и является R функцией. Вышеописанная конструкция сохраняет смысл, когда 

нерастягивающие матрицы К заменяются нерастягиваюшими функциями Х(А), 

которые аналитичны в верхней полуплоскости С+.

Пусть 0(С+) класс /^-функций -^'(А), которые являются образами функций 7С(А) 

при преобразовании (5). Рассмотрим пространство Ь преобразований

Р(А,/)= / С'-(г,А)/(г)</г, / € (.’(О, (; (V). (6)
/о •» ՛ • ; * *

Оно становится гильбертовым пространством целых вектор функций 

если ввести скалярное произведение (Г(А,/), Г(А.р))д— (/, д)^-

Выражение (6) является ’направляющим функционалом՝՛ оператора Это 

означает (см. [2]), что уравнение (3) имеет решение, принадлежащее 0(\Уо) 

гогла и только тогда когда Г(Ао, /) = 0. Следовательно, Г(А \¥0 /) = А / (А, /), 

/ € £2(0,/;Л/). Неубывающая функция <г(£), — оо < £ < оо называется 

спектральной рункнией если пространство Ь изомет рически вкладывается 
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в £2(-оо, оо; <1ст). Если эго вложение отображает Ь на все £2(-оо, оо; «йт), то а(£) 

называется ортогональной спектральной функцией.

Отмстим, что Ь является пространством Вранжа, т.е. гильбертовым пространст

вом целых вектор-функций с порождающим ядром

Ф(А,Я)= / (Г(г, А)(/(г,р)</г = ~} =
уо Р — А р - А

Для каждого Л Е Ь и х Е Л' имеем (/г(А), Ф(А, р))д, = (, х)м. Отсюда следует, 

что функции Ф(А,/1П) х, где I Е /V и - ограниченная последовательность в С+, 

плотны в £. Следовательно, преобразование, обратное к (6), имеет вид

/(г)= Г и(г,Х)<1<т(Х)Г(Х,/).
У —ас

В самом деле, легко проверить, что

(Г и(г,Х)^(Х)Г(Х,Л,и(г.р)1\ = /”(<У<7(А)ЛА,/),Ф(А,р)г) = 
\7-ОО / £? У-ОС
= (^(А./),Ф(А,я)1)1 = (/(г),4/(г,Д)г)1,.

Следующая теорема описывает множес т во всех спектральных функций опера го

ра УУ0 (см. [1]).

Теорема 1. Множество спектральных функций R функций и-цА) € 

9(С+) совпадает с множеством всех спектральных функций оператора 

\У0. Если л(Х) являеся дробно-линейным преобразованием унитарного 

углового оператора Л. то множество ортогональных спектральных 

функций есть в точности множество спектральных функций самосоп

ряженных расширений оператора \Уо-

Доказательство этой теоремы основано на равенстве

(«*/,/) = ^(>./)) + (Са/./). (?)

где (С7д/, /) - целая вещественная функция. Из этого соотношения следует, что 

для любого / Е Л2(0, /; М) имеет место

(/,/)= /”(Г(С/).^(ОЛ«./)).
У - эо

где <т(£) - спектральная функция /{-функции су(А).
I Усмотрим теперь расширения оператора с распадающимися (штхрмо 

ными) граничными условиями, т.е. граничные условия задаю гея равсн< г вом ,
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в предположении, что К удовлетворяет условию К = Р֊ К Р_ = 0. В этом

случае в разложении Лг = №* ф №֊ имеем К — 0 
Ко

к, 
о . Следовательно, (2)

можно записать в виде

Р+ г(/) + К, Р. *(/) = 0; Р. х(0) + А'с г(0) = 0, (8)

где —* Л’+ и Ко : Л/+ —» ЛС - произвольные нерастягиваюшис 

операторы. В частности, отсюда следует, что распадающиеся граничные условия

определяют самосопряженные расширения в том и только в том случае, когда 

и оба оператора Ко и унитарны.

Перейдем теперь к описанию спектральных функций оператора с рас

падающимися граничными условиями. В этом случае функцию о/(А) можно

представить в виде

ЧА) =
171։(/,А)+^С/21(/,А) 

Ко
А) + К,[/22(/,А) 

Р..

Ции(1, А) +Я/[/21(/,А))
-1К0

֊»(1/13(/,А) + К1 
՝Р~

Положим

Г(А) = (I/,,(/, Л) + К, и3}((, А))-1 А) + К, А)]. (9)

Из свойств матрицианта (/(/,А) следует, что для произвольного нерастягиваю-

шего оператора Кг. №.. —♦ эго дробно-линейное преобразование хорошо

определен и является исрастя։ ивающим оператором из Лг_ в /У+. Функцию и(А)

можно записать в виде ц;(А) = Р.
Ко

Т(А)Г՛ Г Р+
Р. -Ко

-Т(А) 
Р. Из равенства

Р. Г(А)Г‘_Г (Р+- Т(А)Ко)֊1
К. Р_ “ [-К0(Р+-Т(А)Ко)-1

-Т(А)(Р_ - ^Т(А))՜՛' 
(Р. - КоТЮГ

получим

<Х\ = i Т(А)Хо)-1(Р+ + Т(А)Ко) -2Т(А)(Р- - ХоТ(А))֊1 
’ I -2Ко(Р+ -Т(А)Л-0)-' (Р. - К0Т(Х)}-ЦР-+ К0ТЩ) /

Положим
и.+ (А) = |(Р+ -Т(Х)К<,)-'(Р4 + Т(А)Ко),

, (Ю)
и.(А) = ֊ К„Т(А))-‘(Р. + К0Т(А)).

Ясно, что функции ^±(А) являются Я-функциями, действующими в №±. Следо

вательно

^(А) =
ы+(А)

-Ко(<Р+ +ы+(А))
-Т(А)(»Р_ +^_(А)) 

‘֊'-(А)
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Зафиксируем некоторое граничное условие в нуле, задав изометрический опера

тор Ко• Л'ц. —♦ Ко К о* — Р-> = А*о = Р+, и рассмотрим задачу описания

спектральных функций симметрического оператора \УК<), определенного форму

лой (1) на многообразии Р(\УКо) = {։£ Л(УУ)/Р_г(0) + Ко Р+г(0) = 0; х(/) = 

0). Имеем (Р_ ±К0Т(А)) = К0(Р+ ±Т(Х)К^К90. Тогда, и>_(А) = КС^(А)КО*. С 

другой стороны

-2Г(А)(Р_ - ХоТ(А))-1 = -2(Р+ -Т(Х)КоГ'Т(Х)КоК; = (^+ ֊ и+(А))К;.

Следовательно

у(А) = ОЧ(А) 
-К0(»Р+4֊иг+(А))

(»Р+֊ы+(А))К0- 
Коу+(А)Ко

Р<- 
-Ко

оч(А)[Р+-К0-] + 0
-։’К0

^0՛ 
0 «

(11)

Для нахождения соответствующего резольвентного ядра рассмотрим следующую

(2п х п)-матрицу-функцию

Ф{г,А) = Ф1(г. А)
^(г. А)

= </(г,А) /<
-Ко

Ф(г.А) = V! (г, А) 
_1Р2(г, А) = С7(г,А) -хР+

-хК0 '
(12)

В силу (И) имеем и»(А)

-^(А) 4֊ 7 = Р+
-ка

-Ко и'+(А) 4- к0’).

(и.+(А)[Р+ - к;) + [<г+.к;]).

Отсюда следует

Як, (г, 5, А) =
</(г,А)

£/(г,А)

Р* 
-Ко

р*
— Ко

и;+(А) 4֊ -^+ \
-։кор

|Р+ -

(и;+(А)[Р+ - к;) + [»Р+ |К0’]) и-(9, А),

з < г, 

а > г.

1
2

Учитывая (12), получим

Як(г, а, А) =
(Ф(г,А) + Ф(г,А)и;+(А))ф-(а,А))
Ф(г,А)(ф-(а,Х)+^(А)ф-(а։А))

при 
при 3 > г.

(13)« < г,

Ясно, что при произвольном Е А'+ вектор функция ф(г, А)л+ удовлетноряе 1 

граничному условию (8) в точке г = 0. Подставляя / (А) из (9) в (10; и учи1ывая 

(12), заметим, чтои;+(А) определяется дробно линейным преобразованием

*+(А) = -(^1(/.А) + Я(^2(/, А))-’(0|(/,А) 4֊ КГФ2(/.А)). (14)
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Отсюда следует, что Л'(г, А)г+ = (Ф(г, А) 4֊ Ф(г, А)ы + (А)) удовлетворяет гранич

ному условию (8) в точке г = I. Как показано в [1], множество 9(А) матриц ^(А), 

АеС+ образует круг : ՝ ■

2-— А)Л-МА)-7).

Следовательно, матрица ии(А) заполняет круг 9(А, Ко), задаваемый неравенст

вом

-Э^(Л) > 2'(*(г,А) + Ф(г,А)«+(А))-(*(г,А) + Ф(г,А^(А))</г.

Отметим, что если сНт К* = сйт Л/_ и Ко - унитарный оператор, то окружность 

По(А, Ко) задается равенством

2Эдд(Л) = / (*(г. А) + Ф(г, АР+(А))-(Ф(Г, А) + Ф(е. А)ы+(А))Йе, 

когда К( пробегает множество унитарных операторов. Положим

Л=9А / Ф*(г, А)Ф(г, А) </г; Я = Эа/ Ф’(т, А)Ф(г, А) с/г;
Л

С = 3 X £ Ф‘(г, А)Ф(г, А) (1г и вышерассмаз риваемый круг представим в виде

иЛ(А)А.+(А) - - ։7+) + (В' + 17+Х֊+(А) + С < О,

или в параметрическом вите ^+(А) = О + В։2НГ1 2'2 < 7+, гле О = 

-А՜1 (В - К, = А՜1'2 и Иг = ((/Г + »7+).4-։(В -։7+)-С)^а.

R силу (11), соотношение (7) в рассматриваемом случае представим в виде

(/С/,/) = 2-։(^+(А)Г1(А,/)>^1(А,/))+
О 

-1К0 ^(А,/)^(А1/)) + (СЛ/,/).Ж о 
О

где
Г|(А,/) = [?+ ֊ К«՜] I Ъ"(г, А) /(г) Лг, /6 Д’(0,/^). (15)

^0

Отсюда следует, что (/,/) = /),</<7+«) Г։((. /)), где а+«) - спект

ральная функция R, функции ~ + (А).

Заметим что /■՝|(А,/), определенная выражением (15), является направляюшим 

функционалом для оператора В этом легко убедиться, если представить 

решение г(г, А) уравнения (3), удовлетворяющее условию г(/,А) = 0, в виде

։(г, А) = V(г. А) 71՛ и՝{,. А) /(«)<1։

и та метить, что условие (Р. + Ко )т(0, А) = (Р_ + Ко Р+) 7 У'(։, А) /(а)7а =

0 равносильно условию / |(А,/) = 0. Таким образом, мы доказали следующую 
теорему.
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Теорема 2. Множество спектральных функций оператора совпа

дает с множеством спектральных функций 04«) К функций о)+(А), за

даваемых дробно-линейным преобразованием (14), когда К/(А) про

бегает множество всех нерастягивающих функций, аналитических в 

верхней полуплоскости.

Ортогональные спектральные функции существуют в том и только в том случае, 

когда = (ИтЛ/_, а фиксированная матрица Ко унитарна, и определяются

постоянными унитарными матрицами К1.

2. В этом пункте полученные результаты применим к интегральным операторам 

5 с однопарным ядром (см. [3], (4)) для / 6 £2(0,/;С2п)

£/(г) = Ф(г)^ Ф’(я)/(«)<й + Ф(г) Фв(*)/(я)<й,

где Ф(г) и Ф(г) - квадратично интегрируемые (2п х л)-матрицы֊функиии на 

(О,/). Заметим, что 5 есть интегральный оператор в Л2(0,/;С2п) с ядром

5(г,л) =
Ф(г)Ф*(а)
Ф(г)Ф’(5)

при
при

В представлении по столбцам Ф(г) = <ЫГ)
<ЫГ) Ф(г) = <Мг)

<ЫГ)

5

$

. где сН(г) и ^*(г).

к — 1.2; г е (0, /) суть (п х п)-матрииы.

Предположим, что (2п х 2п)-матрина (Ф(г)Ф(г)] (г Е (0,/)) нсвырождеиа и

непрерывна в точках 0 и /. Тогда можно считать, что соотношение

Ф(г) Ф’(г) - Ф(г) Ф"(г) = (Ф(г) Ф(г)] О

выполняется, так как пару Ф(г) и Ф(г) всегда можно заменить на пару Л(г)Ф(г)

и Л(г)Ф(г), где Л(г)-невырожденная (2л х 2п)-матрина-функиия. Рассмотрим

Функцию {/(г) = [Ф(г) Ф(г)] V, где V = — ' И

п

п . Учитывая, что

0 7г։1г=[։7п 0
-/п 0 0 -1/п

легко убедиться, что Г/(г) »/—унитарна. Не умаляя обшнос!И предположим, что 

^(0)=/п.
Рассмотрим теперь дифференциальное выражение (1), где И’(г) = Г(г)У и 

соответствующий оператор к0 В этом случае .У+ = Л'֊ = С’*, так что можно 

считать Ко = /п и рассмотреть оператор являющийся сужением оператора 

па многообразие /^(А*У/в) = {х Е /^(х(0) + /’^х^О) = О, х(/) — 0}.
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Представим матриииант рассматриваемого дифференциального выражения н 

виде 17(г, А) = [Ф(г, А) Ф(г, А)] Г Ф(г, 0) = Ф(г), Ф(г, 0) = Ф(г). Отсюда следует, 

что ядро Я(г, а, А) резольвенты произвольного расширения оператора XVимеет 

вид (13).

Покажем что оператор 5 является обратным к некоторому самосопряженному 

расширению оператора А¥/ш. Для этого выберем унитарный оператор К/, 

задающий граничное условие в точке г = / и удовлетворяющий о>+(0) = 0 

(см. [10]). Имеем Т(0) = —1п. Следовательно, К/ определяется преобразованием, 

обратным к (14) : И

Л', = + ₽;,(/, о))-’(։/;,(<.о) + и;2{1,0)) =

= ֊(1/п(/,о) + (/|։(;,о))(У2,(/,о) + и„(1, о))՜1 = -ф1(1)^2,(1).

В силу (13) имеем

Як(г,5,0) =
Ф(г)Ф’(а)
Ф(г)Ф"(л)

при
при

5 < Г, 

5 > Г.

Следовательно, $ ' = W|<։, где \¥/в - самосопряженное расширение оператора 

определенным граничными операторами Ко = 1п и К/ — — Ф1(/)071 (/)■ 
Л Л

Тогда = 5 . где 5 - сужение оператора 5 на многообразие, определенное

условием
£/(/) = Ф(/) [ Ф“(^)/(5)(/5 = 0

I
или, что то же самое, Ф"(«) /(я)(й = 0. Мы доказали следующую теорему.

о
Теорема 3. Произвольное самосопряженное или аккумулятивное рас- 

широкие оператора 5 определяется ядром

5(г,։) (Ф(г) + Ф(г)а+(0))Ф'(»))
Ф(г)(Ф-(։) + “Ч(0)Ф'(«))

при 
при

5 < Г,

5 > Г,

где .֊+(А) определяется по формуле (14) с унитарным или нерастяги-

вающим оператором К/. Ядро фредгольмовой резольвенты оператора 
Л
5 совпадает с ядром Ик(г,.1.Х) в представлении (13).

Таким образом, применяя Теорему 2, можно описать спектральные функции 

оператора 5.
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ABSTRACT. In ri-dimensional unitary space Cn we consider a linear 
operator J satisfying J* = —J = J~l and a square integrable n x n matrix 
function R’(r) taking J-unitary values. Let Ro be a minimal symmetrical 
operator in tbc space L2(0, f;Cn) of square integrable n-dimensional vector- 
functions r(r), 0 < r < I < oo generated by differential expression 

lV‘(r) J-—(IV(r) r(r)). Extensions of Wq determined by decaying Sturm 
GT

boundary conditions are of special interest. In this paper we describe a 
set of such spectra] functions and apply them for description of spectral 
functions of integral operators with single pair kernels.
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