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В статье изучаются алгебры обобщенных аналитических (по Аренс 
Зингеру) функций. Существенно, что они являются равномерными 
алгебрами на компактных абелевых группах, порожденных полугруп
пой характеров, определяющих полный архимедовый порядок на ду
альной группе. Примеры : алгебра всех непрерывных функций на 
единичной окружности, имеющих непрерывное аналитическое про
должение на единичный диск в комплексной плоскости и алгебра 
всех непрерывных почти- периодических функций на действительной 
оси. допускающих непрерывное аналитическое почти периодическое 
продолжение на верхнюю полуплоскость. Статья описывает при- 
марные идеалы таких алгебр и в явном виде представляет меры, 
ортогональные алгебрам обобщенных аналитических функций.

0. ВВЕДЕНИЕ

JycTb Г ֊ аддитивная подгруппа действительных чисел П? с дискретной 

гопологией. Пусть G i руппа характеров группы Г. По теореме двойственности 

1онтрягина группа С компактна и группа ее характеров изоморфна Г. Для 

। G Г пусть о (а) = уа(а), о £ G ֊ соответствующий характер. Обозначим 

|ерез а нормированную меру Хаара группы G Каждая функция / € L՝{G. ff) 
|редставляется в виде формального ряда Фурье /(о) $2^ Л “(а) С коэффи-

а€Г
■ментами Фурье = / /(о)ха(а) dff(a).

Jg ՛
1ножество Sp(/) тех я £ Г, для которых cfa / 0, наливается спектром функции 

• Функция / £ /„*((7. ff) называется обобщенной аналитической функцией, 

ри Sp(/) содержится и Г+ — (а £ Г: а > 0). Пусть А - алгебра всех 

^прерывных обобщенных аналитических функций. Заметим, чго А является 

рвиомериой алгеброй относительно нормы — зираес |/(а) « / € А.

роблсма описания идеалов алгебры .1 является одной из самых старых задач 
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теории обобщенных аналитических функций. Она полностью решена в случае, 

когда группа Г изоморфна группе целых чисел Ъу т.е. когда А является л иск

ал гебр ой (см. [1]). В этой статье описываются все примарные идеалы алгебры А 

в случае, когда группа Г не изоморфна Т.

Статья состоит из б параграфов. В §1 приводится перечень необходимых 

понятий и свойств обобщенных аналитических функций. В §2 исследуются меры, 

ортогональные максимальному идеалу алгебры А, порожденному характерами 

Xе, а > 0. Основные результаты статьи содержатся в §3-§5, где дается описание 

примарных идеалов алгебры А. Одному из примеров применения результатов 

статьи посвяшен §6.

§1 . ОБОБЩЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В этом параграфе приведем те сведения из теории обобщенных функций, 

которыми будем пользоваться в этой работе. Доказательства встречающихся 

здесь утверждений можно найти в [2] — [5].

Пусть Д пространство максимальных идеалов алгебры А. Известно, что 

Д получается из декартова произведения С х [0, 1] путем отождествления в 

точку слоя (7 х {0} В дальнейшем знак * будет обозначать эту точку. Образ 

С при естественном вложении в Д отождествляется с множеством С х {1). 

Преобразование Гельфанда алгебры А есть равномерная алгебра А, определенная 

на Д, порожденная функциями ха< а 6 Г+ : хв(аг) = Ха(°')г<’- Отображение 

о։(а) = е‘'° определяет изоморфизм между П? и некоторой подгруппой группы 

(7, которую также будем обозначать через Ш..

Сужение конечной линейной комбинации / = с^х° на Ш С <7 есть

непрерывная почти-периодическая функция /(4) = с£е,а|. Поэтому отоб

ражение I •—» о, порождает изоморфизм между А и алгеброй Пг(1В) всех тех 

непрерывных почти-периодичсских функций, определенных на ИГ формальный 

ряд Фурье которых имеет вид с{е,а։. Множество 5р(/) = {а £ Г+ : 0)
аС Г 4.

называется спектром функции / £ Пг(Ш). Отметим, что 5р(/(о)) = Бр(/(4)). 

Пусть И = {г £ С: I пи > 0} - верхняя полуплоскость вС и Л° = О \ 1В Любая 

функция из Пг(Ш) непрерывно расширяется на О до ограниченной функции, 

аналитической па Л®. Л

Для простоты предположим, что 2тг £ Г. Пусть К - компактная подгруппа 

группы 67, состоящая из всех зех о £ С, для которых х2|Г(о) — 1 Очевидно, что 
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ап 6 К для любого л £ 2Z. Декартово произведение А' = К х И? можно наделить 

структурой локально-компактной абелевой группы. Определим гомоморфизм 

р ■ X —* G, полагая p(a,t) = а а։. Подгруппа F = {(оп,-н) £ А' : л £ 2Z) 

группы А' является ядром этого гомоморфизма. При каждом л £ 7L множество 

Ап = Я х л, n 4- 1) есть фундаментальная область для р. Следовательно, 

р : А' — G - счетно-листное пер аз нет пленное накрытие. Группа G получается 

из К х [л, л 4- 1] с помощью отождествления точки (а, п 4- 1) с (а л).

Пусть B(D) — алгебра всех непрерывных ограниченных функций на D, анали

тических на D9. В силу принципа Фрагмена-Линделефа

sup |/(z)| = sup |/(1)|, / € B(D).
iED teiR

(1.1)

Поэтому сужение В(Ш-) алгебры B(D) на П< замкнуто в sup-норме. Конформное 

отображение w(t) = (i - t)/(i 4- 0 отображает II? в единичную окружность

Т. Пусть Н\Т) - пространство Харди на Т, а Я1 - пространство всех тех

функций из L1 dt , которые представимы в виде суперпозиции gow(t),

д £ №(T). Воспользовавшись теоремой Ф. и М. Риссов о мерах, ортогональных

диск-алгебре, можно показать, что пространство ЯХ(1И) всех мер на Ш 

ортогональных к #(IR), совпадает с Hq
dt «1—5-, где Я01 =

Рассмотрим на декартовом произведении Y — К х D алгебру В() ) всех гех 

непрерывных функций, которые при каждом фиксированном а £ К принадлежат

B(D). Пусть Я(А') есть сужение B(Y) на А'. Из (1.1) следует, что

sup 1/(1/)I = sup |/(«)|, / € B(Y).
VEY r£A'

Поэтому В(У) и В(А') являются равномерными алгебрами.

Обозначим через II о (А') семейство всех мер на Д' вида

9(о,0р(а) х рур. О 2)

, 4 , к dt \
где м(а) - вероятностная мера на К, д^аЛ) € ь I */(а) х । J и лля почти 
всех о £ Я функция gQ(l) = tf(aJ) принадлежит Hq. Обозначим через Я1 (А) 

пространство мер на А\ ортогональных к В(.\)

Лемма 1.1. ДХ(А) = Я^(А').

Доказательство : Пусть С(К) - алгебра всех непрерывных на К функций.

Алгебру С(К) можно вложить в В(.\), полагая /(а,/) — /(о). lot да, по одном} 
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из вариантов теоремы Крейпа-Мильмана, каждую меру р 6 /^(А) можно 

представить в виде р = у(л) х Ла(4), где м(ог) -вероятностная мера на К, & 

мера Ка(1) сосредоточена на №.„ = {а} х Ш и принадлежит Ях(Х) для почти 

всех о £ К. Так как сужение И(А') на 1Иа есть Я(П1), то Лв(!) С Яс։ у—уу 

Отсюда получаем, что р £ Но(А').

Обратно, пусть р € Я^(Л'), р = д(а, 0»/(а) * р и / € ^(Х). Тогда

fdp = [ ( I /(03)5(0, 0-^-у) dv(a). 
X JК VlR 1 т 1 /

Внутренний интеграл равен нулю для почти всех о £ К по мере и(о). Поэтому 

р £ В1(Х). Следовательно, Hq(Л ) = ВГ(Х). Лемма 1.1 доказана.

Замечание 1. Покажем как по р £ В1(Х) найти соответствующую ей 

вероятностную меру и(о) на К. Вначале построим вероятностную меру р' на X : 

д' ֊ |р|/||р||. Эта мера определяет на С(Я) С В(Х) положительный функционал 

А՝(/) = Д. /</р', /(о) £ С(Х), с нормой равной единице 1. По теореме Ф Рисса 

существует вероятностная мера р на К такая, что /՝(/) — [к / Аи. Мера и и 

есть искомая Поскольку при а £ Г+ имеем х* °Р(°>0 = Хв(Ог)^,а* € #(А), то 

отображение р : Л —* С порождает вложение А в В(Х).

Лемма 1.2. .’° = {fop: f £ Л} совпадает с подалгеброй всех тех функций 

из в(.\). инвариантных относительно сдвигов, индуцированных эле

ментами группы F = {(о„. -л) • п Е Ж).

Доказательство : Поскольку F есть ядро гомоморфизма р : X —* G, алгебра Лв 

инвариантна относительно F. Пусть /’ £ В(Х) есть F инвариантная функция. 

Гак как | актор группа X/F есть G, то найдется непрерывная функция / на 

G такая, что f° = f о р. Покажем, что / £ А. Отметихс, что гомоморфизм 

р осуществляет изометрический изоморфизм между равномерными алгебрами 

С fi(A') и [Л;/] на G. где [Л;А] алгебра, порожденная ajn-еброй А и 

Функцией h. Известно (см. [3], стр 220), что либо [Л; /) - А, либо [Л;/] — 0(G), 

где C(_G) есть алгебра всех непрерывных функций на G. Если [Л;/] = C(G), то 

Xе ° Р С В(Х) для всех о £ Г. 'Гак как хв ° р(о. 0 — Хв(о)е‘в1 ^(А') при а < О 

то [Л;/] = Л. Следовательно, /° £ Л° Лемма 1.2 доказана.

Отображение р : .V — G можно расширить до отображения р‘ : У — А®, 

Д’ = А \ {•}, полагая р'(о. я) = а • ot|C"y, z = t 4- iy. Отмстим, что р' : У —» А® 

։акжс является счетно листкым безграничным нсразветвленным накрытием
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Это отображение порождает вложение образа отображения Гельфанда алгебры 

А в В(У).

§2 . ПРОСТРАНСТВО Л1

В этом параграфе исследуются меры на С, ортогональные максимальному идеалу 

/. = {/€ Л : /(*) = 0} алгебры А.

Пусть Л/((7) пространство всех конечных мер на С. Мера р. 6 М(С) 

представима на С в виде ряда Фурье-Стилтьеса р « С^с с коэффициентами 
в€Г

Фурье-Стилтьеса с£ = ха Дц.

Множество тех а Е Г, для которых с% / 0, называется спектром меры р и 

обозначается через 5р(/г). Мера р 6 Л/(6) ортогональна к А тогда и только 

тогда, когда Бр(р) С Г+ \ {0}, т.е. если ц является аналитической А-мерой (см 

[6]). Для каждой меры р 6 М{С), можно определить сеть мер (р;) С Л/((7) 

такую, что

а) Бр(р;) конечен и содержится в 5р(р),

Ь) НМ < ||м||. и с) сеть {р;} слабо’ сходится к мере р (см. [4]).

Из а) следует, что если ц является аналитической А-мерой, то и р; - аналити

ческая А-мера. Более того, имеем ц} = /, • ст, где /, = 120сГ СлХ° конечная 

линейная комбинация характеров, а ст - нормированная мера Хаара группы (7.
ОС

Каждое борслевское множество Р С А' можно представить в виде Р = ?՝п,
п = - зс 

где Рп = ГПЛ'п, Л'п = Кх[п,п + I]. Поэтому меру р Е Л/(С) можно отобразить 
ОО

в локально-конечную меру р на Л', полагая р(Г) = р(р(Гп)). Отображение
П — — ОО

Р •—» р переводит Л/(С) на пространство Л7/ (А') всех локально конечных мер на 

А', инвариантных относительно сдвигов, индуцированных элементами группы Р. 

Отметим, что а = тхЛ, где ст и г суть нормированные меры Хаара на группах 

(՛ и К соответственно.

Пусть Л/(А’) - пространство всех конечных мер на А. Для ц Е Л//(А) мера 
»-11 ,
—֊ ।р(о, 4) принадлежит Л/(А ) и удовлетворяет неравенству

1
2 Нм11с < < 4 Ыс. 

л՛
(2 I)

тле II ’ Нс И || • Их - нормы Л/(С) И Л/(Л) соответственно. Пусть НЦ.Х)
I ““ ( 1 _ • • | у « • ч

~ множество всех тех мер р Е Л/г (А'), для которых ------ --£/» Е
I т * 1 "Т՜ 4

Очевидно, а Е Следующая лемма устанавливает связь между 

и пространством А1 всех мер на С, ортогональных А.
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Лемма 2.1. Отображение р я переводит А1 в Н} (Х).

Доказательство : Из (2-1) следует, что слабая сходимость сети мер {} С 
( I —• ։ 1 _ 1

А/(С) к мере р € ЩС) влечет слабую* сходимость сети мер < + 'рД> | С

М(Х) к мере * ֊-р £ AI(A'). Поэтому в силу а) — с), достаточно доказать

лемму для тех мер р Е А1 , у которых спектр конечен. Пусть р Е А1 и Sp(p)
ГТ*

конечен. Имеем р = / а, где / = £ с^Хв‘, ак > 0. При каждом фиксированном 
4 = 1

о Е А' функция /(а,0 = / о р(а,0 принадлежит Я1. Следовательно, р =

/(a,t) - а Е Нр(Х). Лемма 2.1 доказана.

Лемма 2.2. 

совпадает с

Пространство мер Пр(1П) на Ш. ортогональных Пг(1Л),

Доказательство : Пусть р Е Пг(ПГ). Имеем

t/p = 0, а Е I +■ (2.2)

Так как Г не изоморфна Ж. то полугруппа I + плотна в Ш+. Поэтому из (2.2)

следует.что c,<,, </р = 0 для а Е 1В + , т.е. преобразование Фурье меры р равно 

нулю на Ш + Поэтому р Е Яр — у (см. [3], стр. 248). Лемма 2.2 доказана.

Следствие 2.3. Сужение Ах на IB С G есть
dl

1 +Р‘

Доказательство : следует из равенства A]jr = Пг(1П)

Лемма 2 4. Пусть /(i) Е Я’ является 1-периодической функцией на 

П7. Если для некоторого а > 0 функция /(l)e-I'j! принадлежит Я1, то 

;0‘ j(t}dt = о.

Доказательство : Функцию /(I), удовлетворяющую условиям леммы для I Е 
ОО

Ш, можно представить в виде формального ряда Фурье /(<) ~ Ср + £2 c{«‘2wn » 
п = 1

где с£ = J? /(l)e_’J""rft. Ряд Фурье функции р(1) = имеет вил

S(0K + f;cie'<”"->՛. 
n = l

Если g(£) Е //*, то с^е_,о< £ //’. Это возможно лишь в случае, когда Cq = 0.

Лемма 2 4 доказана.

Следующая теорема является основным результатом данного пара։рафа
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Теорема 2.5. Пусть I* - пространство всех мер на С, ортогональных 

Тогда р I— отображает //֊ на Яр(А').

Доказательство . Нормированная мера Хаара <т группы G является представ

ляющей мерой для мулы индикативного функционала на Л, определенного по • 

(см. [3], стр. 219). Поэтому /х = Л՜*՜ +С<т (dimЛ//, = 1). Линейное отображение 

р н-* р переводит 4 х в Нр(Х ) и <п-՛ ^ = г х dl Н г(^0- Следовательно, /л-/* 

отображает // в Нр(Х).

Пусть теперь мера р 6 M(G) такова, что Д G Я}(Х). Покажем,, что р G 

Пусть

р = /(or,i)v(o) х dt, (23)

где /о(0 — /(<М) принадлежит //' при почти каждом (относительно и) 

фиксированном а Е К. Тогда функция

Л(0 = / Xe(Q)/(<M)<M<>) 
JK

(2 4)

принадлежит Я' для всех a Е Г. Мера ц инвариантна относительно сдвигов,

индуцированных элементами группы F. Поэтому

F = /(о ■ an,1 - п) i/(a ■ an) х dt, (an, -n) € Г. (2.5)

сравнивая (2.3) и (2.5), получим f(a • an,l - n)*/(o • an) = /(aJ)i'(a)-
Следовательно, /(a, I + n) i/(o) = /(о оп, t) i/(o • an). Поэтому

/<(i + n) = / Xe(a)/(a,f + n)dix(a) 
J К

= f x°(a • a_4)/(aj)di/(a).
Jk

(2.6)

1ак как хв(а • о_п) = хв(а)«-10П։ то из (2-4) и (2-6) следует, что /а(/ + п) = 

՛”՝/«(*)■ Пусть ра(0 = е’в1Л(0- ^Ри а > 0 функции е‘в։ и /а(<) принадлежат 

С Отсюда следует, что функция ^а(0 принадлежит Н 1 и ее период равен 1. 

•римснив Лемму 2.4 к получим /с’ ^а(фЛ = 0. Таким образом, для а > 0

меем

dt =
г ։ ri

eiat fa (t)dt= / *a(t)dl = O.
0 Jo

■'бедовагельно ц E if. Теорема 2.5 доказана.

к
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§3. ПРИМАГНЫЕ ИДЕАЛЫ В 7.

Пусть / - идеал алгебры А. Обозначим hull/ оболочку идеала /, т.е. hull/ = 

{«6 Д : f(s) = О, V/ 6 1} В этом параграфе мы опишем все примарные идеалы 

алгебры А, оболочка которых совпадает с {•}. Все идеалы в этой работе мы 

считаем замкнутыми.

Определение 3.1. Идеал / алгебры А называется правонепрерывным, если 

множество и Ха • I плотно в I. Идеал / называется левонепрерывиым, 
оеГ+\{0)

если множество р| х° • / совпадает с /.
а€Г+\(0} '

Рассмотрим типичные примеры идеалов алгебры А. Пусть /. = {/€ А : /(в) = 

о}, I. = 1/ е л: /(.) = о). I* = и и 1; = р х‘ ■ I- {* е ш>).
а>$ а<Ь

Лемма 3.2. а) Идеалы /. и /6+ - правонепрерывные. , 

Ь) Идеал /ь՜ ֊ лсвонепрсрывный. с) Если 6 Е Г+, то /* = х* • /. и
v = ? а. А

Доказательстве» : а) Если / Е /., то для любого е > 0 существует конечная 

линейная комбинация д = £ с£ха такая, что ||/ - $|| < £. Очевидно д 6 /*. 
4>0

Из замкнутости и произвольности £ > 0 следует, что / € 1^ . Отсюда 

получаем = /..Так как ха ’ /- правонепрерывный идеал, то 7/ также 

цравонезрерывный Утверждение Ь) следует из Определения 3.1. Чтобы доказать

с) заметим, что если Ь Е Г+, то хь ■ /. = хА+в 1. — X9 = I?
а>0 а>Ь

Аналогично доказывается равенство /6՜ = х* • А. Лемма 3 2 доказана

Теорема 3.3. Пусть 7 примарный идеал алгебры А. удовлетворяющий 

условию 1111117 = {•}. Тогда найдется Ь Е 1В-+ такое, что либо J = Д՜, 

либо 7 — /*.

Для доказательства Георемы 3.3 нам понадобятся два утверждения из теории

аналитических функций.

Пусть р положительная мера на IR, сингулярная относительно меры Лебега

Тогда ехр

D*.

является сингулярной внутренней функцией на

Как хорошо известно (см. [1]) функцию f Е //1, f / 0, определенную на D, можно

факзориза вать

/(.) = с е->- • /?/(х) »iug/(.) • К7(х), |с| = 1, (3 1)
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где а/ > О, B/(z) является произведением Бляшке, построенным по нулям 

функции /(z), singy(z) - сингулярная внутренняя функция, a F/(z) - внешняя 

функция. Напомним также, что если / - непрерывная функция, то носитель 

сингулярной меры ру, определяющей singy(z), содержится в множестве нулей 

функции f на IR. В дальнейшем число aj из (3.1) будет обозначаться через S(J).

Лемма 3.4. Расширение функции f G Пг(DI) на D представимо в виде

/(*) = се։а'։ • By(z) *sing;(z) ■ F/(z), |с|=1, (3.2)

где af = inf Sp(/) = S(/).

Доказательство : Так как Пг(И<) С Я1, то в силу (3.1), достаточно показать 

что S(/) = infSp(/). Напомним одно свойство почти периодических аналити

ческих функций (см. [7], стр. 328) : функция ограничена в верхней

полуплоскости тогда и только тогда, когда 6 < а0 = infSp(/). Так как все 

функции в (3.2) ограничены в D (см. [1]), то а0 > а/. Функция g(t) = /(0/eia‘f 

принадлежит Пг(П1) и 0 < S(g) = aj — До- Поэтому д/ > oq. Сравнивая два 

Неравенства, получим Л/ = во* Лемма 3.4 доказана.

Следствие 3.5. Для любой функции / Е А функцию /(о,/) = f °p(o,t) можно 

представить на А' в виде

/(о,։) = е։“'-х*(а) »(о.«). (3 2'}

где а = inf Sp(/), для каждого а £ К функция до(У) — д(о.0 принадлежит Я1 и 

= О- 
«в

Доказательство : Дли любого а Е К функция fo(t) = /(oj) принадлежит 

Пг(Ш-) и Sp(/O) = Sp(/) (см. §1). Поэтому Sp(/„) не зависит от о Применив 

Иемму 3.4 получим (3.2').

Пусть Д](г) и #2(z) - произведения Бляшке на D. Тогда частное Bj(z) 

[вляется произведением Бляшке тогда и только тогда, когда .множество нулей 

Iе учетом кратности) /?2(z) содержится в множестве нулей #i(z). Пусть siiig;(z) 

J s*llg2(z) - две сингулярные внутренние функции на D, а р՝_ и суть 

|оложителы1ые сингулярные меры на Ш, порождающие singi(z) и siiig2(z) 

Г‘Ответственно. Функция sing1(z)/sing2(z) является внутренней функцией на

тогда и только тогда, когда разность щ есть положительная мера на

•м. (!]).
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Лемма 3.6. Пусть В' - такое подмножество в В(О), что для любого 

г Е О существует функция / Е В'՝ не равная нулю в точке 2. Тогда 

если и(4) Е - у ни модулярная функция (|и(/)| = 1 почри всюду) и

Д0и(0 € Нх для всех /(<) Е = Л'1пъ то найдется а Е Ш такое, что 

для и'(0 = е~‘о,и(0 будем иметь и1 Е Н и 5(и') = 0.

Локачательство : Пусть / Е В', / 0. Факторизуя функции / и /и € Я1, 

продолжим и на О до мероморфной функции

и .ах
Я3(г)5п^2(г) (з.з)

где

а = 5(/и) - $(/),
Д|(*) = ^и(^)
Л2(г) В,(г) ՝

(*) _ ы»К/и(*) 
мпб5(г) 8ШЙ/(г)

(3-4)

■ 1 51(г) ®։пк|(г)При этом предполагается, чго - - и —---- —— суть несократимые дроби, т.е.
В2(г) в։^2(г)

Я։(г) и Д2(г) не имеют обших нулей, а меры щ и р2, определяющие $№£1(2) и 

.мпйз'г), соответственно, взаимно сингулярны. Покажем, что Я2(з) = кп1£2(г) = 

1 Допустим противное : пусть £*2(2) 1, т.е. Л2(го) = 0 для некоторого 20 Е £>°.

Пусть д Е В' и р(*о) / 0. Тогда функция В9(г)(Д2(г) не является произведением 

Ь «яшке Поэтому ди £ Н1, т.е. приходим к противоречию. Предположим теперь, 

что »111^2(2) / 1 и £0 Е зиррр2. Пусть д Е В', д(1о) 0 Тогда имеем

Г Е $ирр^9. где мера, определяющая 51П£₽(г). Поэтому (г)/$1П£2(г) 

нс будет сингулярной внутренней функцией. Следовательно, ди Е Я1. Таким 

образом, Д2(г) = 8Й^з(а) = 1. Отсюда заключаем, что и'(0 Е Н и 5(и') — О, 
где и'(1) = е_,<”и(£). Лемма 3.6 доказана. В

Следствие 3.7. Пусть К Е I1 1 Ш., ------у], А 0. Предположим, что /(<)/։(<) Е

Н1 для всех / Е В՛. Тогда

Л(О = А'(0е‘в։, (3.5)

где £'(<) Е Я1 и 5(К) = 0.

Доказатсльство : Известно (см. [1], стр 189), что положительная функция

9 Е £1 ։ ПТ, \ является модулем некоторой функции из № тогда и только 

г (11тогда, когда 1ойд(1) ------ - > -оо. Для / Е /Г, / / 0 имеем

-оо</ 1ов|/(х)Л(01 ֊ = I 1о8|л(։)1т^и.
71К 1 + УЩ I + Уис 1 + <
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1 ак кам первый инзеграл в правой части последнего равенства конечен, то 

второй интеграл также конечен. Поэтому найдется внешняя функция Л’ 6 Я1 

такая, что |Л'(<)| = |Л(Г)| для почти всех < € П1. Тогда А(х) = где ц(0 -

унимодулярная функция, удовлетворяющая условиям Леммы 3.6. Следствие 3 7 

доказано

Следствие 3.8. Число а в (3.5) удовлетворяет неравенству -а < S(B') = 

inf S(/) В частности, h Е Я1 при S(B') = 0.

Доказательство : Так как 5(А') = 0 и Е Я1 для / Е В', то из (3.1)

следует, что а/ + а > 0. Поэтому а/ > —а для каждой функции / Е В', / / 0.

Следствие 3 8 доказано.

В дальнейшем для любого идеала У алгебры А число 

обозначать либо через ау, либо 5(У).

inf 
/€Л/#С

infSp(/) будем

Доказательство Теоремы 3.3 : Пусть 3 - такой примарный идеал алгебры 

Л, что 1ш11У = {♦}. Пусть У Е У, У / 0 и Е У1. Мера / • д принадлежит /у. 

Тогда по Теореме 2.5 получаем / р = (/ • р) ° р Е Я^(Л'). Следовательно, мера 

У р имеет вид

У р(а, t) = Af(o, t) • 4/(а) к dt, (3.6)

где функция A^(t) = А^(о,() принадлежит //* для почти каждого (относительно 

меры и(о)) фиксированного а Е К. Так как f р = f • р (У = f о р. р = р о р] 

получаем p(o,t) = А(о. I) • р(а) х dl, где А(о,£) = V(o, t)//(o, I). Положим 

МО = A(n,i) и уа(£) = У(а,(). Из (3-6) следует, что для всех f Е J и почти 

всех а (относительно */) имеем

УйАа Е Я1. (3.7)

Так как р(У) = Д\{»} и ЕиЦУ = {♦), сужение У = {Уор : У Е У} на О а = {а}хО 

при каждом фиксированном а удовлетворяет уз верждению Леммы 3.6. Применив 

Следствие 3.7 к (3.7) получим Ао(<) = Л^(4)е|в*‘, где Ь'а Е Я’ и 5(Ь'а) = 0 

Для почти всех а. Согласно Следствию 3.8, $(/<>) > ~ао Д*1* почти всех а. 

1ак как 5(УО) = 1пГ5р(У) не зависит от о Е К, то ад > —<։□ для почти всех 
о. Следовательно, Д(а,1) = А/(л,։)е|в-‘ -!✓(<>) х У/, где А'(а,«) = Ь'а(1) Е Я1 

и > — аа для почти всех а Е К относительно меры р. Таким образом, из 

а > ад следуез а + ао > 0, и следовательно, мера ра(а,1) = Ха(°')е“1 

пРинадлсжит Я).(Д'), т.е. ра = х° ‘ Я принадлежит /У֊ Пусть Ь > ад. 1ак как
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Г плотно в ПС то существуют с, a G Г* \ {0} такие, что b — а 4- с, а > aj. Гак 

как G /?, то имеем 0 = fG xcd/S = Jc xb dp Так как p G Jx произвольно, 

го X* € 7 и / + q J. Для завершения доказательства теоремы рассмотрим два 

случая :W
1) для любого f G J число aj нс содержится в Sp(/) ;

2) существует функция f G J такая, что aj G Sp(/). 
n

Случай 1). Для заданных f G J и Е > 0, выберем д G А так. чтобы д = £ с,*’’, 
1=1

Sp(p) С Sp(/) и Существование функции д следует из равномерной

сходимости сумм Бохнера Фейсра к f (см. [7], стр. 66). Так как a, G Sp(/) 

(1 < » < п), то а, > aj. Поэтому у°։ 6 /+,. Отсюда д G Из замкнутости 

и произвольности f > 0 получаем f 6 /£,. Таким образом, J =

Случай 2). Пусть f G J такая, что aj G Sp(/). Покажем, что J = x'1J • А. Чак 

как aj G Sp(/) и aj = ։nfSp(/), то по теореме Бсзиковича (см [4]) получаем 

/ = x&J9у где 9 € А. д(») / 0. Рассмотрим идеал J՛ — д ՝ А + J алгебры А. 

Поскольку hull./ = {•} и ^(*) / 0, то идеал J' совпадает с А (см. [3], стр. 13) 

Поэтому найдутся h G А и у G J такие, что gh 4- = с» где с ~ единица алгебры 

А. Умножая последнее равенство на xaj । получим f h 4- ха/ • Р — Xaj • Ч ак как 

функции f и у? из J, то xaj € J ■ Xaj • A G J. Пусть д G J. Из неравенства 

aj < inf Sp($) следует д/ха J € А (см. [4]). Отсюда д 6 X°J • А, т.е. J G Xaj ’ А

Поэтому х’7 • А = J. Теорема 3.3 доказана.

Теорема 3.9. Пусть Г = 1R. Тогда для примарного идеала J алгебры

А. удовлетворяющего условию hullJ = {♦}. имеем либо J — xaj ՛ 7., либо

J = Xaj -А.

Доказательство : следует из Леммы 3.2 с) и Теоремы 3.3.

§4. ПРИМАРНЫЕ ИДЕАЛЫ. СОДЕРЖАЩИЕСЯ В s G intA0

В этом параграфе мы опишем нримарные идеалы алгебры А, оболочка которых 

принадлежит множеству intA® = А \ С.

Ограничения накрытия р: У —»А на {по} х 79 порождает вложение верхней 

полуплоскости D в А. Поэтому будем предполагать, что D С А. Пусть J 

примарный идеал алгебры А, {$с} = hullJ С intA и J - образ J на А. 

По ггряя общности предположим, что «о G 7)° С A, D° = D \ П1 Сужение 

7 на 1J которое будем обозначать через 9(79), является подалгеброй алгебры 

/7(79) Пусть ord/(2o) - порядок нуля функции f G J(D) в точке zq. Положим
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огИУ (zo) — inf or<i/(z0).

Лемма 4.1. Пусть У 1 (Ш) пространство мер на ПЧ С <7, ортогональных 
У. Тогда УХ(Ш) = (6(0)п • 7^3, где п = огНУ(20), 6(0 =   —-

Доказательство : Если f Е J(D), то /(z) = -----— /0(z), где /0 Е
\z - z0/

B(D). Поэтому множество Jq(D) = Ь (z) - J(D) является подпространством 

пространства /?(£>). Из определения числа п следует, что для каждой точки 

z £ D существует не равная нулю в точке z функция f Е Jq(D). Следовательно, 

к Jq(D) применима Лемма 3.6. Так как ♦ £ hull/, то S(J) =' 0. Поскольку 

£(У) = S(Jo), то имеем 5(Уо) = 0. Применив теперь Лемму 3.6 и Следствие 3.7 к

J0(IR) = Уо(^)|п< получим Jq-(IR) = Hq— Так как УХ(Ш) = Г(1) • УОХ(1И),

то J1 (ПТ) = 6**(1) • //q -• —-х. Лемма 4.1 доказана.

Лемма 4.2. Пусть р 6 такая мера из Л/((7), что р щ. = 0. Тогда

Доказательство : Пусть Е = {х Е А’: р(т) Е ПТ}. Легко проверить, что 
ЭС

Е = и (ап) х Ш Пусть р Е А/г(А) - мера на Д', соответствующая мере р и 
п = -оо
= 0. Для { Е >1 мера /р принадлежит /Iх. Отсюда /р = V (о, 4) т/(а) 6

Яр(А'). Полагая И = К1//, получим р = А(а,1) и(а) х Л- Покажем, что 

р Е Н}Г(Х). Из (4.1) следует, что у(Е) = 0 Поэтому для почти всех о Е К 

относительно меры м, сужение Уо пространства {/(о, г) = / ор(о.г): / Е У; 

на £)о = {а} х О не обращается в нуль ни в одной точке множества .?о и 

5(УО) = 5(У) = 0. Используя рассуждения, примененные при доказательстве 

Теоремы 3.3, легко показать, что Ао(1) = ^(а,4) € 11' для почти всех а Е К. 
т.е., р Нр(Х). Отсюда следует, что р Е /,х. Теперь покажем, что р € .4х. 

Гак как /х = Лх 4- Со՜, то р = р' 4- со Пусть / Е У и /(*) / 0. Имеем 

О = /с /</р = 4- <:/(♦). Так как /с /</р' = 0, то с = 0, и следовательно,

Д = р'. Лемма 4.2 доказана.

Лемма 4.3. Ух = .4х 4- УХ(1Н).

Доказательство : Так как УХ(Ш) С У^ и .4х С У՛*՜։ то имеем У _? 4 4- 

УХИП). Для того, чтобы доказать обратное включение положим р 6 Ух, р' = /Т’ш 

и / € У. |՝ак Как / р Е Ах, то / р Е 7/> (А*). Следовательно, р = К(а,1) и(а) х а! 

и МОМО € 11՝ для почти всех а Е К относительно меры V (см. (3.7)).
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ОО ОО
Мера р' сосредоточена на Е = и {ап} х Ш и р' = 52 Ь(ап,1}-и(ап) х Л. 

п = -оо пх — оо
Поэтому мера 7 (у = р ֊ р') удовлетворяет 7 = Л(о, 4) • ^о(^) х <Л, где ^о(а) = 

эо
и- 52 И>(Лп)-^п и <5П - мера Дирака, сосредоточенная в оп € К. Для почти всех 

П = - ОО
о Е К относительно меры 1/0 сужение Уа пространства {/(аг, х) = / ор(о, 2): / Е 

7} на = {а) х О не обращается в нуль ни в одной точке этого множества 

и 5(7а) = 0. Используя рассуждения, примененные при доказательстве Леммы 

4.2 получим 7 Е Нр(Х). Следовательно 7 Е 7?՜.

Пусть 7' Е .4х - такая мера, что у = с<т 4- у'. Покажем, что с = 0. Имеем 

/х = со- + т'' + /А Полагая р0 = р - 7#> получим р0 = са 4- р'. Так как А1 С 7х, то 

Ро € 7х. Далее, а = т х (11. где т - нормированная мера Хаара на группе К (см. 

§2) Поскольку К бесконечная комплексная группа, то т(а) = 0 для всех а Е К.

Отсюда следует <т(£) — 0. Следовательно а(1И) = 0, Ш С С. Поэтому меры а и 

р’’ взаимно сингулярны. Так как мера а является единственной представляющей 

мерой для «Е А (см. §1 и [3], стр. 219), то по Теореме 7.7 из [3] имеем с<т Е 7х. 

Если / Е 7 и /(♦) / 0, то 0 = с /с / «7сг = с/(*). Следовательно с = 0. Отсюда 

имеем р' £ 7х (Ш.). Лемма 4.3 доказана.

Отметим что в Лемме 4.3 сумма не прямая. Покажем, что пространство 7 х(П1) 

имеет прямое дополнение в .4х. Для этого заметим, что если /1 Е -4х, то

А = р|пс е С ЛХ (см. §1). Следовательно р = ро 4- р' и р'|щ. = 0.

Отсюда следует, что ,4х

■/1(։П>э"оГПгт°Л

= ф Яо----- -у, где .4^ = {ро: Р € Лх}. Так как
1 I

= .4х 4- 7х(ПА = .4 х ® 7Х(1И).

Теорема 4.4. Пусть Ь(о) - унимодулярная борелсвская функция на С

вида
если
если

а = I £ Ш С С
а £ 1Л

Доказательство : Имеем 
у*՜* 1
о ■ .4՜, поскольку что Ьп ■ .4д = .4д . Георема 4 4 доказана.

■ -4х ф Н} <Н

Пусть /п = {/ Е Л:о1*<1/(го) > п). Очевидно, 7 С /п- Следующая Теорема 

показывает, что обратное у гверждение также справедливо.

Теорема 4.5. J = /п.

Доказательство : Из замечания следует, что достаточно показать включение

А С 7, или эквивалентно, /х Э 7х. Если / Е /П։ го /(0 = ^п(О/о(О>
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/0(<) С Д(Щ). Поэтому Г С 1^. Отсюда следует, что У1(Ш.) С /„ .

Очевидно, А1 С /ПХ. Поэтому из /пх Э 7Х(1П) + Лх = Л получаем 1п с 

Теорема 4.5 доказана.

Таким образом, мы показали, что каждый примерный идеал в А, л оч к а
которого содержится в ։։ИДв, однозначно определяется некоторых։ числом п

Следствие 4.6. Пусть I - примерный идеал алгебры А. Предположим, что 

1шП/ € нНД*. Тогда согН։пл/ < оо.

Доказательство : Пусть / Е А - такая функция, что огД/(л0) = п - 1. Тогда 

идеал /п_) = {/ Е Л: ог(1/(го) > п - 1} совпадает сС/+ /. Аналогично, 

/п-2 — Ср 4-С/+ /п, где ог<1р(2о) = п ֊ 2. Продолжая этот процесс, получим 

Л — +С/1 ■+֊ ■ • С/п-1 + /, / = /п, где огДД(яо) = к. Следствие 4.6 доказано.

Для сравнения напомним, что каждый примарный идеал } диск-алгебры (см. 

[1]) оболочка которого есть {-«о}. 1*о1 < 1. представляется в виде 3 = Ъг' А. где

§5. ПРИМАГНЫЕ ИДЕАЛЫ. СОДЕРЖАЩИЕСЯ В /о,аЕб

Пусть - сингулярная компонента функции / Е У/1, и пусть р/ 

положительная сингулярная мера на 1В определяющая функцию 5Й1й/(£). Эту

меру можно однозначно представить в виде суммы щ А- двух

сингулярных мер, где 6 о - мера Дирака в точке О Е 1П Поэтому =

5Шд*(1) 8։пйу (<), где и яп^у(1) суть сингулярные внутренние функции

для мер ру и 0/8о, соответственно. Отметим, что 8։ы^7 (£) = ехр[—«Ду/՜1]

Пусть У - примарный идеал алгебры .4, удовлетворяющий ЬиПУ = {0} С П4 С С

Обозначим через У(ПТ) сужение У на П4. Пусть А Е 

такая функция, что //։ Е Я1 для всех / Е 7(П1). Тогда воспользовавшись 

рассуждениями, аналогичными зтм, которыми пользовались при доказательстве 

Леммы 3.6 и Следствий 3.7, 3.8, можно показать, что

= *(1)ехр(»0л1 ։],

гДе > 0, Е 11՝ и 811^(1) = 1. При этом /?л < Д/«

Для 0 > 0 положим Мо = //^ схр[։.(Э/՜1] . Так как //0‘ ехр[-»0Ч՜:] С Яо для

> 0, то Л/д Э Л/д схр[-»0'Г ’] = Л/д-д' для 0 < < 0. Отсюда Л/д Э Л/д-, 

если 0 > (3՛ > 0.
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Теорема 5.1. Пусть У — примерный идеал алгебры А и 1131117 = {0}.

Тогда существует такое 7 > 0, что = А1 +С^о + Л/р.

Доказательство : Доказательство теоремы разобьем на несколько шагов.

Шаг 1. Пусть мера р 6 7х (Ш) сингулярна относительно меры Лебега на 1И.

Покажем, что р С С<50. Действительно, в противном случае найдется точка

/о Е 1В, £0 / 0, принадлежащая носителю меры д. Пусть функция / Е 7 

не обращается в нуль в точке /о- Тогда / • р - ненулевая мера из АХ(ПП

сингулярная относительно меры Лебега. С другой стороны, из Леммы 2.2 имеем 
7/

/ Я Е Иц ֊----^֊. Из этого противоречия следует ц = сбо*

Шаг 2. Пусть мера р Е 7х (Ш) абсолютно непрерывна относительно меры

Лебега, т е. р = Л(/) '■(«)£ Г
41 . с/(

. Для / Е 7 имеем / р Е 7/0‘ -----

Отсюда следует, что / • 6. € Но- Из (5.1) имеем

Л(1) = к(1) ехр[|5< '], 0< (5-2)хпГ Д/.

Покажем, что &(<) Е Я/,. Для каждого / Е 7(1Л) имеем 0 = /(ОМО*»----

/(»)£■( 1՜) ехр[5] Выбирая / так, что /(։') / 0, получаем Лг(|) = 

Следовательно д Е А/^.

О, т е. к Е Я©.

Шаг 3. Пусть теперь р произвольная мера из 7х. Положим Я1 = м|ш Так

для [ Е. из Следствия 2 3 получаем / -м։ Е Лх|ш, =

Следовательно = 0 Отсюда следует Д1 € 7Х(Ш.) Комбинируя Шаги I

и 2 получаем = ей© + ехр[։51 »---- 1пГ в/.

Воспользовавшись рассуждениями, аналогичными тем, которыми пользовались 

при доказательстве Леммы 4.2 можно показать, что мера £ = Я՜/2: принадлежит

Л1. Следовательно ц Е А1 +С60 + А/д 

получаем 7х С Ах 4С60 4- А/д0.

0, где 0о = 1пГ X?/, (Л(д с Мдв). Отсюда 
/еЛпг)

Шаг 4. Покажем, что Л/д0 С 7х. Пусть р Е Л/^о и / Е 7. Функцию / на Ш

можно предст авить в виде /(() = /'(£)схр[—։/М՜ ՛], где / ^0- Аналогично

Я = ехр[|0о« ЧЛ(Оу֊2 где /։ Е Я© Следовательно / я € Я^ ------ =•. Отсюда 
1 + I2

вытекает, что Л/д0 С 7х. Следовательно, 7х = А1 Ч֊С6о + Л^9 Доказательство 

завершено.

§С. ПРИМЕР

Пусть I двумерная целочисленная решетка. Группа характеров группы Г есть 

двумерный тор О' в С2. Зафиксируем иррациональное число 0 > 0 и положим
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Г+ = {(п'гп) Г: 0п 4֊ т > 0}. Обозначим через Ад равномерную алгебру 

на С, порожденную характерами ха, а Е Г + • Алгебра Ад является одним из 

примеров алгебры обобщенных аналитических функций. Эта алгебра содержит 

как подалгебру, алгебру всех непрерывных функций на торс, обладающих 

непрерывным аналитическим продолжением в бицилиндр. Этим и можно объяс

нить некоторый интерес к алгебре Ад (см. [3], стр. 222). Алгебру Ад можно 

получить иным способом. Пусть Д = {(*1,22) ЕС3: |г։| < 1, = |х2р}. Мно

жество Д® = Д \(Си{(0,0)}) является трехмерным многообразием с одномерной 
вл

комплексной структурой (СЯ-многообразие). Пусть Ад - множество тех непре

рывных функций на Д, которые являются СЯ-функииями на Д° (см. (8]). 
А

Можно показать, что сужение Ад на С есть Ад. Компакт Д есть пространство 

максимальных идеалов алгебры Ад. Преобразование Гельфанда алгебры Ад 

совпадает с Ад.

ABSTRACT. The paper studies algebras of generalized analytic (by 
Arens—Singer) functions. Essentially, they are uniform algebras on com
pact Abelian groups generated by the semigroup of characters specifying 
complete Archimedian order on dual group. Examples : algebra of all con
tinuous functions on unit circle having continuous analytic extension to 
unit disk in the complex plane and the algebra of all continuous alinost- 
periodic functions in the real axis admitting continuous analytic almost— 
periodic extension to the upper half-plane. The paper describes primary 
ideals of such algebras and explicitly presents measures orthogonal to the 
algebras of generalized analytic functions.
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