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|1. ВВЕДЕНИЕ

Интегральные уравнения вида

/(х) = ,(«) 4Г(< - »)/(») Л, х е К* = [0, оо) (1)

относительно искомой функции / с ядром V՜ Е /,|(П1+) возникают в различных 

математических моделях физических процессов и в теоретических проблемах. 

Таким примером является вопрос разрешимое । и общих интегральных уравнений 

типа свертки посредством вольтерровой факторизации соответствующих интег­

ральных операторов (см. [6 - '8]).

В настоящей работе уравнение (1) рассматривается в случае, когда ядро V и 

свободный член д удовлетворяют условиям * и • л .

/°°(а) I > 0, У(х)- монотонно убывает на Ш *, оо > у = / Щ > 1;
7о

(Ь) 9 6 £)(№/’) и I I р(1)| (И < оо.
-/о

Если 1'(<) и д{1) дополнительно удовлетворяю г условиям (см. (6) - (8))

(с) И(‘)>о. = (<о яеь,(тн+)։

то этот случай называется консервативным случаем уравнения (1).

Теорема 1 ((8|). При условиях (с) и (<1), уравнение (1) обладает

локально интегрируемым решением / Е 1,\се(1В+) с асимптотическим

поведением
Г |/(£)| Л = о(г), при х —• ос.
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В случае (Ь) это решение суммируемо ни П1*, т.с. / € Ь1(Ш + ).

Пусть / — суммируемое решение консервативного уравнения

/(т) = ?о(х) + У К0(С ֊«)/(<) <11, т£П1*. (2)

Интегрируя (2) от х > 0 до ос и используя теорему Фубини (см. (9]), получим
ОО ЛОО ^00

/(т) (1Т = / д0(т) Лт + / Уо(О Л / /(т) <1т.
Ух Уо я/х+г

(3)

Используя теорему Фубини и условие (с), последнее слагаемое можно преобразо­

вать к виду

Г ц>(0 <н Г /(г) <1т = Г /(Г) ат - Г /(0 ас Г у0(т) ат. 

О Ух + 1 Ух Ух 7|-х

Подставляя это значение интеграла в (3), получаем

Умножим последнее равенство над / 0 и полученный результат сложим с (2). 

Находим, что решение / консервативного уравнения (2) удовлетворяет (1), где 

функции V и д выражаются через Ко и до посредством равенств :

К(х) = К0(г) + » У И(<) Л» $(*) = Ы*) ~ 0о(О <Л.

§2. РАЗРЕШИМОСТЬ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

Пусть функции V и д в уравнении (1) удовлетворяют условиям (а) и (Ь).

(4)

Теорема 2. Уравнение (1) при условиях (а) и (Ъ), для любого 7 > 1 

обладает суммируемым решением / € )•

Доказательство : Рассмотрим функции

И(») = У(։) - ог" [ г—‘К(»)А, (’)

*е’7(<)Л. (6>

где V и д суть ядро и свободный член уравнения (1), а о - произвольное 

действительное число. Легко проверить, что для каждого а € Ш для функции 

Уо из (5) и д0 из (6) имеют место соотношения (4). Нетрудно показать гакже, 
что при надлежащем выборе а, функция 1о и՜* ($) удовлетвори 1 условиям (с). 

Действительно, в силу монотонности функции I , для любого о имеем

м*) > и*) >0, лгЕП?*.
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Кроме того, справедливы равенства :

7(°) Ц)(:)Л= / c-atV(i)dt. 
Jo

Так как 7(0) > 1 и 7(4-00) = 0, то существует такое значение а > 0, что 7(0) = 1. 

Покажем теперь, что при таком выборе о функция д0, определенная по (6), 

обладает свойствами (Ь). В самом деле, в равенстве (6) имеем д Е Ь। (Ш +) и

о / е охdx I еаид(и) du = / д(и) du < 00. 
Jo Jo Jo

Следовательно до Е ^(П^՜1՜). Далее, так как д удовлетворяет (Ь) и

гоо Г ОО Г ОС

а / хе~а^х / еаид(и) du = I ид(и) 4и + / д(и) du < оо, 
Уо Уо Уо

то получаем 1|9о(О1 < ос. Следовательно, функции ко и до, определяемые

равенствами (5) и (6) удовлетворяют условиям Теоремы 1. Таким образом, 

существует суммируемое решение / уравнения (2). В силу вышеизложенных 

рассуждений эта функция будет удовлетворять также и исходному уравнению 

(1). Теорема 2 доказана.

^3. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ОДНОРОДНОГО

УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим теперь однородное уравнение

S(z)= [ V(t)S(x + t)dl, 
Jo

х е

где ядро V удовлетворяет условию (а).

Теорема 3. При условии (а) однородное уравнение (7) в /^(Ш՜*՜) 

обладает единственным (с точностью до постоянного множителя) 

решением вида 5(х) = е“°*, где а Е Ш+ и определяется однозначно

из уравнения

dl = (8)

Доказательство : Пусть 5 E Lj(IR*) - произвольное решение уравнения (7).

Так как ядро V удовлетворяет (а), то существует консервативное ядро ко,

удовлетворяющее (4) (с парамст рок։ <», удовлетворяющим (8)). Тогда из (7) имеем

ЭД = k'o(t) 4֊ о k'o(u) du S(x + l)dt, тЕП< + .
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Отделяя ин тетрады в правой части и меняя порядок интегрирования во втором 
интеграле, получаем

г00^х) = /0 И)(05(® +1) Л, геш + , (9)

где 5(г) = 5(г) - а 5(0 <11, г 6 № + . Пусть
/■х+А

Гл(х) = у 5(1) <11, ЬешЛ

Гак как 5 (Е Ь\(П<+) П С(Н1+) находим

Гк(х) —» 0, при х —• оо. (10)

Из (9) получаем

П(։)= [ l'o(<)F։(z + I) dl, 
Jo

x e m+. (ii)

В [8] показано, что консервативное уравнение (11) в классе функций (10) имеет на 

лишь тривиальное решение Гь(х) = 0. Так как это равенство выполняется 

при любом А Е Ш + , то

S(x) - а У S(l)dt = Q, гбШ + .

Тогда 5 будет дифференцируемой на IB+ функцией удовлетворяющей уравнению

֊ 4- aS — 0. Следовательно 5(г) = Се~ах. Теорема 3 доказана.

Автор выражает благодарность пр ессору Н. Б. Енгибаряну за полезные

обсуждения.
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