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В работе изучается асимптотическое поведение собственных значений 
ссмиэллиптичсских дифференциальных операторов вида А(х, О) = 
52 а м)<* ао(х)^°’ определенных на анизотропном пространстве Собо­
лева /7^Я(П), где П ограниченная область в Юп. Условия при которых 
спектр оператора А дискретный, а его собственные значения имеют
конечные кратности задаются вместе с асимптотическим с гноше-
нием №()>) = сА'р^4 4֊ о (А)я^4), А —» сю, где УУ’(А) - число собственных
значений А; удовлетворяй»щих условию |А7| < А, а с > 0 - постоянная
зависящая от А и П.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть П — ограниченная область, удовлетворяющая свойству конуса, а т։,

“ натуральные числа. Для р = 2ГЛ| 2шт,
обозначим через И’4м(П) анизотропное пространство Соболева, т.е. множество 

функций /, для которых существуют производные Д°/ 6 Для любого

мультииндекса а с (а,р) < При Р — % пространство Ирм(П) _ 

является гильбертовым с нормой ||и|к и полунормой |и|к :

Для ограниченного линейного преобразования Т на гильбертовом пространстве 
(ОС \ * *
Е 117>«Н2^ • где । •••} 

ортонормировании й базис в А'. Проверим, что эта величина не зависит от

выбора базиса {^1, •••}■ Действительно, если {^։, 1Ра, - } - другой оазис в Д', то

II7V.II2 = Е~1 11^11’ = ЕЙ1 117՝‘^11’ = Г*=։ ПСП*. <МН։. След 1г(Т$) 
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оператора Т S определим следующим образом :
СЮ 

tr(TS) = 22(TSW,v><), 

<=1

где S — ограниченное линейное преобразование.

Имеют место следующие соотношения :

tr(T S) = tr(TS) < limii■ |||S|||.
»j=l

Для линейного оператора А обозначим через р(А) и т(А) резольвентное мно­

жество и спектр оператора А, соответственно. Множество всех ненулевых 

комплексных чисел А, для которых Н(1 — АЛ) = X, а (1 — АА) 1 — ограниченное 

линейное преобразование на X, мы будем обозначать через Рт(А) и называть 

видоизмененным резольвентным множеством оператора А. Отметим, что А € 

/>т(А) эквивалентно условию A՜’ Е р(А). Пусть А - собственное значение 

оператора А. Вектор f 0 называется обобщенным собственным вектором 

оператора А. соответствующим собственному значению А, если для некоторого 

целого к > 0 имеем (А - A)* f = 0. Пусть А — характеристическое значение 

оператора А, т.е. ХАд = д для некоторого д / 0. Вектор f / 0 называется 

обобщенным характеристическим вектором оператора А, если (1 — АА)* / = 0 для 

некоторого целого к. Для действительного числа 6 и положительного а положим 

E(G.a) = {re'՜*: г > а}.

Определение 1. Пусть А - линейный оператор. Направление 0 в комплексной 

плоскости будем называть направлением минимального роста резольвенты опе­

ратора А. если Е(0,а) С р(А) для некоторого положительного а и ||(А — 

Л)->|| = О(|А|-՝) для А Е Е(0,а), |/а| —» оо. Вектор в назовем направлением 

минимального роста видоизмененной резольвенты оператора А, если Е(0, а) С 

Рт(А) для некоторого а > 0 и ||А>|| = ||А (1 — АА)՜11| = О(|А|-1) для А Е Е(в, а) 

при А| —» оо.

§1. СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОПЕРАТОРОВ, ДЕЙСТВУЮЩИХ 

ИЗ L2(Q) В HtM(Q)

Лемма 1.1. Пусть ֊ < 1 и u Е //*Я(П). Тогда функция и может быть 
в»

изменена на множестве меры нуль так, что u Е С'(^). Существует 

постоянная 7 = 7(0, р) такая, что для всех х Е 11 имеем

|и(®)| < 7 • + Iulo) . (1.1)
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Доказательство : По теореме С лева для анизотропных классов (см. (2‘)
имеем

|u(r)|<7-r (*-|р|/2)(|ик.п + г‘ I ulo,n) , г > 1.

Если |и|* < |и|о возьмем г = 1 и получим |и(хт)| < у 

Для |и|д > и|0 имеем г* = |и!Г ՛ 1и1». и получим \и(х ։֊М/(2*)|, .ь</(2*) .
О 1ы1» 5:

Лемма 1.1 доказана. Следующие две леммы

доказываются аналогично.

Л(?ммн 1.2. Пусть ^֊ < 1 и и 6 Нкр(П). Существует постоянная у,, 

зависящая только от 12 и р такая, что после изменения функции и на 

множестве меры нуль

|u(։)l < ъ IMll"17*21 W՜1“1"’*’, х е п. (1.2)

Лемма 1.3. Существует постоянная у = 7(0.р) такая, что для всех

и € и 0 < J < *

1Ч.П < 7 • 1«Г + |w|o < 2т • (1.3)

Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на Ьг(П) такое, что Я(Т) С

Я*Р(П). Для 0 < / < к положим

||Т||/= sup ||T/||f, Щ = sup |Т/|ь
/£Ьа(П),||/||0.п=1 /€ b?(n),||/|j0,n=l

Теорема 1.1. Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на

Лг(П) такое, что Я(7) С где хт < !• Тогда Т имеет конечную
2 к

двойную норму |||Т|||, удовлетворяющую неравенствам 

ШЛИ < 7• + |Т|о)

|||Т|||<7.-|П|։/а||7՝||1я1/(2*)цГ||։֊1и1/(2*)։

(1.4)

(1.5)

|Пр/2 (|Г[Ы/(2*) |7՝iJ_|"l/(2*)

где | • | мера Лебега, а 7 - постоянная из (1.1).

Доказательство : Пусть {Ф1.Ф?.......Фп,...} является ортонормальным базисом

в и и, = 7՝Ф; для ) - 1,2,..., и пусть а։, а3,...,ал’ ֊ произвольные

комплексные числа. Пусть / = 52^-։ аз<^;(х)- Тогда из непрерывности функций 

и} и и = Т/ следует, что и(г) = $2;՝=։ аз из(х) для нссх ® € О. В силу
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Леммы 1.1 пля всех z € Q и любых комплексных 0|, имеем |u(r)| <
1 ■ (|T|i_|'‘l/(’‘>|T|!*l/(’‘) + |Т|0) ■ ||/||о.п, Т.е.

j=։
(|T|J"UI/|2‘,|T|l’l/t2‘) + |Т|о) (1.6)

Если ДЛЯ фиксированного X ПОЛОЖИТЬ Qj = и?(т), то из (1.6) получим

для любого т Е Q.

Интегрируя по Q, получаем

Ёигф>11’.п < 72Ш1 ■ (in;-|“l/(։‘)|7-|;'‘7(n) + |Т|0) ’.

J=1

Так как это неравенство имеет место для всех /V, то

шли < ?W'2 + 1Ло) •

Аналогично доказывается неравенство (1.5). Теорема 1.1 доказана.

Теорема 1.2. Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на

£з(9) такое, что Я(Т) С Я*и(0), где < 1. Предположим также, что 
2к

существует хотя бы одно направление минимального роста видоиз­

мененной резольвенты оператора Т. Пусть Лг(<) - сумма кратностей 

характеристических значений {А;} оператора Т, удовлетворяющих 

условию |А; < I. Для всех А Е Ргг.(Т) при I —» ос имеем Л^(1) = О(/'м|^*) и

<г(ТТА) = (1.7)

где 7д = Т (/ - АТ)՜1. Если |JTA||0 < с |А|-1 для А € Я(0,а), тогда для

t > а > 0 имеем ■'■(։) <47? IQIIITlOl +с)г11“1'‘.

Доказательство : Для А Е Ь'(0,а) имеем 1 = (1 - АТ)(1 - АТ)՜1 = (1 -

АТ) 1 — АТ( 1 — АТ) 1 Отсюда следует, что (1 — АТ)՜1 = 1 + А 7д. Следовательно, 

11(1 - АТ)-Ч1о < I + ВЦ Л||о < 1 + С. Имеем также ||Т*||։ = ||Т(1 + АТ).-.1||» < 

HTII* 11(1 - АТ)-'||П < ||Т||*(1 + С). Из Теоремы 1.1 следует, что

11|7'а||1<7.1«1'/’1ГЛН^/(’*)
< ъ mi1'2 (1.8)

irniii՜1“'"2*’
|Г||1»1/(2*)
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м О’ л
Собственными значениями оператора 7д являются числа 

п
а их кратность равна кратности собственных значений А։ 1 оператора Т.

Следовательно, применяя Теорему 12.14 из [1] к оператору Тд, получим

£ |Л, - А|՜’< 1117*111’. (1.9)

Для |А>| < I и |А| = I имеем, что |А? - А| < 21. В силу (1.8) получаем

У ~ < |||Т|||’ < 7.’ |0| ■ ||Г||‘**,‘(1 + 

|Ад1<<

Умножая полученное неравенство на 412 находим

л'(<)<47.’|П|||71|1“|/‘(1 С)!*!/* ,1н1Л

Теперь докажем (1.7). В силу Теоремы 12.17 из [1], для всех А Е Рт(Т) имеем

Г (А* - А)А;
(1-Ю)

где с постоянная. Если А € Л(0,а), то из (1.8) получим

1г(77*) < Ц17-Ц1 ■ Ц1ЛЦ1 < соп51 ■ |А|֊‘+1»1/(“).

Следовательно, 1г(ТТд) —» 0 при А сю, А Е Е(6,а). С другой с торон ы

[(А? - А) А;]-1 —♦ 0 при |А| — оо, А Е А’(0, а). Следовательно, в равенстве (1.10) 

с = 0. Теорема 1.2 доказана.

Следствие 1.1. Пусть для каждого А Е (0, а) оператор 7д в Теореме 1.2 

существует и выполняется оценка ||7\||о < С ^1՜*- Если |А)| < |Аа| < ... для 
3 = 1,2......то имеем |А,| > [47,’|П| (1 + С)’)՜*'1*1 Ц7Ц*՜1 >‘/М.

Доказательство : Утверждение следует из Теоремы 1.2, так как ] < 5(|А;|) 

Рассмотрим билинейную форму и] над замкнутым подпространством I 

пространства //*М(П), Ы/(2*) < 1, где |р| < 2*. Предположим, что существуют 

постоянные К > 0 и со такие, что для всех и, и Е V’ имеем

| Д[и, и]| < К ||И|>.л||и||*,п> Я(и, п] > со ||и| ’։п*

По Теореме Лакса-Мильграма (см. [4]) существует единственное линейное 

преобразование Т, действующее из £а(П) н V и удовлетворяющее следующим 

соотношениям ;

ВЬ,Т/] = (^,/)о.п, <|П)
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Теорема 1.3. При оышеукамнных условиях полуплоскость {А: ИеА < 

0} содержится в р„,(7՜), а отрицательная действительная ось является 

направлением минимального роста видоизмененной резольвенты опе­

ратора Т. Если модули характеристических значений оператора Т 

расположить в порядке неубывания, то

с° .-*/1*1
(167?|О|)‘/И 3 •

Доказательство : Подставляя и—Т} и (1.11), получим

Че (Т/, /) = Нс В[Т/ Т!} > со ||Т/||? п > 0. (1.12)

Так как отображение Т из £2(9) в £г(9) является ограниченным, то при 

достаточно больших |А| имеем А € р(Т). Тогда по Теореме 12.8 из [1] следует, 

что каждое Ас ИеА < 0 принадлежит р(Т). Поэтому (1 — АТ)՜1 существует 

для всех А таких, что Ие А՜1 <0, так как 1 — АТ = А (А՜1 — Т) и Ие А՜1 < 0. Из 

коммутативности Т и (1 - АТ)՜1 следует, что для и = Тд/ = Т(1 — АТ)՜1 / имеет 

место соотношение (1 — АТ) = 7՛/. Следовательно, и = Т(Аи 4- /). В силу (1.11) 

для всех 1/ £ V имеем 5(1/, и) = (х/. Аи 4- /) и £[х/, Тд/] = (х/, АТд/ 4- /), ЯеА < 0. 

Полагая х/ = 7\/, получаем Я[Тд/, Тд/' = А ЦТд/Ц’ 4- (Тх/,/). Следовательно

Со ||Т*/Ц3 < Не В(Т/, Т>/] = Кс А ||Т*/Ц| + Не (Тд/, /) <

<ИеА||Гл/||? + 1|Т./||о||/||о.

Разделив полученное неравенство на |Тд/||о находим ||Тд||о <
со - Яе А

0. Следовательно, если А - отрицательное вещественное число, то ||Тд||о < 

------ - < —. Таким образом, условия Следствия 1.1 выполняются при С = 1.
с0 - А |А|
Теперь утверждение вытекает из Следствия 1.1, так как в силу (1.12) имеем

ПЛ.

Теорема 1.4. Пусть выполнены условия Теоремы 1.3, и пусть били­

нейная форма 6 1/. ц] является эрмито симметричной, а оператор 7՝, 

определенный по (1.11), является самосопряженным. Если модули ха­

рактеристических значений А; оператора Т расположить в порядке 
неубывания, то А, > с0 (16у? |9|)"2*/1м| у,4/1д1։ у = 12.....

Доказательство : Из (1.12) получаем, ч го (Т/, /) > 0 для всех /, т е. Т является 

положителным, компактным, самосопряженным оператором. Следовательно, су- 

шествуеч единственный положи гелиый, компактный, самосопряженный опера­

тор Я с характеристическими значениями А^2 такой, что № = Т. Так как Т[ / 0 
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для / / О имеем Sf / 0 для / / 0. Следовательно, область значений оператора

S плотна в Lj(Q) Используя (1.11) для и = Tf, получаем

B[Tf, Tf] = = (S՝f,f) = IIS/II?.

Обозначая Sf = д, по условию теоремы с0 ||S^|^ = с0 ||Т/||^ < B[Tf, Тf] - ||g| 

Так как область значений оператора S плотна в Lj(Q), то из последнего 

неравенства следует, что область значений содержится в и |S| t <

< '2. Рассмотрим теперь видоизмененную резольвенту S\ вдоль положительной 

мнимой оси. Из неравенства ||7д|| < |esc 0| |А|՜1, arg А = 0 следует, что |Sa||c < 

|А|-1. Таким образом, предположения Следствия 1.1 выполнены для 5\ и С = 1 

Таким образом, результат вытекает из Следствия 1.1 и из вышедоказанной 

оценки для ||S||t. Теорема 1.4 доказана.

Теорема 1.5. Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на 

£2(П) такое, что /?(7’) С //*Я(П), где к > 2 +1. Если Я(7~*) С //*м(9)

1яГ - 1, то Т - интегральный оператор с ядром Гильберта

Шмидта К(х, у) € //|д(О х Q). причем р = (/х, /л) и

(1.13)

где у = 7(Q,p).

Доказательство : Из Теоремы 1.1 следует, что Т имеет конечную двойную 

норму. Следовательно, (см. [1]) Т - интегральный оператор с ядром I ильберта 

Шмидта К(х, у). Остается показать, что К € Я/й(Я х □) и имеет место опенка 
(1.13). Полагая г = тах (|7'|Г* Иё 1/‘. ИЧУ* |Т|ё‘/‘, 1} имеем

17Т* < г* |Т|о, 1 < г. (1.14)|7-|։<г‘ |Т|о,

Отметим, что Т' - интегральный оператор с ядром Гильберта Шмидта А

= /<(у,т) Рассмотрим оператор Т°, отображающий / 6 ^з(П) в (о, /я) <

/. Так как Т/ € Нк^), то ОаТ/ € Я(*-(<мО)я(П) и к - (о, д) > к - I =

(1я1/2) + 1 > 1я1/2- Следовательно, I'0 - ограниченное линейное отображение

из £3(П) В Н(к — с)р(П) и Т° - интегральный оператор с ядром I ильберта 

Шмидта Х'°(х,у). Пусть {Ф,} является ортонормальным базисом в £։(Н) и 

пусть и, = 7Ф,, / = а = т/ = гле я,......... а/с суть 
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комплексные числа. Из теоремы вложения Соболева для анизотропных классов, с 

точностью до множества меры пуль имеем ну Е С^П), а € ^(9). Следовательно, 

для фиксированного индекса о, удовлетворяющего условию (о,/з) < I, для всех 

г Е (9), получаем

Л- к

“(х) = 52а? “>(։)• ^“(г) = 52а>рвМг)- (11б) ;=1 )=«
Полагая и = Т/ при г > 1, получим |О°и(х)| < 7 . г-(*“։*1/2-(о'*<»(|'Г|*4- 

^г*|Т|о)||/||о. Из (1.15) следует, что

.V
52 а, (|Т|։ + г* |Т|0)
>=։

для любых постоянных а։, а.\ и для всех х Е 9. Для фиксированного х пусть 

а} — Оаи}(х). Имеем

Л’

1 = 1

(|Т|4 + г* |Г|о)։.

Интегрируя по х на 9, используя 1Уи} = ОаТФ} - Т°Ф} получаем

Е ||Т"Ф,II? < 7’ |Я| г-’“՜1" (|Т|։ + г* |Г|0)։ .
3=1

I ак как последнее неравенство имеет место для всех положительных целых №, 

то из (1.14) получаем

|||Пв7'||| = 1ЦГЧ11 < 27 |911 |Т|0. (116)

1еперь покажем, что №(х, у) = О°К(х,у). Пусть у?(х, у) = а(х)Ь(у), где 

а,Ь Е С\?°(9). Гак как К° является ядром соответствующего Т° = ГУТ, то 

для почти всех х Е 9 имеем №(х. у) 6(у) </у = (Л°Т6)(х). Слеловаюльно

/ К°(х,у)^(х,у)с/х{/у= / а£)а(7'6)^х = (-1)1в1 / ОааТЬЛх =
Уп Уп

= (֊1)° / КЛ°^<^хУу.
ЗПхП

(1П)

Равенство (1.17) выполняется также для любой функции вида ^(х,у) = 

Е аз(^)^(у), ։ де а}, Ь} Е Со°(9). Покажем, что (1.17) имеет место для всех 
) = ։
¥» Е С’о°(9 х 9). Пусть Е Со°°(9 х 9). Тогда существует компкатно вложенное в 
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П открытое множество Я' (Я' СС Я) такое, что вирр(уэ) С Я' х Я*. Предположим, 

что функция с(х) 6 С0°°(Я) выбрана так, что е(г) = 1 для х € Я'. Пусть (] = 
{/ \ . | | 1 . | 11 ?՛

Iх՛ У) '■ 1**1 < 2• •։/*’ < 2 г КУ6՛ содержащий Я х Я. Продолжим функцию у?(г, у) 

на С) так, что у> = 0 на <Э\зирр(^), а затем периодически продолжим на Еп х Еп. 

Нетрудно убедиться, что так продолженная функция р будет периодической на 

С°°(Еп х Еп). Поэтому разложение Фурье функции <р сходится равномерно к 

в<.чС2’,(г где сумма берется по всем ( и ц с целыми 

компонентами. Имеем также = 52(2тг1()°а€,е2”<։ •*»). Рассмотрим

функцию
^(х,у) = е(лг)е(у) 52 ас, е2։г։(г<+у = 

|С|+Ь1<лг
= ас,ф)е2’-^(!/)е2*։у’».

1€1+1п1</*

Функции £(г)е2<,х ( и б(։/)«2’'*'л принадлежат Со°(Я). Следовательно, для 

функции ^>лг(г,у) имеет место равенство (1.17) 
I

[ К°р„<1х<1у=(-\уа՝ [ КЩ^хау,
^ПхЛ Л1хЛ

а при /V -♦ оо предельные соотношения в пространстве Л2(0) : — 

£(г)е(у)^(г,1/) и -> ^(£(г)е(|/)^(г|у)). Отсюда получим

ПхЛ
К°с(х) с(у) р <1х (1у = (-1)’01 / или

УПхП

/ Я“е(1)£(у)*><У1</у= (-1)1“1 / КПМММЫу
«АиррФ «/»иррФ

Если (х,у) е 5ирр(^) с Я' х Я', то е(х) = 1, с(у) = 1 в некоторой окрестности 

точки Следовательно, формула (1.17) имеет место для всех 6 Со°(Я х Я). 

Отсюда следует, что /С(г, у) имеет все слабые производные 0“ К(х, у), (о, р) < /. 

Для доказательства существования слабых производных О°К(х,у), (а,р) < / 

выполним все предыдущие таги, взяв вместо оператора Г оператор I’. Гак 

как К*(х,у) = К(у,х) является ядром оператора Г’, то из вышеполученных 

результатов следует существование слабых производных О°К(у,г), (о.р) < / и 

имеет место оценка, аналогичная (1.16) :

|||Я“7'-||| < 27 |Я|1/2г " |Т|0. (1 18)

Отметим, что О?К(у,х) является ядром оператора ОаТ՝. Это означает, что для

К(х,у) существуют все слабые производные И° К(х. у), (о.р) < 1- Комбинируя
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(1.16) и (1.18) с |||Т||| = ||Л’(х,у)||£,(пхП), лля (а,я) < / получим

I £>?Л-||о.пхп < 27 |П|,/’г’*«'’*։» "’ |Т|о, ||7>“К||о.пхп < 2?|П|1/г "> |7Г|0.

А так как П х П — связное множество, удовлетворяющее свойству конуса, то 

К Е Я,.я(П х О) и

1^|։.ПжП < 7։ гЫ/2+< |Т|0| ։ = 0, 1, (1.19)

Рассмотрим след К(х,у) на многообразии х = у. Так как К Е Я/>я(П х 12), то по 

тесремс о следах в анизотропных пространствах //р (см. [2]) и из (1.19) получаем, 

что след К(х, у) на диагонали (О х П) существует и выполняется неравенство

х, х)|2 </х
։/а

< 7з (|К|/,ПХП) 4֊ г' IК|о) < 273 г|я||Т|0, (1.20)

где г равно одному из чисел |Т|У*|7՝|0 1/4 или |Т’|Ук|Т|0 ։/к. Следовательно

г’“ < |Т| |Т|М/к + и неравенство (1.13) выполняется. ТеоремаО

1.5 доказана.

Следствие 1.2. Предположим, что для открытого множества аП, а > 0 и 

оператора 7'(в) на £3(аО) выполнены все условия Теоремы 1.5. Если К(о) ~ ядро 

соответствующее оператору 7(0), то

< т Iе'“1 (|Г(«։11*|/‘ + |7г.)11г|/‘) + |т(.)|<>

Доказательство : Пусть и(у) — функция, определенная на 12 и и?(х) = и(а~ях), 

х е аИ- Имеем и?(а"х) = и(т), х Е П. Если и Е ///.„(О), то н° Е ///։Я(Г2) и

(1.21)

Для / € ^-2(П) определим оператор Т согласно соот|юи|снию (Т/)® = 7).)/°. 

I ак как Я(7{.,) с Н,֊й(а11), то получаем 7 / € //*,.(0). Легко проверить, что 

(7^/)? = Т‘а}{°. Ил (1.21) имеем

|7'Л1.п
1/|о.п а-|“1/։1/?|о..п

1(77)?|...п
|/Г1о..П
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С ледова дельно, |7 |( = а1 |Т(а)|,, |7’*|/ = а' ГЛ'а)1'- Подставляя эти соотношения в 

(1.13), для ядра К оператора Т получаем

Г г 1 1,2 Г X ч/ |Л-(а)(х, < у р-1 + |Т(.,|0 .
Л

(1.22)

Обозначая через Х(а)(г, у) ядро оператора 7<а), для / 6 Г2(П) и у = получаем

(Т/)?(1) = (Т/)(а-1»11)== I К(а-1“11,а֊1'‘1։,)/»(И^ = 
Ап

= (Т(.)/?)(։)= / *(.)(*, у) /?(»)</».
Ап

Следовательно, Кга)(х, у) = а՜ 1'*1 /((о՜։''!ж, а՜՛"*!/). Полагая у = а՜ “* г имеем

/ |К(.)(։,х)|։^= / а-2М\К(а-Ы1,а-М1)\2а1 = а-М ( \К(у,у)?<1у.
•/лП . Ап УаП

Сравнение с (1.22) завершает доказательство Следствия 1.2.

Теорема 1.6. При условиях Теоремы 1.5, пусть 0 - направление 

минимального роста видоизмененной резольвенты оператора ' и {А^} 

- последовательность характеристических чисел оператора Г. Тогда 

для каждого А, А Х} видоизмененная резольвента 7> является 

интегральным оператором с ядром Гильберта-Шмидта Ал(т,у) 6 

Ндд(Р х П). Кроме того, К>(х,у) имеет след на диагонали х - у и

I |КА(։,։)|’^Г =О(|А|-1+1“1'*) 
п

(123)

при |А| —» оо. агдА = 0. Для А / А; имеем

(1.24)

Доказательство : Для А Е рт(7') и 7\ — 7՝(1 — АГ) 1 имеем Я(7\) С Н(Т) С 

Так как Т и (1 - АТ)՜* коммутативны, то Я(Т{) С Я(Т’) С /^Д(П).

Поэтому, согласно Теореме 1.5 оператор 7\ имеет ядро Гильберта-Шмидта

Л’х(х.у) 6 ИаДП хП) и

/ |КЛ(х,х)|’</л] < Т + К'ЛГ 11Г1'*) + |Л|о] • О »)
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Для А 6 Е(®՛ а) имеем |7д|о < с |А! 1, ЦЫЦ < ||7՝||* (1 4֊ с). I ак как (I - АТ) * = 

1 +А'Л для А € то очевидно получаем ||(7д)‘||* < Ц7՝*||л||(1 - АТ)՜ 1в||0 = 

рт*||i 11(1 - АТ)՜’||о < ||т*||k (14-е). Следовательно, из (1.25) получаем

ГУ 11/а/ |КА(х. z)|2<ir <7
.Jn
4-||(T'||V',/*') |А|-1+ы/к 4- c|A|՜’! < с|А|-1>|д1|/к.

(1.26)

Остается доказать (1.24). Из Следствия 1.1 вытекает, что Х} > const для 

достаточно большого j. Так как к > |/i|, то ряд |Aj|՜1 сходится. По теореме 

12.21 из [1], для А Е Рт(Т) имеем

‘,(АГГ‘)-£(А,-А)А, ^А,-А ^А/ (1.27)

Так как (1 - АТ)7д = (1 - АТ)Т(1 - АТ)՜1 = (I - АТ)(1 - АТ)-’Т = Т, то

АТТд = Т\ - Т. По Теореме 1.5 интеграл К(х x)dx существует, и поэтому 

имеем
lr(A7T>)= [ {Кь(х.х)- K(x,x)]dx. 

Jn
Из (1.27) следует, что

где с ֊ постоянная, не зависящая от А. Покажем, что с = 0. Из оценки (1.23)

следует, что Jn K^(x,x)dx —» 0 при А| —♦ ос, argA = 0 Следовательно, нам надо

показать, что —» 0 при А| —» ос, argA = в. По теореме 12.6 из [1]
I*имеем argAj — 0| < 6 для |А; > а и некоторого b > 0. Теперь, если z — ге

u = и I < |0 — у?| < тг/2, то имеем |z — w|2 = г2 — 2rscos(0 — <р) + s3 =

r2sin2(0 — у?) 4- (rcos(0 — ^) — s2) > |z|2s։n26. Если я/2 < |0 — ;р| < я՜, то

z — w 2 > г2 + s2 > |z|2. Следовазглыю, |z — w| > |z| sin 6 для b < 10 - ^| < %.

Применяя это неравенство для А, и А получаем

IAj - А| > max(|AJ, |А|) sin 6. (1.28)

Следовательно, если ) > )0. А Е Ь(0,а) и все Xj лежат вне этого угла, то для

|А| —• ос и А Е Е(0, а) имеем

const
max( A?|. |А|)

Отсюда получаем, что с — 0. Теорема 1.6 доказана.
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§2. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ САМОСОПРЯЖЕННЫХ 

ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

В этом параграфе изучается линейный дифференциальный оператор Р(х. Р) = 

52(о,д)<* ао(1)^°1 где ао(^) действительные функции, определенные на мно­

жестве И. Оператор Ро(х, О) = ао(г)Р° называется главной частью

оператора Р(х, Р). Оператор Р(х, Р) называется полуэллиптическим, если су­

ществует постоянная С > 0 такая, что для каждого ( 6 Яп и х Е П Ро(хЛ) >

Теорема 2.1. Пусть Т ограниченное линейное преобразование на 

£2(П) такое, что области значений операторов Т и 7” содержатся 

в Нкр(П), где к > 2 [|я1/2] 4- 1, а — направление минимального 

роста видоизмененной резольвенты оператора Т. Предположим, что 

существует открытое множество По С П и полу.эллиптический опе­

ратор Р(х, Р) в По вида Р(т, Р) = 52(О я)<* во(х) Р°» где аа Е СЧПо) и 

удовлетвотяются следующие условия :

1°. Для г £ По, всех вещественных £ и всех комплексных А таких, что 

агдА = О имеем Р(х, А ;

2°. Для любого х° Е По и £ > 0 существует окрестность и С По точки г° 

и константа с< такие, что для всех / Е А2(П) имеем

||РоТ/ - /||о.£/ < е||/||о,л + ||Т/||*.!,п,

||Р0'7"/ - /Но.։/ < г||/||о.п + с. ЦТ-Л|4-.,п.
(2 1)

где Ро — сопряженный оператор для Ро, а Ро(Р) главная часть 

оператора Р(г, Р). Тогда имеют место следующие утверждения :

а) Для любого А Е Рт(Т'), является интегральным оператором с 
|р|

ядром Гильберта - Шмидта К\ Е //|ДП х П), где / — к — — — I. 
» •

Ь) Ядро Ка имеет след Кх(х,1) € 1г(Я) на диагонали (П х П) и дла

А € Е(О.а), |А| —» оо и постоянной с, зависящей только от /% 0 и

имеем
[ = О(|>Г'+|*|/‘), / Ка(т,т)<1т =

Ул 7п
= с|А|-1+|<-|/‘ + о(|А|-1+1<‘|/‘).

с) Если р,(г) = (2т)"/е.(/’(։.И)-«")■'<« и П‘ СС СС По, где 

Я, С Яо состоит и։ точек, расстокни« которых от ЙОо больше I, то

АП,. />•(*) <'1-
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Доказательство : Вначале покажем, что из условия 2 вытекает : для произ­

вольного £ > 0 существует окрестность (/' С По точки х0 и постоянная с' такие, 

что для всех / Е 1г(П) и достаточно больших |А|, аг£А = 0 имеем

||(Р0 - А)Л/ - /||о,ш < «||/||о.п + «'.ЦП Л1*-1.п.
(2.1)

Н(Ро* ֊ А) (ТаГ/ - Л|о.(/' < £ Н/Но.п + <||(ТА)-/||*-1.п.

В самом деле, имеем (Ро — А) Тд/— / = РоТ(1 —АТ)՜1 —(1 —АТ)՜ ՝/• Для заданного 

с, пусть и - окрестность точки хо такая, что условие (2.1) выполняется. Тогда 

применяя неравенство (2.1) к (1 — АТ)՜1/, получаем ||(Ро — А)Тд/ — /||о,4/' < 

£|:(1 “ АТ)՜1 ||о ||/||о,п + с« ||Та/||4_1,п. Для достаточно большого |А|, а^А = О 

имеем

||(1-АП_’11о.п<1+|А|||Л||о<1 + к.

где К - постоянная такая, что ||Тд||о < К |А|-1. Обозначая Е1 = £(1 4- К)~} 

и выбирая V, удовлетворяющей условию (2.1) с £ = £у, получаем первое 

неравенство в (2.1*). Второе неравенство в (2.1') доказывается аналогично. Пусть

фиксировано и 9' С С 9^. Для £ > 0 существует группа конгруентных 
/Vнепересекающихся кубов С)', таких, что 9' С = ։ С и оиенки (21) 

имеют место в где (^) куб концентрический с (?' и имеющий стороны 

Ь*“ = 2а*“, к = 1,п, где ар* — стороны куба Пусть аг&А = 0. Существует 

фундаментальное решение Т][(х) для полуэллиптического оператора Р(х}, О) с 

постоянными коэффициентами, где х} центр куба . Для достаточно большого

А , аг^А = 0 существует видоизмененная резольвента Тд. Продолжим функцию

/ € £з(<?;) вне СУ}, полагая /(х) = 0, х £ (?', и определим оператор Зд на 

) по формуле 5д/ = Т>/ — Р[ ♦ /. Из соотношений /£(Тд) С Я(Т) С

//*и(9) и ♦ / Е Нкц(Еп) следует, что Я(5д) С Н4М((?'). Следовательно

Зд — ограниченное линейное преобразование из /^(ф') в Ньц(С^). Так как 
, Пм11
к > 2 — + 1, то условия Теоремы 1.6 выполнены. Поэтому для оператора

» «
Тд существует ядро Гильберта-Шмидта К^(х,х) Е Ьз(9). Согласно Теореме 1.5,

аналогичные аргументы применимы к ядру С՝д(х, у) оператора 5д. В этом случае 

оператор (5д)* определяется по формуле (5д)* = (Тд)‘/ - /^, Тд(у - г) /(у)Лу и 
_ I "

фундаментальное решение оператора Р*(х; , О) — А является (Гд)* = Т^( — х).

Следовательно, Я((5^)’) С По 'Геореме 1.5, для ядер операторов Зд и

($д)" имеем

(С'Г(х, у) = КД«, у) - (Р;[Г(» - к), (2.2)
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где (Ф.)’ ” суть ядра операторов ($')" и Г;, соответственно. Для куба 

со сторонами (б£1,...,") пусть у = 7(<2«0,р) - постоянная, удовлетворяющая 

(1.2). По Следствию 1.2, для ЬМ։ < 6%‘, » = Тд։ имеем

Йо

1я1/2
|G7A(z,r)|?dx

(2.3)

+к$Мв|/‘) •isii;-w/‘ + isiio

Получим некоторые грубые опенки для полунорм оператора 5А. По неравенству 

треугольника для / Е £д(ф') имеем

|Si/l. <|T/|, + |F'./|.. (2.4)

Так как ||Т>|0 < К |А|՜1, то для достаточно большого |А|, argA = О имеем ||7д|Ц < 

||T||t (1 + К). Отсюда получаем ||5JA/||t>Qj < [||Т||* (1 4- К) + const] ||/||o.q,■ 

Следовательно, ||SA/||t ограничена для всех А. Из Леммы 1.3 получаем

|S'I, < const ISllJ-^IIS'lli'* < const IS'I^". (2.5)

Для f E Li(Q'}') имеем

IIFj • /Но.«; < 1АГ’ "ll/llo.e. + consll|Fji • < const W ' II/IIo.q; •
4

Таким образом, из (2.4), находим |SA|o < |7"д |о + const |А| 1 < const|A| '.А из (2.5)

следует, что |5\|, < const |A|'/t-1, 0 < ։ < к - 1. Следовательно, для достаточно

большого |А| имеем

||Sj||։., < const |А|-‘/‘. (2.6)

Теперь используя (2.1'), получим более точные оценки. По Лемме 1.3 лля / €

||(Р(г’. О) - А)ТД/-/||0.<?, =||(P(^,D)-A)S{/llo.e, <

<e||/llo.<J,+ <11Т/||*-1.<}, < [е + с.|АГ1/։]

Слсдовачтльно, для достаточно большого |А|, argA = 0 получаем

||(P(r\D)-A)Sl/||o<2dl/llo.y;. (2.7)

Применяя лемму 14.2 из [1] для случая полуэллиптических операторов, из (2.6)

находим
IS1/I..4, < lAI'^՜1 2ые||Л1о,9; + |АГ|/‘11/11о.<։; 

»

L?(Q' I имеем
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Следовательно, для достаточно большого |А|, аг§А = О имеем |5‘д|,։дл <

3^£|А;|/*՜1, (|.$1)’|։.р, < Зьие|А|։/>”։. Подставляя в 
Н1К4

достаточно лыиих |А| находим

(2.3) и используя (2.2), для

|Ка(։. г) - Г'(0)|։ Лх < (127 и)’ е’ (֊)

\®о /

Просуммировав по всем кубам <2\ и испольауя А11'1 = |<2' , получаем

)-г'(0) ’<Ь<(127։у)’е’ «о՜1“1
(2.8)

И меем

Г>(0)= |А|1'‘1/‘-1(2ж)-" / (/>(^.<)-г՛')՜՛ 4{ = |А||'‘|/‘-1р»(1').
•/Е.

Поэтому из (2.8) выводим, что

։-1м1/* - р«։^) Ах-^се1. (2.9)

Пусть р«(г) функция, определенная на По такая, что р$(х) = р»(т?), г £ фр

р«(т) = 0, г £ 9о \ Ц; О', = «о \ Е Используя (2.9) и неравенство Коши Шварца

получим

Д»(г) (1х
(210)

Применяя Теорему 1.6 получим, что € //*„(£} х Г}) и для достаточно больших

|А|, аг§А = 0 имеем

|А|'-^|/к

Следовательно, по неравенству Коши -IIIпарна имеем

|А|’-1я1/‘ < с |П0 \ Е||/։ .

Из (2.10), применяя неравенство треугольника, получаем

Пт &цр 
I*

Ар-ИМ ' Хд(х,х)(/г
По

<с|Яо|1/7£ + е|Яо\£(’/2 + |/2в(2:)|^.
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Очевидно ]Ерв(г)(1х является суммой Римана интеграла /гр9(х)4х, поэтому

Нт 
|л|—о

аир |А|։֊Ы/*

< с|П0|1^2 *Г 4-с|0о — 9'||/г + [ |рв(х)|<Ух.

такое, что А принадлежит (С*4՜ 1 ^(П))՛ и О(С*) С Я»кр(П),

то спектр оператора С дискретен и собственные значения оператора 

С имеют конечную кратность. Для А > 0 обозначим через Л/+(А) 

сумму всех неотрицательных собственных значений А; оператора С, 

удовлетворяющих условию Ау < А, а через ЛГ_(А) аналогичную сумму 

для отрицательных А;, А? > —А. Имеем

Ы±(Х) = с±Аим 4-о(а|'4|/*)

где с± = (2*)՜՞ /п1^*)*** и и±(х) = КС 0 < < 1}|.

Доказательство : Имеем, что (А — (7) 1 существует для всех невещественных

А и все невещественные е‘в являются направлениями минимального роста

0(6) С то (А - С)՜1 отображает

7-г(П) в //*р(П). Следовательно, по теореме Реллиха (см. [1]) оператор (А

- П'

I ак как О' С С и с>0 произвольны, то из последнего неравенства следует

11ГП вир 
1*1 — ®
• Гц

<С|Яо֊ПТУ2<с|9о֊<М։'2.

Гак как (Ар |р|/*/По К>(т,т)с/т не зависит от 6, а /п, р9{х)(1х нс зависит от А. то 

оба предела Нт 1*1-~ |А|։ -1*1/* К\(х, г) (1х и Нгтц_о /п. Рв(х) <1х су шествуют и

равны друг другу. Теорема 2.1 доказана.

Теорема 2.2. Пусть А(х, О) = Е(а я)<к ао(т) £) полу эллиптически и

оператор в П с ограниченными коэффициентами. 1) Если старшие 

коэффициенты оператора Л(т, £>) непрерывны, а А симметричен на 

Со°(П) в том смысле, что Л(<р, Ф)о,п = (^, ЛФ)о,п для всех С®(0); 

2) если существует неограниченный самосопряженный оператор С на 

1.2(0), удовлетворяющий условию Со°(0) С £?(С7) С /7*м(0) и Си = Аи 

для и 6 £)(С7); 3) для к < 2 [|я!/2] 4՜ 1 существует нечетное число

2
2

к

при А —» оо,

резольвенты оператора С> Гак как
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С)” компактен. Отсюда следует, что спектр оператора (А — С)՜’ состоит 

только из собственных значений конечной кратности, а единственной возможной 

предельной точкой является точка 0, которая тоже входит в спектр оператора 

(А — С)՜’. Следовательно, спектр самого оператора С дискретен и собственные 

значения имеют конечную кратность. Следовательно, первое утверждение Теоре­

мы доказано. Для доказательства второго утверждения нам понадобится Теорема 

2.1. Не умаляя общности, можно предположить, что точка 0 не принадлежит 

спектру оператора С. Следовательно, Т = С՜1 является ограниченным линей­

ным самосопряженным оператором на £з(П). Так как (А — С)՜1 = —7д, то 

каждому невещественному е* соответствует направление минимального роста

оператора 7\- Рассмотрим случай к < 2 — + 1. По условию существует

нечетное целое Ь такое, что Ьк > 2 — 4֊ 1. Положим Ть = (С4)՜1. Легко видеть,
2

что А։ существует и его коэффициенты непрерывны и ограничены в 0. Главной

частью оператора Л4 является оператор (А4)'(л:,4) = (А'(*,£))6- Следовательно,

’ семиэлл ипз ический оператор порядка Ьк. Так как Я(Г4) С Я*4^(0) и Ьк > 
’1яГ

1, то Т‘ является самосопряженным оператором. Осталось проверить
2

условия 1 и 2 Теоремы 2.1. Отметим, что в случае к > 2 — 4-1 мы берем 6 = 1.
X » <

Для каждого / 6 Га(9) имеем

(2И)

Гус^ь теперь Оо — О. Обозначим через Р главную часть оператора А4, т.е. 

А4 = /■'4- В, где В оператор порядка меньше чем Ьк с ограниченными 

коэффициентами. Из (2.11) получаем

Пет»/ - /Пол < ||вт7||о.п < С||т7||։։.,.п. (2 12)

Для фиксированною г° € П и произвольного € > 0 обозначим через 1/(т°) 

окрестность точки г° такую, что |аа(х)-ал(х°)| < г для всех х € (/(х°), где ао(х) 

суть коэффициенты оператора Р. Обозначая через Ро оператор с коэффициентами 

ао;'л), из '2.12) находим

||РоТ7 - /Пол < ||(Яо - /,)27||ол + С||Т7||»»-։л <

<7С||7Ч1|.» ||/||о.п + С||77||»-,.п,
(213)

где 7 постоянная, зависящая оз Грип Из (2.13) получаем первое неравенство 

в (2.1). Второе неравенство в (2.1) выводится аналогично. Следоватольно, 



Задача о собственных значениях ... 55

проверили условие 2 Теоремы 2.1. Далее, если е'в вещественно, то оно является

направлением минимального роста резольвенты самосопряженного оператора G 

Следовательно, для всех u € D(G) и arg Л = 0 имеем ||u||o,n < ||(G-A) u||o,n-

В частности, так как D(G) С Cq°(Q), то для каждого Е Cq°(Q) находим

Н^Но.П < ^Н(С-А)Л.п.
И1

Отсюда следует, что Л'(г,»£) — е*в ± 0. Следовательно, (А'(г, ^))* — е’* /0 для 

£ Е Ш.. Так как А'(х, »£) вещественно для всех £ Е 1П, то условие 1 Теоремы 2.1 

также выполнено. Таким образом, имеем

I KA(z,z)dz = c|A|l*4|/<w)-‘+o
По

(2.14)

где Кх(х,х) — ядро оператора (Т*)А, а с постоянная из Теоремы 2.1.

Так как характеристическими значениями оператора Ть являются {А;}, где {Aj) 

- собственные значения оператора G, то из Теоремы 1.6 и (2.14) для arg А = 0 и 

невещественного е'в получаем

( КЛ(х,х)^ = У-гЦ = е|А|1‘-1«‘‘>-1 + о(|Лр'1«“Ь՛), |А| —* оо. (2.15)
По j AJ “ А

Для 9 = А = it, t > 0 имеем

= c|t|W/(‘*)-» + o

По Теореме 2.1, имеем с = р(х) dx, где

di
рМ = (2>г)-" (2.16)

Пусть q = |д|/* ; 0 < q < Ь. Если с։ и с2, соотвезттвенно, вещественная и мнимая

части с, то из (215) получаем

^а»Ь=с’"/‘"+0(‘’/,'1)(217)

Последнее соотношение можно переписать в виде

Л* dN (А'/<2։)) 

о А + t
= С2р/(2‘)-> (2.18)

гдеЛ7(А)=ЛМА) + /У_(А).
/
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Используя георему Харли-Литтлвуда (см. [1]) получим

лг(А'/”) =с’ + °(А1,(’‘))- ' (2 ■։»)

Подставляя в (2.19) д = А1^2*) получим 

= (2.20)
т<7

Рассмотрим величины #+(А) и ЛС(А). Так как, по предположению, 6 нечетно, 

то знаки А) и А* совпадают. Следовательно

(2.21)

- 2 у у^—֊ МДА1'*’»)) = с,

Пусть Л'(А) = /{."* ^/тс/Л^г1^2*)). Икгегрируя по частям и используя (2.19) 

находим

,У(А) = УД Л'(А՛^24)) - 1 [ т՜* 
2 Уо

'аЛГ(А1'<”>)Л- =

= 2Ьс2 *;п(*?/(26)) д«/(2*)+։/2 _ 1 Л г-։/2-Н/(24)</г + 

»9 2 Уо

Л,/(а>Н,7а |оГд^1/а
д/(26)-Ь)/2

8т(%д/(26)) 
с2-----------------

Следовательно, имеет место результат, обратный теореме Харди-Литтлвуда :

= с2 1ап(гЧ/(26))<’^՜ + о .

Отсюда следует, что

= (с, 1ап(ж7/(26)) - с,) Г«/*-1 + о .

Пусть теперь
ДГ_(А) = / \/г

Уо
(2.22)

Из предыдущей асимптотической формулы получаем

~^.(А) = [с, ип(ж,/(2Ь) - с,] <•««)->/»+ 0 ((«/<>•>-•/>).
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Вновь используя теорему Харли-Литтлвуда получаем

/У-(А) = [с2 »»п(7г<7/(26)) ֊ с։ 005(^9/(26))]
Д</(24)+1/3

х(я9/(2Ь)+ 1/2)

Следовательно

(А*/2) = сопбЬ 4- / т~ *'2 ЛЛ'-(т) = 
7о

= (с2 &»п(жд/(2г>)) - с, со5(%9/(26))] ---- ------ + о ^А’/(2к^ .

Подставляя А вместо А26 находим

7У֊(А) = ֊ [с2 51п(хд/(26)) - с, со5(я-?/(26))] — 4֊ о(А’).
2 г д

Рассуждая аналогично, получаем

^+(А) = | (с2 5т(х9/(26)) 4֊ с։ соз(жд/(26))] — + о(А’). 
I х д

Следовательно, для завершения доказательства теоремы, нам надо вычислить 

постоянную с = с, 4- ։с2. Так как Д'(г,1^) £ 1Н для ( 6 1И. полагая р({) = 

(Д'(т, ։£))* из (2-16) получаем

г2И"^- / * ֊ [ «( 1 ( )֊ Л.р«)-| Л. Р2(е) + 1 " А. ₽’«) + ։

Для 0 < I < оо положим < 1 >. Обозначим через

и(£я) = |1Л(4М )| меру Лебега множества Р(£м) Из ц -од пород ноет и Д’ следует, что

и(£я) = 1). Следовательно

(2зг)п1тр(г)- / —_(/и(Г)_ ’ь(1) + ! ^ ֊ 6 ай1(м/(26) ՛

(2 23)

Рассмотрим следующие два случая :

]) к - четно. В этом случае р(£) является нечетной функцией и поэтому 

Дс(р(^)) = 0. Мы также имеем ь( 1) = |{<: |р(()| < 1}| = 2ич(г) = 2^-(х)- 

силу (2.23) получаем

р(х) = »1тр(г) = |(2х) г‘2и>±(х)

Так как с = р(т) (1х, то

с, 4֊ । с2 = «(2х) п *4 /
Ь 51п(х <у/(26)) ]п

Ь 51п(х 9/(2^))

*<1
Ь 51п(т9/(26))
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Таким образом, q = 0 и sin(?r q/(2b)) с2 = -т-с±. Следовательно, =
b

с± А» -|- о(А9). Для нечетного к Теорема доказана.

2) Пусть г четно. В этом случае р(£) является четной функцией. Из полуэллип­

тичности оператора А следует, что г = ы£пр(£) нс меняется. Поэтому

"Z ^'‘-‘гт111 .„(.'.да)-
Имеем и(1) = u>x(z). u»_z(x) = |{С — 1 < z А\т, i£) < 0} | = 0. Следовательно 

26 cos(xg/(26)) 26 sin(r g/(26))

Отсюда следует, что cos(% g/(26)) с։

Следовательно У-(А) = —-

2^с« и sin(irg/(26))c2 = — с,.

1-(А) = —— с, А9 + о(А’). Наконец,

имеем jV-(A) = с_ А9 + о(А’) и V+(A) = с+ А9 + о(А9). Теорема 2.2 доказана.

ABSTRACT. The paper investigates the asymptotic behavior of eigenval­
ues of selfadjoint semielliptic differential operators of the form A(x, D) = 

defined on nonisotropic Sobolev space /7*^(0), where (2 '
is a bounded domain in JRn. Conditions under which the spectrum of A is 
discrete and its eigenvalues are of finite multiplicities are given together 
w ith the asymptotic relation JV(A) = cA|p|/* 4-o (A|p|/*), A —• oo, where JV(A) is 
the number of eigenvalues Ay satisfying |A; | < A, and c is a positive constant 
depending on A and fi. •
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