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В работе рассматриваются мультипликативные операторы с 
символами а(|£|) |<|“®е*'г l<1, (п — 1)/2 < Re а < л, 7 > 0, действующие на 
функциях <р Е Lp(IRn). Для 1 < р < n/Re а они часто реализуются в виде 
операторов типа потенциала со степенными или логарифмическими 
особенностями ядер на сфере. Строится обращение укатанных опера­
торов на функциях из Lp в эллиптическом (inf |o(t)| > 0), кваэиэллип- 
тическом (a(t) / 0, t > 0) ив общем неэллиптическом (mes{t > 0: a(t) = 
0} = 0) случаях. В первых двух случаях приводится также описание 
образов A“7(Lp).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Задача обращения операторов типа потенциала

/М*) = у—0<Rear<n (1)

с гладкими характеристиками 0(г) в настоящее время представляет значитель­

ный интерес. Первые работы в этом направлении принадлежат С. Г. Сапко, 

построившему обращение и получившему описание потенциалов Висса с L?

плотностями (см. [1], [2]), а также обобщенных потенциалов Рисса с однородными 

характеристиками (см. [3]). Эти и дальнейшие исследования по обращению 

операторов вида (1) отражены в обзорной статье (4].

Естественным развитием указанной тематики является рашение операторов

типа потенциала с особенностями ядер, “размазанными по подмножествам 

из Пи‘. Такие потенциалы находят приложение в теории дробных степеней 

дифференциальных операторов, в частности, классических операторов мз.е 

магической физики, волновых операторов, операторов Клейна-1 ордена Фока и 

Данное исследование финансировано Русским Фондом фундаментальнее веслс- 
<?ований (грант .V* 96-01-00098а)
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Шредингера, геле граф но го оператора (см. [4] — [8)), а также г ипоэллиптических 

операторов второго порядка с постоянными коэффициентами (см. [9]).

В настоящей статье в рамках Ер-пространств методом аппроксимативных 

обратных операторов строится обращение мультипликативных операторов А® 7 

с символами

™.л(1С1) = “(kl) КГ" ехр {<7 Kl), 7>0. ^<Re»<n, (2)

□(։) е a”*(1rL) = {- е |u<‘)(t)| < cr‘, О < k < m}.

Эти операторы представимы в виде операторов типа потенциала со степенными 

или логарифмическими особенностями ядер на сфере |г| = 7 при
п — 1

2
Reo < —-—. Как будет доказано ниже, при достаточно гладких а(|£|) операторы

А®^ не имеют особенности в начале координат (т.е. они непрерывны в нуле).

Интересно, что потенциалы, определенные по (1) с радиальными характеристи­

ками 9(х) = 0(г|), являются предельными операторами (при 7 —• 0) операторов 

в классе операторов {А®7Ко­

операторы Л®7, действующие на функциях € Ер, реализуются в виде свертки :

А“,<р(х)= / ^о.-г(Ы)р(х - у)</у, ^֊֊ < Ис о < п, 1<Р<п7՜. (3)
2 Не а

где

П.л( г|) = (2т)֊»'։|т Г |х|-') exp (i 7 t kl՜1)/->(<) Л, (4) 
Jo

П + 1 п — 1 n + 1при —-— < Кса < п, а при —-— < Кеа < ------  понимается аналитическое
2 * * _ *

продолжение (относительно а) правой части равенства (4) в полосу ——— < 

Rea < п (см. Теорему 3).

Для '‘достаточно хороших’ функций операторы, определенные по (3), имеют 

представление
*£>(€) = m.,-,(id)«e), (5)

где me 7(IÇ|) определена по (2).

В рамках пространств Lp строится обращение для операторов А® у в эллипти­

ческом (inf 'a(t)| > 0), квазиэллиптическом (a(t) 0, t > 0), а также в обшем

неэллиптическом (mes{t > 0: a(t) = 0} = 0) случаях. В квазиэллиптическом 

случае мы предполагаем, что в нуле и на бесконечности а(|С) может иметь 
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нуль лаже экспоненциального порядка, т.е. |а(К|)Г։ exp(-q £| - 0/|{|) < с для 
некоторых г), 0 > 0.

В эллин 1 ическом и квазиэллиптическом случаях обратный к Л® 7 оператор имеет 
вид

В“7/(։) = |йпВ;7,,/(х). Jim / <։(|р|Мх - (6)
- J JR"

где

‘«(1*0 = (*-'<.) (И). <.(1£1)= ^֊֊ «р{-։1£1։-«^-<7|£|}

т
Выше 6 = 0 а эллиптическом случае, 4 = 1 в квазиэллиптическом случае, и 

г՜՜/(г) есть обратное преобразование Фурье. Мы докажем следующие зесремы.
п — 1

2
Теорема 1. Пусть

а(4) ф 0 для t > 0 и

Reo < л, 1 < р < ——, a(l) G Am(IR;), 
Reû

|a(t)|՜1 exp(—r]t — 0/t) < c, rç, 9 > 0. Тогда

•f € Lp.

где - оператор определенный по (6). Предел в (6) понимается по 
п п

норме L. для 1 < р < —---- или почти всюду при . < р < —---- .F Rea Rea
В неэллиптическом случае обратный оператор Л®7 строится в виде

(Ь,) (t,) (L,) {<.,) .
Тв°л/(г) = «.</(*) = .lima / У1)Лг “ »)<**> (8>

С ■—<0 •-*!» < —• * в -*□ у JR"

где

я^'(|£|) = <ÎCÎ) К “ ехр (֊>71{| КГ) (|o(i£|)ls + H)՜1.
(9)

n — 1 [ n \
Теорема 2. Пусть —-— < Rea < n, 1 < p < min ^2, J« Предполо- 

жим, что a(t) 6 Am(IRi), m > - , mes {I > 0: a(£) = 0} = 0. Тогда * л

e L»>’

где - оператор, определенный по (8). Предел в (8) можно понимать 

как по норме Ър. так и как предел почти всюду.

Отметим, что ранее задача обращения операторов с символами вида (2) рассмаз 

ривалась лишь в двух частных случаях : когда о(£|) = 1 в [15] и когда а(|{|) 

полипом в [10].
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52. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
01*1

\1ы будем использовать следующие обозначения : Dkf(x) — —г----- —т-/(г),
az'1 ...,5гп

где t = (Д?1» tn) есть мультииндекс, |t| = k\ + ... + tn- его длина ; < /,ы >= 

/пг՞ 7(«) “'(*)<** 5 *7(0 = /«) = Jir- е‘*( f(x)dx ~ преообразование Фурье 

функции /(z); F“l/(z) = (2r)՜՞ Jjr-, e"‘r€/(€) ^ “ обратное преобразование 
Фурье; Wr(z,c) = (4«е)“п/2 exp {-|z|2/(4£)) ֊ ядро Гаусса- Всйерштрасса ;

lV’,^(z) = Jjr« И’(г - у, с) <р(у) dy, S = S(IRn) - класс Л. Шварца быстро 

убывающих гладких функций; Lp = Lp(lR.n); TZo = 7£o(IRa) = {/(€): /(£) = 

3(С). «г 6 Li) ~ винеровское кольцо функций ; М£ - класс р-мультипликаторов; 

Ф. = Фо(К՞) = KW € S: ОК(О) = 0, |*| = 0,1,2,...}. Фо = Фо(Лг’) = Ы») 6 

S: Й4) 6 *о).
Обозначим через функцию Бесселя первого рода. Для достаточно больших 

значений |z| и | arg z| < т имеет место следующее асимптотическое разложение 

(см. [11], формула 8.451, стр. 975) :

cos(z — <г v/2 — т/4) (—1)*Г(и + 2t + 1/2) 
(2t)! Г(и - 2t + 1/2)

O(|z|՜2՞*)) - sin(z - к ujl. - -/4) х (10)

х
fv՝1 (֊l)*r(i/ + 2t+ 3/2)

(2t + 1)! Г(։/— 2t — 1/2) (2z)-2*-1 + o(>r3m-1)

Функция Jv(z) допускает следующее интегральное представление (см [11], 

формула 8.411.10) :

л^ = г(,/[/2Тг(1/2)/-1,(1-<,),,'1/а?,,д- ^>֊^-

Из (10) и (11) легко следуют необходимые в дальнейшем оценки

UK 1, Не и > -1/2 (12)

|4(»)IScUrl'J, Ul > 1. (13)

Нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 1. [12]. Пусть функция /(г, г) аналитична по 1 в некоторой 

области Р С С при почти всех х Е П, где П - измеримое множество 

в 1ГГ- и имеет суммируемую мажоранту : \/{х, т)| < Е(х) € Е}(П). Тогда 
/п /(х.г)Лх аналитичен в V.
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Лемма 2. [13]. а) Пусть / Е Сл'(1Вп), .V > [п/2] и существуют постоянные 

с, 6 > 0 такие, что |Р‘/(х)| < с|г|~4-Ш, х Е ПГ, 0 < |*| < АГ. Тогда / £ Яо. 

Ь) Пусть / Е С*(ПГ \ {О}), Л' > [п/2] имеет компактный носитель 

и существуют такие постоянные с, 6 > 0, что /)*/(г)| < с|х|<՜*1.

z € ИГ \ {О}, 0 < |*| < У. Тогда f £ Ко.

§3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ .4“, 

С СИМВОЛАМИ та7(|<|)

1. Постановление ядра 0еэ>«г(|ж|) оператора А®7 по его символу тал(|(|). 

Начнем с представления

Переходя к полярным координата*։ и используя формулу Бохнера (см. [14]. стр.

358) для ” — < Не о < п получаем (4). Тогда из (12) и (13) следует, что 
*•

интеграл в (4) абсолютно сходится. Из указанных выше опенок и Леммы ’.

следует аналитичность (по о) функции QOi1(|z|) в полосе —-— < Rea < п

Теорема 3. Для a(t) £ A (IR^) интеграл Qo>7(|r|) абсолютно сходится 
я +1ПрИ ------  < Rea < п и допускает аналитическое продолжение в полосу

2
П ■֊ < Rea < п (|z| ф 7). Это аналитическое продолжение имеет

следующий вид :

Q<UM) = Qi,7(|z|) + Q3aл(|z|) + QUlzI) + П1Л( *»• (14)

где

Qii7(|z|) = ^^n-o~ J " Г/а-° exp(i7t/|zi)a(t/|z

2-(n-i)/2T-(n+i)/։
nUI«l)=--------------------------------

t(n-i)/2-a exp(i7i/!z|)a(t/|z|) (,a(t) cos

(n - l)(n - 3)
8

di.sin
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с ^(t) = O(t а) и Ф(<) = 0(t 3) при I — ос.

Доказательство : Для построения аналитического продолжения интеграла

Q, -,( (при |т ф 7) перепишем его в виде

n/2-o

(15)

Из (12) и Леммы I следует, что для —-— < Rea < п интегралы Q* (|г|) и 

Г2а л(|г ) абсолютно сходятся и аналитичны (по а) в полосе - < Rea < п.

Далее, из (10) для 7ОЛ( z|) имеем

где
2-(п-։)/2ж-(л + 1)/2

- (16)

п — 1
dt,

Интегрируя по частям и делая замену переменной t 

получаем
= у для и>оЛ(|т|)

(17)

Поскольку a(t) Е Al(IR_), то интеграл л(|х|) абсолютно сходится для —-— < 

Rea < п, и следовательно, по Лемме 1 является аналитической (по а) в этой 
области. Аналитичность неинтегрального члена Q3 7(|*|) для П ? * < R.e а < п 

очевидна. Таким образом, из (15) — (17) для функции 9„л(|г ) определенной по 
(4), следует аналитическое продолжение в полосу П- < Re а < n (|z| / 7), 

имеющее вид (14). Теорема 3 доказана. ■,
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2. Свойства ядра Пал(|ж|). Нам понадобится следующее вспомогательное
утверждение.

Лемма 3. Пусть т = 1,2,[п/2՜ + тах (п — 1)/2, п — т < Яео < п.
а(0 Е Ат(Ш.^). Тогда при |х| < 7/2 функция ИО7(|х;) представима в

виде

где

(18)

[‘""“'‘-О)]. * = о,1.....  (19)

Доказательство : Докажем вначале (18) для

абсолютной сходимости интеграла (4) для —-—

------  < Не а < а. Из 
2

< Не о < п имеем

(11) и

я..,(1*1) =

X ^)(п-3)/2е.«И’» = (20)

Пт П*(|х ), .V — эо

где
Я«Л(|Х|)= /'(1-Ч’)("-”/։<1ч / г—։а(։)։“<’+|г|’1Л.

7-1 «/о

Для интеграла

<,(1*1,'!) = / ‘п-°-'а(1)е“”+|'"’1Л
интегрирование по частям дает

сК(-г4-|г|9)4п-а-1а(^

с1<(т+кИ) Ж

1



64 13. А. Ногин. A. H. Карапетяиц

Подставляя полученное выражение в (20) и переходя к пределу при N —» оо, из

теоремы Лебега о мажорантной сходимости получаем

Я«л(Ы)
21-ПД.-П/3

г (^) Г(1/2)
п2)(п-3)/2 r‘-Q-la(Z)e’<(‘’+ixl’’)<ft֊

1
»(? + Н»7)

1
»(7 + |®|п)

в*«(-г+1жИ) dt drj.

(21)

Интегрируя по частям т- 1 раз и учитывая (19), получим (18). Таким образом, 
при П -- < Не а < п равенство (18) доказано.

Заметим, что функции (7+ |z| г/)՜* е“ С'т-М*1 п: непрерывны и ограничены (|z| < 

7/2). функции р*(аЛ) аналитичны при а Е С и |<Лп((М)| < cp-R'0-™-11 где с 

не зависит от о, |Rea| < М, |1та| < Л/, М > 0. Следовательно, согласно Лемме 

1, выражение в правой части (18) является аналитической функцией в полосе

п — т < Reo < п. Отсюда, в силу аналитичности функции 
п — 1 „ ( п ——-— < Reo < п получаем равенство (18) для max [ —— 

2 \ *
Лемма 3 доказана.

Яол(|х|) ( *| / 7), при 
1 \ „-,n — m < Кеог < п.

Докажем теперь основной результат этого пункта. В следующей теореме прнве- 

дены оценки для функции Qa,,(|г|).

Теорема 4. Для a(t) Е .V(IR^) функция Qo>7(|z|) непрерывна в 1ЛП \ {О)
п +если —-

2
< Rea < п и в IRn \ {{0}|J{z: г| = 7}}, если —

. Справедливы следующие оценки :

(п-41)/2-Не а
при 2

при Re a =

при 2
(22)

где константа с может быть выбрана нс зависящей от а в некоторой 

окрестности каждой точки а. Для a(t) Е ЛП*(П1^) и т > п-Reer функция 

Ог»,-»(|х|) непрерывна в нуле.

Доказательство : Непрерывность следует из (4), (14) и (18). Для доказательст­
ва (22) вначале предположим, что - * * < Rea < п. Из (4), (12) и (13) имеем

|По.-,(1*1)1 < —Rea—I dl _|_ f(n-l)/2-Rea I < с|т|НжО-Л.
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Пусть теперь ֊) < Rea < —-—. Из (12), (13) и (14) получаем

Re a — n

(n+l)/3-Rea .
П — 1 

ДЛЯ —֊—

для Rea =

Легко показать, что |ПаЛ(|։|)| < с|г| Reo-n

(n + 1 )/2-Re a

(23)

Гак как a(t) Е Л^Ш.^), для П^л(|х|) получим ту же оценку как в (23). Собирая
приведенные выше оценки, получаем (22). Теорема 4 доказана.

Замечание 1. Оценки, приведенные в Теореме 4, являются точными, так как

для a(|f|) = 1 имеют место следующие асимптотические соотношения (см [15]) :

(у _ |г;)«-<"+1)/։

1п(|7-|*Н)

для < Re a < a / ,
n + 1

для a = -у-.
Я.,-,(|х|)

и

Можно показать, что эти асимптотические соотношения справедливы и для 

функций а(К ) таких, что a(t) принадлежит классу Crn ’*(IR +) гельдеровских 

функций, стабилизирующихся на бесконечности степенным образом (см. '16J и 

а(оо) 0.

3. Символ mQ 7(|f |). В этом пункте мы покажем, что оператор свертки с ядром 

Qq.7(|z|) действительно имеет своим символом функцию тал(|х ). Докажем 

вначале формулу для преобразования Фурье потенциала

Лемма 4. Пусть П----- < Rea < n, a(i) 6 Л:(ПЦ), у? 6 Тогда
Л*

справедливо равенство

IR ”/J (R
(24)

Доказательство : Докажем вначале равенство (24) для

Имеем

[ m.,7(|f|) (?«) hm / твл(|<|)е

lim /
1 —J ГН”

' та,7
ICK*
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Переходя во внутреннем интеграле к сферическим координатам и применяя 

формулу Бохнера (см. [14], стр. 358), получаем

т.,т(!41}Яе)е-*'<« =

dy J" е ’' “<*) ֊ »1О <“
(25)

Из (12) и (13) следует

lj։r(n-2)/2
I " I в(<Цп-2)/2(1х10^ < с|х| Reo-n

Так как по теореме Лебега о мажорантной сходимости можно перейти к пределу 
п 4- 1

под знаком интеграла в (25), то получаем (24) для —-— < Rea < п. Для

доказательства (24) при —-у— < Re a < п достаточно показать аналитичность
*" yj _ ।

по а обеих частей равенства (24) в полосе —-— < Rea < п. Аналитичность

правой части (24) следует из Леммы 1. Аналитичность левой части (24) следует 

из Леммы 1 и оценки (22). Лемма 4 доказана.

Замечание 2. Вычисляя предел в (24) при у —♦ 0, по теореме Лебега о 

мажорантной сходимости, получаем

Кт/ ֊«)</» = (Sr)՜՞ / V> £ Фо-
Jm.՝ KI“

е*гр\д показать, ч*го класс операторов с символами » а(։) Л°°(1К

на функциях Е Фо совпадает с классом операторов типа потенциала (1) 

с радиальными характеристиками 0(х) = 0(|ле|), 0(1) Е Л°°(1Я^). Поэтому, 

класс операторов (1) с радиальными характеристиками 0(х) = 0(|х|) является 

предельным при у — Ов классе операторов {А® }->>о-

Следующее утверждение вытекает непосредственно из Леммы 2.

Лемма 5. Пусть д(1) Е Am(JR^), т > [п/2] и Е Фо- Тогда твл(|) £«) Е
Г1 ^1-

Из Лемм 4 и 5 следует
п — 1

Теорема 5. Пусть —-— < Rea < n, a(t) Е Am(JR}_) и тп > [п/2]. Тогда для
Р € Фо справедливо равенство (5).

4. Действие операторов А® 7 в Lp. Следующая теорема легко доказывается 
на основе оценок (22).
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Теорема 6. Пусть ֊֊ < Reo < n, 1 < р < ֊^— и a(l) £ AJ(IR;). 

Тогда для (? € Ц интеграл (3) абсолютно сходится и оператор 
отображает

т т • г Л — 1 И + 1 Л пр
Lp — Lp + L, для —— < Rea < ——, 1 < Р <   , з>-------- —,

2 2 Re a п — р Re a
тт п + 1 прЦ-* L, для —— < Rea < n, 1 <р< — , я =--------- ---- ,

2 Re a п — р Re a

Ь1 —* Ь1 + Ь« для —-— < Rea < п, в > ------ — .2 п - Re а
Если а(<) £ и т > л — Rea, то з > -----—-----, р 1.

п - р Re а
§4- ОБРАЩЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ А®^ В ПРОСТРАНСТВАХ

1. Эллиптический и квазиэллиптический случаи. Эллиптический сличай

характеризуется условием inf ia(t)| 0, а квазиэллиптический - a(Z) ф О,։>о
t > 0 и один или оба предела lima(t), Um a(t) равны нулю. В этом пункте !—»0 t —оо
строится обращение операторов А®л в пространствах Lp в предположении, что

a(t) удовлетворяет следующим условиям :

07ta(t)EAm(IR;),m>(n/2], |a(£)|՜* exp -qt - ֊} < с, rj,0>0. (26)

Примером функции, удовлетворяющей условиям (26) является функция a(f) = 

exp {— t — t՜1}. Следующие две леммы легко следуют из Леммы 2.

Лемма 6. Если a(t) удовлетворяет условиям (26). то функция Ь‘а ։(|х|)

из (7) принадлежит L;.

Обозначим
К.(1Я) = ехр{֊։|4Г’")-1, K(iei) = Ki(iei).
t(|։|) = (Г՜1 К )(|х|), Miei) = *(I<J/(”’)*D-

(27)

Лемма 7. Функция £(|х;) принадлежит L։ и

i.(iei)=клип. нм. = н*Ц|. 11*< И«» — с>/^- (28)

Для доказательства формулы обращения нам понадобится следующее вспомога­

тельное утверждение.
„ л — 1 „ , ,Лемма 8. Пусть —-— < Rea < л, Е Lp и 1 < р < 

£
удовлетворяет условию (26), то

------ . Если
Re a

□(()

(29)

где 6 = 0 в эллиптическом случае, 1 - в квазиэллиптическом. и Q, 

оператор с символом К<(^|).
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Доказательство : Для Е Фо равенство (29) проверяется переходом к образам

Фурье. Операторы в (29) ограничены и действуют из Ьр в Ьр , д > пР 
п - р Не а

Поскольку класс Фо плотен в Ьр для р > 1 (см. [3], §3), то (29) имеет место 

лля Е р > 1. Для <р Е Ь| равенство (29) доказывается вначале в смысле 

Фр-распределений, а далее так как две локально суммируемые функции из 5' 

совпадающие в смысле Ф'э могут отличаться лишь многочленом, то отсюда 

следует справедливость (29) для почти всех х Е П1п. Лемма 8 доказана.

Доказательство Теоремы 1 : В эллиптическом случае 6 = 0 и утверждение 

теоремы следует из (29). Для доказательства утверждения Теоремы 1 в квази- 

эллиптическом случае (6 = 1), заметим, что ](?, у?(г)| < ||£<||р* ||^| р -* 0. £ -♦ О, 

1 < р < эс следует из интерполяционного неравенства

ПЫ1,<«<1-1/’11*11! 11*11^՜'. 1<«<оо, « = ֊•

Следовательно, для почти всех т Е И1п имеем

и; - 0. с-О, р€Ь,, 1<Р<^ <3°)

Теперь докажем, что

IV, <2,^-0. е —0, угеЬр, 1<Р<Л- (3П
Не о

Для Е 5 используя равенство Парсеваля и интерполяционное неравенство, при 

£ —» 0 получаем

|;<2< < < не. »>||}-||<?. »>ц; < с ц?ц;- нмк п ^1, - о. (зг)
где д таково, что 2 < р < д и 1 < р < ос. Так как

||<?« ¥’Пя<с||^||1МР = с|К^€Ьр.

из (32) получаем ||С?, \г'|р — 0 при € — 0 для у? Е Ц и I < р < оо. Откуда следует 

(31). Остается заметить, что И֊\—» 0 при € —» 0 как по норме Ья при 1 < р < оо, 

так и почти всюду для 1 < р < ос. Теорема 1 доказана.

2. Описание образа в эллиптическом и квазиэллиптическом

случаях. В этом пункте приведено описание образа А“.,'Ьр) в терминах 

обратного к оператора. Пусть А' - одно из пространств, в которое согласно 

Теореме 6 ограниченно действует оператор А° у.
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Деорема 7. Пусть ■ ~ < Reo < п и a(t) удовлетворяет условию (26).

Предположим, что 1 < р < —---- в эллиптическом случае и 1 < р < —-—
Rea J Rea

в квазиэллиптическом случае. Тогда

где В՞оператор, определенный по (6), а предел понимается в 

смысле нормы пространства Ьр.

Доказательство : Вложение А®л(Ер) С {/ € X: Е ЬР) следует из

Теорем 1 и 6. Для доказательства обратного вложения предположим, что / Е X 

и В° у / Е Для ш ЕФо имеем

< л;., в*, /,«> = < в«, /. а»; « > « < к™ в»,/, <7 « > =

где и В%7 е суть операторы с символами гпо 7( £ |)> В*а ДК|) соответственно. 

Первое, третье и четвертое равенства в приведенной выше цепочке равенств 

обосновываются при помощи теоремы Фубини и очевидного соотношения

------------- (Е»)
<7" .Го ". " е Фо, 1 < <? < эс.

Наконец, из равенства < А®ЛД®7/,-/ > =< /,и > получаем f(z) — A°yy>(z),

= В°^ f Е LP. Теорема 7 доказана.
В эллиптическом случае (inf]a(t)| 0) возникает естественный вопрос о 

взаимосвязи образов операторов А“7 и А“л, где символ оператора А“л равен 

е<тИ1 |^|֊о.

Теорема 8. Пусть а(£) Е А"Г‘(1И;), т > [п/2] и тГ |а(«)| # 0- ТогДа 

<7(Ьр) = Л?л(ЬР), 1<р<^.

Доказательство : следует из включений а(|х|), д, 6 Мр-

3. Обращение операторов в неэллиптическом случае. Строя обраще­

ния операторов А“л мы используем идеи развитые в работе [16] при обращении 

операторов типа потенциала (1) в пеэллиптическом случае.

Будем считать, что а(С) удовлетворяет следующим условиям :

a(t)€ A-(IRi), ГД > [п/2], mes{t Е IR;: а(0 = 0) = 0. (33)

Из Леммы 2 следует
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Лемма 9. Если <։($) удовлетворяет (33), то функция /»д,47(|х|) в (9) 

принадлежит пространству Lp

Для доказательства формулы обращения будем пользоваться следующей леммой,

которая доказывается аналогично Лемме 8.
п — 1 

2
Лемма 10. Пусть < Re а < n, I < р < n

Rea
и р < 2. Если Rea < п/2

и a(t) удовлетворяет условию (33), то для 9? Е Lp имеем

(34)

где Т?у t определяется по (8) и Л/։ (, - оператор с символом

w.,.(|։|) = ։-*l(l’(|a(|il)P+i4)-1 € Л/’.

Теперь мы приступим к доказательству основного результата этой статьи.

Доказательство Теоремы 2 : С учетом (34) достаточно показать, что

Ь ||— О, 6 — 0. (35)

Применяя равенство Парсеваля и теорему Лебега о мажорантной сходимости, 

получаем

«2||Л/М^ = Ь2
ехр (~| к՛՛2)^/^) 

|a(!Cl)ls+'i«

2
exp

6 — 0.
i«(iei)r+<’

Применение указанной теоремы обосновано тем что
2

2

МК1)Г + *2
и6 L1

2

lim 6‘
4 — 0 Ь(К1)Г + «2 = о

для £ € Ш. * \ G IRn: <*(k|) = 0}. Следовательно, формула (35) и поэтому и
Теорема 2 доказаны.

ABSTRACT. The paper considers inultipiicator operators with sym­
bols a(|O 1^1 a e‘7:*‘, (n — l)/2 < Rea < n, 7 > 0 acting on functions 
V E Lp(IRn). For I < p < n/Re a they are often realized in the form 
of potential-type operators with kernels leaving exponential or logarith­
mic singularities on the sphere. Inversions of these operators on functions 
from Lp are constructed in the elliptic (inf |a(t)j > 0), qiiasi-elliptic (a(t) / 0, 
t > 0) and general nonelliptic (mesft > 0: a(t) = 0} = 0) cases. For the first 
two cases the images A“7(Lp) arc described.
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