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Пусть А’(<), < = 0, ±1,... — стационарная в широком смысле случайная 
последовательность со спектральной плотностью /(А), А Е (—тг, тг]. 
Пусть - среднеквадратическая ошибка прогноза величины Х(0) 
линейными формами по переменным Х(-Т), 1), и а2 = (т2ж. В
работе изучается скорость убывания к нулю величины 6т = ат ~ 
при ' — х в зависимости от свойств спектральной плотности /(А). 
Доказано, что для 0<у<1/2иТ — ос оценки = 0(Т՜7) или 6Т - 
с(7 имеют место для достаточно широких классов спектральных 
плотностей при некоторых ограничениях на типы их нулей. Статья 
содержит также результаты, характеризующие асимптотическое по
ведение теплицепых определителей £)п(/) порожденных функцией /(А).

$1. Введение

Пусть Х(4), I Е 22 — {0,±1,...} — стационарная в широком смысле случайная 

последовательность со спектральной плотностью (с.п.) /(А), удовлетворяющей 
условиям

О < /(А) Е Ь1[֊7г, г], /(А + 2тг) = /(А),

1о£ /(А)</А (О

Обозначим через срелнеквадратическую ошибку линейного прогноза случай

ной величины А(0) по случайным величинам А'(-Т),..., Х(-1) :

где ||Х||2 = Е|Х|2. Пусть а2 2
= сгж — ошибка линейного прогноза по всему

прошлому. Известно (см., например, [13], [17]), что из условия (1) следует

2 = ехр (2)



Асимптотическое поведение ошибки прогноза ... 19

Полагая

йт = сг| - <т2, (3)

имеем 6т > 0 и 67 —• 0 при Т —• оо. В статье исследуется скорость убывания к 

нулю величины бу при Т —• оо, зависящей от свойств с. п. /(А).

Задача об опенке <$т для различных классов спектральных плотностей рассмат

ривалась многими авторами. Статьи Г. Бакстера [2], Я. Геронимуса [7], У. 

Гренандера и Г. Сеге [13], У. Гренандера и М. Розенблатта [14] и другие содержат 

достаточные условия в терминах с. п. /(А) для выполнения соотношения

6т = О(Т-1), 7>0, Г—оо. ‘ (4)

Необходимое и достаточное условие для (4) в случае 7 = 2(г 4- а), г Е ВЧ'О = 

ЕЧ и {0}, 0 < а < 1, г + а > 1/2 получено И. А. Ибрагимовым в [17] : с. 

п. /(А) должна почти всюду совпадать с непрерывной положительной 

функцией, принадлежащей классу Никольского //2(7) (определение //2(7) 

дано в §2).

Из теоремы Ибрагимова следует что для "больших” значений 7 (7 > 1), с. 

п. /(А) необходимо отделена от нуля. С другой стороны, в той же работе [17] 

показано также, что если /(А) имеет нули или неограничена, то 6т убывает к 

нулю медленнее (по порядку), чем для любого £ > 0. В работе 21] (см.

также [11]) при тех же условиях был доказан более сильный результат 6т — Т՜1. 

где ат ~ 6т означает, что ат/6т асимптотически (при Т —* ос) отделена от 0 и 

ос. Представляет интерес описать классы спек тральных плоскостей, для которых 

опенка (4) выполняется для 0 < 7 < 1/2.

Статьи Г. Бакстера [2], И. Хиршмана [15] и Б. Голинского [11] содержат 

достаточные условия в терминах с. п. /(А) для выполнения соотношения

6т = о(Т-1), 7>0. Т —• оо. (5)

Отметим, что во всех этих работах предполагается, что с. п. /(А) отделена и
_ ____ я* 

от нуля и от бесконечности. Для специального класса спектральных плотностей.

обладающих нулями типа Маккемхаупта, оценка (о) доказана в статье 8,.

В настоящей работе мы доказываем, что для 0 < 7 < 1/2 оценки (1) и (5) имеют 
место для достаточно широких классов спектральных плотностей, обладающих 

нулями типа Маккенхаупта или полиномиальными нулями. Некоторые резуль

таты этой статьи были анонсированы в [10].
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Статья имеет следующую структуру : в §2 исследуется асимптотическое пове

дение ошибки прогноза, в §3 изучается асимп тотическое поведение тсплицевых 

определителей, порожденных спектральной плотностью, в §4 приводятся доказа

тельства результатов, сформулированных в §2.

§2. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОШИБКИ ПРОГНОЗА

Начнем с некоторых обозначений и определений. Положим

Бое = Бэс([֊*,*]) = {*• : 1М|оо = е855ирДб[_1ГЛ]К(А)| < оо}.

Для функции х^'(А) Е ее Ьр-модуль непрерывности определяется равенством

5) = вир ||^(. + *) - 0(•)!1Р, > 0.
ПК*

Обозначим через Пр(а;р), \^гр(7) и Нр(7) Ьр-класс Липшица, классы Соболева

и Никольского, соответственно. Напомним их определения (см., например, [24]) :

Определение 1. 1) Функция ^(А) Е Ьр принадлежит классу 11р(а;р) для 

0<о<1ир>1, если £) = о(6°) при 6 —• 0.

2) Функция т/;(А) € принадлежит классу \¥р(7) для 7>0и1<р<ос, 

если 0(А)с/А = 0 и й>(А) имеет производную порядка 7 в смысле Вейля такую, 

что 0^(А) Е Бр.

3) Пусть 0< о < 1, г еМ0, 7 = г + о и 1 < р < ос, где Г4С - множество 

неотрицательных целых чисел. Функция <у(А) Е Ър принадлежит классу Нр(7), 

если ^’(А) имеет г-ую производную ^Г\А) Е Ьр и

||«(г>(-+ Л) - < С|ЛГ,

где С - положительная постоянная.

Определение 2. Будем говорить, что 2тг-периодическая неотрицательная функ

ция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (или имеет нули типа Макен- 

хаупта), если (см. [16]) :

8ирГ7р / [ 77пах<ос> (6)

1 де супремум берется по всем интервалам 3 С [—1Т,1г] и |7[- длина интервала 7. 

Наконеп, класс 25г-периодичесхих неотрицательных функций, удовлетворяющих 

условию Маккенхаупта (6), будем обозначать через Л2.

В §4 мы докажем следующие теоремы.
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Теорема 1. Предположим, что с.п. /(А) удовлетворяет условиям 

a) /(A) € Л2 ;
b) log/(А) 6 Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2.

Тогда 6т = 0(Т~2а) при Т —* ос.

Теорема 2. Предположим, что с.п. /(А) удовлетворяет условиям 

а) /(А) € Л2 ;
b) log/(A) е Кр(о,2), 0 < а < 1/2.

Тогда 6т — о(Т~2а) при Т —* оо.

Теорема 3. Предположим, что с.п. /(А) удовлетворяет условию log/(А) Е

Wp(l/p), р > 2. Тогда 6т = 0(Т 2/₽) при Г — оо.

Теорема 4 относится к случаю

ДА) = (П
где <Эт(2) — многочлен степени тп и /1(А) Е Д2.

Теорема 4. Предположим, что с.п. /(А) имеет вид (7), где фт(г), 

(|С?т(0)| =1) — многочлен степени т с корнями на единичной окруж

ности |т| = 1. Тогда имеют место следующие утверждения :

а) Если Л(А) Е са/А2 и ^Л(А) Е Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2. то

6т=О(Т~3а) при Г—оо; (8}

Ь) Если /»(А) Е А-1 и 1о£ Л(А) Е Нр(а, 2), б < сг < 1/2, то

6т — о(Т~2а) при Т —» ос. (9)

с) Если Л(А) Е А¥я(1/р), р > 2, то

6т = 0(Т-3/»>) при Т —♦ оо. (10)

§3. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ТЕПЛИЦЕВЫХ

ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ
Пусть /(А) - весовая функция, т.е. /(А) - неотрицательная 2т-период и четкая 

функция класса Ь] = Ь1[-г,чг]. Обозначим через £М/) соответствующий 

теплипев определитель :

= det ||c*_j||44=5^r, n — 0,1, .... (И)
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где
к = 0, ±1,...

суть коэффициенты Фурье функции /(А).

В этом параграфе мы изучаем асимптотическое поведение Dn(f) при п —» оо. В 

1920 Г. Сеге доказал свою ’’слабую” теорему (см. [13], р. 89), утверждающую, 

что из условии log / Е Lj следует

где

lim = G(f),Л—»ОО (12)

С(/)= ехр (13)

- геометрическое среднее функции /(А). Заметим, что соотношение (12) можно

записать в виде

log Dn (/) - f log /(A) dX = o(n)
Zb

при П — ОС. (14)

В 1952 г. Сеге уточнил этот результат (см. [13], стр. 101) доказав, что для 

строго положительных функций /(А), производные /' которых удовлетворяют

условию Липшица с произвольным показателем а (0 < а < 1), имеет место

асимптотическое соотношение (при п —* оо)

log£>n(/) - —/ log/(A)dA = + о(1),
Z ТГ J —т * < = 1

(15)

где

log/(А)</А,

суть коэффициенты Фурье функции /(А).

Асимптотическое соотношение (15) рассматривали А. Девинати [5], И. Хиршман 

[15], Я. Л. Геронимус [7], И. А. Ибрагимов [18] и другие. Целью их исследований 

было доказательство (15) при менее ограничительных условиях чем условия Г. 

Сеге В частности, И. А. Ибрагимов доказал следующую теорему (см. [18], [20]).

Теорема 5 (И. А. Ибрагимов). Пусть /(A) £ Lj-x, тг] и log/(A) £ L։[-ir, г].

Тогда асимптотическое соотношение (15) имеет место, если

< ос. 
i=0

(16)
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Отмстим (см. [24]), что условие (16) эквивалентно следующему :

log ДА) 6 W2(l/2). (17)

Из теоремы Ибрагимова и формулы (15) получаем, что каждое из условий (16) 

и (17) достаточно для

lim 

и — ОС
log £>«(/)- 2тг

Замечание 1. Из результатов И. А. Ибрагимова [19] вытекает, что весовая 

функция /(А), удовлетворяющая (16) (следовательно и (17))', необходимо удов

летворяет (6).

В этом параграфе для заданного а (0 < а < 1) мы опишем классы функций, 

для которых в “слабой" теореме Г. Сеге остаточный член (при п —• оо) имеет 

порядок О(пв) или о(п°) , т.е.

logDn(Z) ֊ при п —• ос.

Теорема 6. Предположим, что весовая функция /(А) удовлетворяет 

условиям а) и Ь) Теоремы 1. Тогда при п —• оо

1о։ Д,(/) ֊ Г 1ов/(Л)<М = (18)
7-г

Теорема 7. Предположим, что весовая функция /(А) удовлетворяет

условиям а) и Ъ) Теоремы 1. Тогда при п —♦ ос

logD„(/)- (19)

Теорема 8. Предположим, что весовая функция /(А) такова, что 

l°g/(A) € Wp(l/p), р > 2. Тогда при п —» оо

logD„(/) - Г log/(A)dA = 0(n։-’")- (2°)

Теперь рассмотрим весовые функции /(А) вила (7). В нижеследуюшей теореме 

полагаем
Пп (f.h) = log D„ (/) ֊ У log Л(A) <М. (21) 
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Теорема 9. Если весовая функция /(А) имеет вид (7), где Qm(j), 

( Qm(0)| = 1) есть многочлен степени т с корнями на единичной 

окружности |х| = 1, то имеют место следующие утверждения :

а) Если Л(А) Е -4з и logh(A) € Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2, то

Hn(f, h) — 0(п1՜2**) при n —* оо. (22)

b) Если /»(А) ЕЛз и logA(A) € lip(o,2), 0 < а < 1/2, то

Яп(/, А) = o(n1-2°) при п —* ос. (23)

с) Если h(A) Е Wp(l/p), р > 2, то

К) = 0(п -2/’’) при п —• оо. (24)

Для доказательства Теорем 6-9 нам понадобятся некоторые вспомогательные 

результаты. Пусть И2* обозначает класс Харди в единичном круге, те., 7^2* - 

множество аналитических функций ^?(г) внутри единичного круга {х : |г1 < 1}, 

удовлетворяющих условию

sup

Заметим (см., например, [20], стр. 52-53), что класс ?/2+ можно отождествить 

с замкнутым подпространством пространства Ь2(—г, 1г]. Это подпространство, 

которое мы также будем обозначать через 7/2+, состоит из функций ;р(е,А) С 

Ь2(-1Г, г], для которых

e,kA dX = 0, * = 1,2........

Хорошо известно (см., например. [20], стр. 54), что условие log/ 6 L։(—г, ж] 

необходимо и достаточно для представления

/(А) — |р(/, в,А)|2 для почти всех А 6 [-т, ж), (25)

где $(/, г) — внешняя функция из класса Харди ?^2+. В частности можно взять 

функцию Сеге (см. [6], стр. 210) :

5(^) = 9(/,-г) = * * 1о8/(А)<Уа\ , я = е,А. (26)

Заметим, что функция д(г) отлична от нуля в единичном круге {г : г| < 1}, 

причем значение д(0) вещественно и положительно.
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Лемма 1. Имеют место следующие утверждения :

1) Если log/(A) 6 Нр(а), р > 2, О < а < 1, то

2
inf Q€Tn ;֊• при п —• ОС.= О(п֊’») 

2

2) Если log/(A) G lip(or, 2), 0 < or < 1, то

inf Q€T.

2
= о(тГ2а) при

2
п —• ОО, (2S)

где Тп — множество тригонометрических многочленов степени не 

выше п и д(г) = у(/;։) — функция Сеге, определенная формулой (26). 

Доказательство : Докажем утверждение 1). Известно (см. [24], Теорема 4), что 

если 21Г-периодическая функция /(А) принадлежит классу Нр(а), 2 < р < оо, то 

при г» — оо ее коэффициенты Фурье Д необходимо удовлетворяют условию

|*|>п

Следовательно, для р > 2 из предположения log /(A) € Нр(о) следует

СО

£ ы*

fc = n + 1

= 0(п֊”) при п — ОО, (2S)

где dk суть коэффициенты Фурье функции log /(А). Обозначим через Ejfh.h) 
наилучшее приближение функции А(А) Е Lj тригонометрическими многочленами 

степени не выше k. Учитывая равенство (см., например, [7])

ЭС

E$(n;log/) = 2 £ |d*|’.
к = л +• 1

из (29) получаем
Е^п;^/) = О(п"2®) при п —* ос. (30)

Из (30), используя неравенство (см. [26], стр. 344)

1 2
*г(1ов /; 1 /п) < С - £ Е:(*; 1о։ /).

п >=1

где и,'2(1о£1/п) — модуль непрерывности функции 1о£/(А) в пространс: ве Ь}, 

получаем
1/п) = О(п-2а) при п — оо.
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Принимая во внимание, что модули коэффициентов Фурье функций log/ и log/ 

попарно совпадают (log / обозначает функцию, гармонически сопряженную с 

функцией log/), получаем

wa(log/; 1/n) = w2(log/, 1/п).

Поэтому из (31) и (32) имеем

u/2(log/1 1/п) = О(п 2о) при п —» оо.

(32)

(33)

Далее, из (25) имеем д = exp{|(log/ — «log/)}. Следовательно

(34)

Из соотношений |eu - 1| < iu|e|u* и |^-։| = 1 получаем

ехр {-»log/(А)}

ехр log/(A + «)֊log/(A)

Следовательно, из (34) имеем

(35)

Используя (32), (33), (35) и неравенство (см. 26], стр. 338) £2(n;log/) <
Cuf2(lcgf: 1/п), получаем

при л —» оо.

Утверждение 1) доказано. Утверждение 2) можно доказать аналогичным обра

зом, используя характеризационную теорему класса Ир(а,2) (см. [1], стр. 222), 

согласно которой условие ^/(А) £ Пр(о,2) эквивалентно следующему :

Е ид’ k=n+l
= о(г»-3в) при п —» ОС,

где d* коэффициенты Фурье функции log /(А). Лемма 1 доказана.

Напомним понятие ортогональных многочленов на единичной окружности, свя

занных с весовой функцией (см. [6], [13]). Каждой неотрицательной 2г-перио- 

дической функции /(А) £ L|(— тг, г] соответствует система многочленов ^։n(z) — 

л = 0,1,..., которые ортогональны на единичной окружности |^| = 1 
относительно веса /(А) и однозначно определяются следующими условиями :
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(։) — кп(/)гп + ••• + /п(/) — многочлен степени п, в котором
коэффициент кп = кп(/) вещественен и положителен ;

(и) для произвольных неотрицательных целых кпд

У’(»)/(*)</а = 4։/ = Р’ для к = А
г — е .

для к ± ],

Отметим, что каждый многочлен ^п(т) явно выражается через коэффициенты 

Фурье функции /(А) (см. [13], стр. 54). Более того, коэффициент кп(/) при г” 

многочлена ^г.(г) выражается через теплицев определитель Оп(/)։ порожденный 

функцией /(А). Имеет место следующее равенство (см. [13], стр. 54) :

2 { Г\ — _ V I /Л\|2"(/)՜ ©.(/) _£Л‘ ° ’ п = 1,2....... (36)

Доказательство следующей леммы можно найти в [13], стр. 70 — 73.

Лемма 2. Пусть /(А) - неотрицательная. 2тг-периодическая функция из

Ь1[—т, т], и пусть 1ой/(А) 6 Ь|[-?г, 1г]. Тогда

п1™ МЛ = [с(/)1-л =

£^(г) = =2=.^, н

(37)

(38)

где д(/, я) и <7(/) — функция Сеге и геометрическое среднее функции 

/(А), определенные по (13) и (26) соответственно.

Лемма 3. Пусть — система ортогональных многочленов

относительно весовой функции /(А). Имеем
1) Если/(А) 6 Л2 и 1ов/(А) е НДо), р> 2, 0 < а < 1, то

□о
УУ |^(0)|2 = О(п՜2“) при п — ОО. (39)

4=п+1

2) Если/(А) е Л2 И 1од/(А) е Нр(а,2). 0 < а < 1, ТО

Е |^(о)12 
*=п + 1

при п — ОС. (40)

Для доказательства Леммы 3 мы нуждаемся в понятии минимально՛ угла 

между подпространствами гильбертова пространства.
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Определение 3. Минимальный угол и(Н{, Н?) £ [0,*/2] между подпространст

вами Я1 и И2 гильбертова пространства Н определяется равенством

/7Г 1Г \ И^Ьсо8и(Н;, Н?) = &ир 7,
1Н€/Л.^ен» 1Ы1 ' И

где (•, -) и || • || ֊ скалярное произведение и норма в пространстве И соответст

венно.

Обозначим через Ь2(/) весовое пространство 

Г / \ 1/2 1
ь>(/) = | *(А): 11*11/ = (/ |*(А)|’/(А) М) <°4-

Пусть //*(/), —оо < а < Ь < оо — подпространство пространства Ьа(У), 

порожденное функциями {е‘Л‘, а < I < 6}, т.е. Я*(/) = $р {е,А< : а < I < 6}у, где 

5р{ }/ обозначает замыкание в Ь2(/) линейной оболочки функций, находящихся 

в скобках. Следующий важный результат можно найти в [23], стр. 254.

Лемма 4. Следующие утверждения эквивалентны :

а) Весовая функция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (6) ;

Ь) Минимальный угол и/((/)) между подпространствами 

//2ЭО(/) и Я^/) в пространстве Ь2(/) положителен, т.е.

р1(/) = со։и/(№ос(/).НГ(/))< I- (41)

Доказательство Леммы 3 : Докажем утверждение 1). Пусть = 51(1//; я) 

— функция Сеге, соответствующая 1//(А). Из утверждения 1) Леммы 1 имеем

при п —* оо, (42)

где С^п — многочлен наилучгнего приближения функции 51(А)51 '(А) в метрике 

пространства Ь2. Запишем функцию д՝С}п в виде Ап 4֊ Вп, где Вп — многочлен

по неположительным степеням функции е'А, Вп € и Л* 6 В силу

(25) имеем

2

9г
= II»! - В„) - Л„ II? > 11(51 - В„)Н/ + ИА. II’ - 2|(»■ - Вп. Л„)/1- (43) 

2

Используя определение минимального угла, получаем

2|(?> - Вп.Лп)/, < 2р1(/)||(в1 ֊ еп)П?1И„Н? < Р:(/) (||(«։ - в.)!!’ + IIA.II?) • 
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I ак как функция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (6), то из Леммы 4 

имеем Р1(/) < 1. Следовательно, в силу (43)

и, 2
7 ֊<?» >(։֊/»(/))!!»!

2
Таким образом

inf ||$i ֊ Pt||? < (44)
1

где Тп — множество тригонометрических многочленов Р^ степени к < п. Из (38)

следует, что коэффициенты Фурье функции Д1(А) по ортонормальной системе

{<£„(*)} суть ^(0)(gi(0)) 1. Поэтому

inf По. - М = £ k>,(o)|’ln(O)l՜’- fc С * п а ии=п+1
(45)

Из (44) и (45) получаем

£ 1^(0)12 |»։(0)|։ л"т. "* Л||’֊(1-Р1(/))|г(0)|’ 
* =п +1

Наконец, из (42) и (46) имеем
ОО
57 1^*(0)|2 = О(п“2а) при п —> ОО.

91
• (46)

Тем самым утверждение 1) доказано. Утверждение 2) доказывается аналогич

ным образом, оно следует из утверждения 2) Леммы 1 и (46). Лемма 3 доказана. 

Доказательство следующей леммы можно найти в [3], стр. 50.

Лемма 5. Для последовательности неотрицательных чисел а* и О .5>

О соотношение п
Л11 при п -* эс

*=1 
имеет место тогда и только тогда, когда

при

Доказательство Теоремы 6 : Пусть {^(г)}Г=0 ֊ система ортогональных 

многочленов, соответствующая весовой функции /(А). Принимая во внимание,

что О0(/) = |^(0)1՜2 (см- I13)» СТР- 54), из (зб) получим

logD„(/) = log П = - f>։L ■Iog ’’o(0)|; =

»=> ..0 (47)

= -£։<>։£ l*>»(0)|’. 
i=0 m=0
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Из (37) и (ЗЯ) ։
g(/) = (£>*(o)l’] ■ <48>

\*=0 /
Следовательно 

эс П 30
(n+ l)logG(/) = -(n + l)log£|^(0)|’ = - £ log£>,(0)|’. (49)

r=0 JbssO *=0

Из (47) и (49) получаем 

ni n ос
'.□g D,(/) - (n + 1 ) log<7(/) = - £ log £ |v>.(0)|’ + log£>,(0)|։ =

4=0 *=0 k=0 »=0

Следовательно

SX, |y>(O)P 
EL,li₽.(o)l’

n
= - EL ։°g

k = 0

n
logD„(/) - (n + l) logG(/) = - £ log( 1 - 0), 

fc=0
(50)

rie

(
00 \ ” ‘ oo oc
£>.(o)i։ £2 i₽»(o)i’= g(/) £ iw(0)i։<i.
*=0 / t=n+i £=ri<tl

Для 0 < 3 < т < I существуют положительные постоянные С) и С? такие, что

С13 < ~ log( 1 - 3) < CiB. Поэтому из (50) находим
п эо

logD„(/)-(n+l)logG(/)xG(/)£2 £ |^.(0)|։. (51)

Теперь покажем, что в условиях теоремы
п эо

52 52 i^(°)i2 = °(п 2о) при (52)k=ÛF=è+l
Из утверждения 1) Леммы 3 имеем

2 = О(п-2° (53)

Далее, полагая = |^4(0)|2, 6 = 1и/?=1 — получаем, что все условия 

Леммы 5 выполнены (из условия 0 < а < 1/2 следует 6 > > 0). Следовательно,
согласно этой лемме соотношение

= f log 

â=0 E”=, l*.(«)l’ ) ՛

n
4lP.(0)l’= О(п*՜’“) при п —• эо (54)
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выполняется тогда и только тогда, когда

при (55)

Нетрудно проверить также и следующее раненство :

Л ОО п эс
£ Е |^(ои’ = Еимо)1’-е(п+1) е ьюл’- 
к = 4x1 4хп + 1

(56)

Таким образом, из (54), (55) и (56) вытекает (52). Наконец, из-(51) и (52) получаем
(18). Теорема б доказана.

Доказательство Теоремы 7 : В силу (19) и (51) достаточно доказать, что

Е Ё |*'(о)1’ = «<>»՛-’•) 

4х0*х*+1
при Л —♦ ОС. (57)

С этой целью заметим. что утверждение Леммы 5 остается в силе, если заменить

О на о. Следовательно, полагая а± = |^*(0)|2, о = I, 3 = 1 — 2а и используя эту

новую версию Леммы 5, приходим к заключению, что с тиошение

п
*|^к(0)|3 = о(п'“2в) при п-* зо (58)

к=1

имеет место тогда и только тогда, когда

= о(п ) при л — х. (59)

Следовательно, из (56), (58) и (59) вытекает (57). Теорема 7 доказана
Для доказательства Теоремы 8 нам потребуется одна теорема Л ( арасона 

которая характеризует класс функций исчезающей средней осцилляции (I МО) 

(см. [25]). Для интегрируемой на [—я. г] функции 0(А) и для интервала J С 

’—ж, ж] положим
' = тут / у(А)</А,

и! Ъ
где |У| — длина интервала 3 Пусть далее

Л/« (и՛) = ։ир ֊у- [ |^(А) - У/МА. 
|/|<в I«*I и

Определение 4. Класс (УЛЮ) — это пространство тех функций ь(А) С 

ЬД-я, г], для которых .’И|(яЬ) < ос и Л/с(^) = АГД^) - О-
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Для неотрицательной функции h(A), определенной на [— ж,тг], и числа а > О 

положим
*.(Л) = sup -у- / /»(A) dX [ T^rdX. (60)

|7|<а I* Г JJ JJ 'ЦА)

Положим ;Vq(/i) = lima_o .Ve(h). Очевидно, что No(h) конечна, если и Л(А) 

и Л“Х(А) локально интегрируемы. По неравенству Шварца имеем N<j(h) > 1. 

Следующая теорема характеризует класс V МО в терминах величины jVo(A) (см 

[25]. стр. 395).

Теорема 10 (Д. Сарасон). Пусть у(А) Е А։[— г,%] такая, что Мх{-ф) < эо.

Тогда для того чтобы v(A) принадлежала классу VMO не ходимо и

достаточно, чтобы Mj(e^) = 1.

Доказательство Теоремы 8 : Сперва докажем, что косинус минимального

угла в пространстве Lj(/) между подпространствами и //*(/) положи
телен, т.е.

Pi(/) = cosuz(ffJoo(/),H”(/))< 1.

Известно (см. Ч], стр. 210), что Wp(l/p) с VMO. Следовательно, в условиях 

теоремы имеем log/(A) Е VMO. Применяя теорему Сарасона для функции 

V'(A, = leg/(А) получим Л'о(/) = 1. Поэтому, согласно (60) имеем

(аким образом, функция /(А) удовлетворяет условию Маккепхаупта (6). Отсюда, 

в силу Леммы 4 получаем Pi(/) < 1. •

Теперь покажем, что из условия log /(Л) G Wp(l/p) (р > 2) следует соотношение

2
= О(п-2/р) 

2
при п — ОС, (61)

где (А) - функция Сеге, соответствующая 1//(А), а - многочлен наилучшего 

приближения функции 51(А)р։՜ (А) в метрике пространства Ь? Так как функция 

принадлежит пространству АУ?(]/р), р > 2, по Теореме 7 из [24] ее 

коэффициенты Фурье d|t необходимо удовлетворяют условию
ОО

Следовательно

У |rft|2 = О(п~2|/₽) при п —• ос.
1*1>П

(62)
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Действуя как и в доказательстве утверждения 1) Леммы 1, из (62) получаем (61). 

Далее, рассуждая как и в доказательстве утверждения 1) Леммы 3, из (61) и 

р։(/) < 1, получаем

ОО

2 = 0(п՜2^) при п —» ОС.

Оставшаяся часть доказательства повторяет доказательство Теоремы 6. Теорема 

8 доказана.

Для доказательства Теоремы 9 нам понадобится следующее утверждение, выте

кающее из одного результата А. Ленарда (22] (см., также [9]).

Лемма 6. Пусть функции /(А) и А(А) связаны соотношением (7), 

где фт(г) (1Ф™(0)1 = 0 — тригонометрический многочлен степени 

гп с корнями на единичной окружности |з| = 1. Тогда имеет место

соотношение

log£>n(/) -log L>n+m(>l) = O(logn) при П -» ОО, (63)

где Оп(/) и ^п+»п(А) — теплицевы определители, порожденные фунж- 

циями /(А) и Л(А) соответственно.

Доказательство Теоремы 9 : Покажем, что утверждения а) с) следуют из 

Теорем 6 - 8 и Леммы 6. Действительно, из (21) имеем

Rn(f, h) = log Dn(f) ֊ —
X 7Г

logD„+m(A)-^ logA(A)dA 4- [log Dn(f) — log Dn+m (Л)). (64)

По Лемме 6 второе слагаемое в правой части (64) при л — оо имеет порядок
O(logn). Следовательно, утверждения а) - с) вытекают из (64) и Георем 6 8

соответственно. Теорема 9 доказана.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1-4
Доказательство Теоремы 1 : Пусть {<^(1)} (* = 0,1,...) — система 

ортогональных многочленов на единичной окружности, соответствующих как и 

в §3 спектральной плотности /(А). Известно (см. [13], стр. 227), что

, Дт(/) _ £>*(о)1 (65)
и=о
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где От(Г. - теплиисв определитель, порожденный с.п. /(А). Из (2), (13) и (48)

следует что

(66)

Согласно (3), (65) и (66) получаем

ОО

1^(0)1’<^ Е 1^(0)12.
*=Т+1

(67)

где ао = |^о(О) |՜2. Используя утверждение 1) Леммы 3 находим

Е 1^(»)1’ = о(т (68)

Таким образом, утверждение Теоремы 1 следует из (67) и (68). Теорема 1

доказана

Доказательство Теоремы 2 ; Из утверждения 2) Леммы 3 имеем

Ь(0)|г = 0(7-’“) при (69)

Следовательно, требуемое утверждение следует из (67) и '69). Теорема 2 

доказана.

Доказательство Теоремы 3 : Рассуждая как и в доказательстве Теоремы 8

полVчаем

|^(0)1’ = 0(7-«’) при Т —» оо. (70)

Следовательно, требуемое утверждение вытекает из (67) и (70). Теорема 3 

доказана.

Доказательство Теоремы 4 : Докажем утверждение а). В силу (67), доста

точно показать, что

!*>։(/; 0)1’= 0(7-’*) при Т —* ос. (71)

Так хак /(А) имеет вид (7) с А(А) £ А2 и 1о£ /*(А) € Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2, то

применяя утверждение а) Теоремы 9. с учетом (21) получаем

1ойДт(/)-(Т+1)1ойС(Л) = 0(Т1‘2°) при Т—* оо. (72)
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Принимая во внимание равенство

2~ У bg|Qm(eiA)|2dA = 0,

из (7) и (72) получаем

logZ>r(/) - (T + l)logG(/) = 0(T’-2û) при T - oc. (73)

Следовательно, из (51) и (73) вытекает

0)1’= ofr1՜’“) при т-оо. (74)

ОС

Так как последовательность а? = £ 1^*(/։՜ 0)|2 удовлетворяет условиям ат > 
*=Т+1

О и ат > ау+j, получаем

Е |^(/.о)|’< = 
i=T+l

É È hMW- 

Jt =0 i/=i >1

(75)

Из (74) и (75) следует (71). Этим завершается доказательство утверждения а).

Утверждения Ь) и с) можно доказать аналогично. Теорема 4 доказана

ABSTRACT. Let ,Y(t), t = 0,±l,...» be a wide sense stationary random 
sequence with spectral density function /(A), A E [—rr, ir]. Let <rT be the 
mean square prediction error for the variable A'(0) by linear forms in 
the variables A'(-T),..., A'(-l), and let (T2 = The paper investigates 
the rate of decrease to zero of 6r — aT ~ as T —♦ oo, depending on the 
properties of spectral density function /(A). It is shown that for 0 < 7 < 1/ ֊ 
and T — oo the estimates 6r = O(T՜7) or 6T = o(T՜7) are possible for 
sufficiently broad classes of spectral densities under certain restrictions 
on the types of their zeros. The paper also contains a related study of 
the asymptotic behavior of Toeplitz determinants Dn(/) generated by the 
function /(A).
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