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В статье рассмотрена задача ’’грубой дифференцируемости*’ гаус­
совского случайного поля £(ф), Е №?. Доказано, что однородные 
гауссовские поля т.н. "класса Райса” грубо дифференцируемы только 
в случае, когда функция Райса является опорной функцией эллипса. В 
этом случае случайное пространственное направление П, нормальное 
к плоскости, касательной к в точке О, оказывается независимым 
от 4(0). Найден точный вид плотности распределения для П. Этот 
результат дает возможность вычисления интенсивности точечного 
процесса пересечений фиксированной горизонтальной прямой уровня 
х со случайной поверхностью £((?).

§1. ВВЕДЕНИЕ

В статье рассмотрена задача "грубой дифференцируемости” гауссовских случай­

ных полей определенных в П?՜. Прежде чем дать соответствующее определение

рассмотрим случайные процессы на №..

Пусть 4(<?) — случайный процесс на № Точку в № где мы изучаем дифференпи- 

руе.мость, отождествляем с началом координат и обозначаем через О. Для точки

Е Ш. с одномерной координатой и, пусть /д(у\х) есть условная плотность 

распределения случайной величины и-։(4(Ф) - г), при условии 4(0) = х.

Определение 1. Если для каждого у существует предел

u—»0
(1)

являющийся плотностью распределения по переменной у, то будем говорить, что 

4(Q) грубо дифференцируем в точке О на уровне х. Случайная величина 

lim u-1(4(Qi) — х), имеющая плотность распределения удовлетворяющую (1), 

будем называть грубой производной для 4(0 в точке О на уровне х.
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Для гауссовского случайного процесса £(ф) на 1В свойство грубой лифферснпи- 

руемоети можно легко доказать при следующем дополнитекьпом пред положен и и 

на корреляционную функцию :

£<(ОХ(О) = 1 - V и’ + о(и’), и —♦ О, (2)

где коэффициент А не зависит от и. Мы называем (2) условием Райса (см. [1]). 

Опираясь на описанный подход можно определить грубую дифференцируе­

мость случайного поля £(ф) в ША Для (1 = 2 имеем следующее определение. 

Через д(Ф) обозначим прямую направления ф, содержащую начало координат 

О Е 1Иг.

Б 1Л* мы будем использовать псевдополярные координаты = (ф, и) : азимут ф 

определяется вз условия ф Е д(Ф), а и — одномерная координата на д(Ф), которую 

естественно назвать ’’расстоянием со знаком” из О. Таким образом, ф Е (0, т) и 

и €(00,-00). ‘-֊1.-^ «тГдшп

Будем говорить, что п точек = (61,«;),..., (^п — (дп,Пп) сходятся к О 

гомотетично, если азимуты Ф1,...,0П остаются фиксированными для некото­

рых ненулевых постоянных кг,...,кп :

и։=*1и, иа = £2и, .... ип = кпь, (3)

и при этом 1’ —» 0.

Определение 2. Для уровня х Е (—ос,эо), азимута Ф Е (0, тг) и у Е (—оо. оо) 

обозначим через Н(т,ф,у) С 1Л2 х Ш прямую, проходящую через точку 

|О г), проекция которой на горизонтальную плоскость есть д(ф) и tg(yroл над 

горизонтом ) = у. Будем говорить, что случайное поле £((?), определенное в 

грубо дифференцируемо в начале координат О на уровне ®, если выполнены 

следующие три условия : “ т *

Существование Рп х : Для любого конечного множества азимутов ф\,...,фп, 

условная совместная плотность распределения случайных величин и71[^(<^1) — 

> ип'[£(Фп; “ ®], при условии = х, имеет предельное распределение 

вероятностей Рп>х, когда Qlt...,Qn гомотетично стремятся к точке О вдоль 

радиальных направлений фп.

Согласованность : Предел Рп х не зависит от выбора начальных точек <2։,..., 

Рп. соответствующих V = 1. н
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Существование касательной плоскости : Пусть £(ф:), ...,£(дп) — случайные 

величины, обладающие совместным распределением Рп<х. Для каждого п > 1 

прямые Н(х, Фп, 4(^„)), с вероятностью Рп ж = 1, принадлежат

одной и той же плоскости Т, последняя интерпретируется как случайная каса­

тельная плоскость.

Замечание. Если случайная плоскость Т существует, то она необходимо 

содержит точку (О, х), таким образом, только ориентация плоскости Т является 

случайной. Случайную ориентацию плоскости Т можно описать (случайным) 

пространственным направлением О. нормальным к Т. Из грубой дифференци­

руемости следует, что вероятностное распределение направления О не зависит 

от выбора азимутов ф\, ...,<$п. В частности, зная Рз х для всяких двух азимутов 

^з, можно вычислить плотность распределения направления О.

Определение 3. Случайное гауссовское поле £(<2), определенное в ПР, удов­

летворяет условию Райса для плоскости, если существует некоторая функция 

(функция Райса) Л(^) > 0. зависящая от азимута О Е (0, г) такая, что имеет 

место асимптотическая формула

£«О){(<?) = 1-Л’(«)и’ + о(|»’), (4)

причем У = (Ф,и) стремится к точке О вдоль прямой $(^).

Этот класс не пуст, так как он содержит однородные гауссовские поля с 

эллиптико-экспоненниальной ковариационной функцией (см. пример, при­

веденный ниже). В этой статье показано, что в классе Райса однородные 

гауссовские поля грубо не дифференцируемы, за исключением случая, когда Л(д) 

- опорная функция эллипса (эллиптическая Л(<2>)). В этом случае случайное 

пространственное направление О нс зависит от £(О), и для плотности рас­

пределения направления П найдена точная формула. Неожиданный результат 

касающийся эллиптичности функции Л(^), естественно приводит к задаче, сфор­

мулированной в конце статьи.

Мы определим случайную плоскость Т с помощью условия прохождения случаи- 

ной поверхности через ’вертикальное окно", т.е. интервал (х, х + </х), помещен­

ный на вертикальную ось с основанием О. Действительно, применение условия 

{£(0) = г) при вычислении Рпх состоит из двух последовательных операции . 

1) применение условия {£(0) Е (х,х + <^х)} и 2) вычисление предела при -1х — 0.
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Условие прохождения случайной поверхности через ’’горизонтальное окно” на 

уровне х также представляет интерес. Этому соответствует прохождение кри­

вой уровня через узкое окно dl, помещенное в горизонтальной плоскости на 

уровне I. Соответствующее событие запишем как {£(Q) hits di} Мы покажем, 

что плотность распределения лля Q, соответствующая условию {f(Q) hits d/), 

можно вычислить достаточно простым интегрированием. В однородном гаус­

совском случае, таким путем получается выражение для интенсивности точечно­

го процесса пересечений случайной поверхности с горизонтальной прямой проиэ- 

вольного уровня и направления.

§2. АНАЛИЗ

Пусть — гауссовский процесс в 1И2. Для простоты положим, что £(ф) 

однороден, и = 0, Уаг£(ф) = 1. Мы также предполагаем, что £(ф)

удовлетворяет условию Райса для плоскости.

Пример : эллиптико-экспоненциальные ковариационные функции. Из­

вестно, что функция ехр [—c2z2], где с 0 - постоянная, а г G Ш является 

ковариационной функцией гауссовского процесса на 1R Следовательно, по Тео­

реме Бохнера-Хинчина, ехр [— a2z‘ — b2y2] является корреляционной функцией 

однородного гауссовского процесса в IR2, заданного в декартовых координатах

М-

В координатах ф, и эта функция имеет вид р*(и) = ехр (—/»2(d)w2 ], причем

/г2(ф) = a2 sin2 ф + b2 cos2 ф. (5)

В общем случае эллиптическая функция Райса зависит также я от угла поворота 

* £ [0, х), т.е. :

А2(ф) = a2 sin2(<$ — а) + 62 соз2(ф - а). (6)

Отметим, что (б) является опорной функцией” эллипса [2],

Пусть точки , и1),..., (?п = (дп,ип) стремятся к О гомотетично.

Совместная плотность распределения случайных величин £(О), и?1 ^(^1)—

•••» ип 1 [((Фп) — £ (О)] есть многомерная нормальная плотность с ковариационной 

матрицей Сп. Ее запишем в терминах функций р,(ж) и :

a(M = W(Q.) И (Ui.ц>)=£?€((?,-)
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так что Pij(x, у) = pJ։(y, z) и для любого j / ։ имеем />,(*) = Pij(x-0). Обозначая

7 = Pin(ui, un), имеем

Pi 01) — 1
U1

Pn(un)֊ 1
Un

Pi Qi) - 1 
“i 

2 - 2pt(ut) 

“1

7 - Pi(ui) ~ Pn(un) + 1 
Ui“n

Pn(Un)֊ 1 \
Un

7 -Pi(ui)-Pn(un)-b 1
Ul Un

2 ~ 2pn(Un) 
Un '

Так как точки ф1,...,фп стремятся к О гомотетично, тр легко найти предел

матрицы Сп. Из условия Райса получаем

Рассмотрим предел

Г|гп Ри(ц.. Ц>) ~ А О) ֊ Р) («) + 1
UiUj

Обозначая через д,7 направление отрезка а через его длину, используя 

и, = kiV и и} = hjV, находим u2; = v2[fc2 4֊ к? + 2ktk} cos(di - 4,)]. Следовательнс

. .. + Л2(ф,)ц? + A2(^-)uJ
Ац = li m --------------- £------------------------------- -  —

v — 0 U,Uj
_ (-A2(Aj) + A2(^,7)coo(^t - 4,)

kik.

= 2cos(tf, ֊ ^j ) - T2- - T^ 
i. i,

(8)

Нетрудно проверить, что

sin(<p,j - d,) 
sin(d»; - p։)'

(9)

Обозначая матрицу ||Ли!| через Ап, предел матрицы Сп можно записать в виде

1 
оlimCn =

Согласно теории многомерных гауссовских распределений существование веро­

ятностного распределения Рп<к следует из существования предельной матрицы 

Ап. В нашем случае Рп>г = Рп не зависит от х. Прежде чем перейти к 

рассмотрению условия согласованности, докажем следующую лемму.
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Лемма 1. Для функций

А3(ф) = cos2 ф. А2(0) = sin7 ф и к2(ф) — cos0sin фу

числа A։J соответственно равны

2 cos 0t-cos ф^, 2sin0,sin0j и cos ф, sin Ф, + sin Ф, cos ф}.

Доказательство : Удобно переписать (9) в виде

Л„- = (-*’(*,) + *’(*.))£ + (֊*’(*«) + *’<*;)) £? + 2A’(^)cos(i, - ii). (10)

В первом случае имеем

-А2($,.) + А2(ф.) = (- cos2 фу 4- cos2 0,) = sin(0y - 0»)sin(0y 4- Ф,),

-A* (фу) 4- h2(<Pj) = (- cos2 Фу 4- cos2 Ф}) = sin(0i; - 0j)sin(?y 4֊ <Pj).

Подстав.՜ я я в (10), получаем

Ay = 2 [— cos2 фу sin Ф, sin(0;) 4- sin2 Фу cos ф< cos(0j)4-

4֊ cos(07 - о,) cos' фу ] = 2 cos Ф{ cos ф;.
(U)

Результат для А2(ф) = sin* ф можно получить из (11), подставляя - — ф вместо

ф. Получаем

Ау = 2 sin ф,֊ sin ф]. (12)

В третьем случае

-А'(фу) 4֊ А2(ф,) = cosdi sin ф, - cos фу sin фу = -[sin2ф^ - sin 2Ф1;

—А*(фу) ч- A2(0j) — cos sin0j — cos Фу sin ф,7 -[sin 20j - sin 2фу
2

Следовательно

Ay = 5'sin2d>, -sin20y]-;n--^----
2 sin(0y ֊ 0,)

4֊ 2 Sin 0y COS 0,j COS(0։ - 0j ).

1
4- -[sin20ji - sin20,j]

sin(0y - 0j) 
sin(0y - Ф})

Преобразуя выражения в квадратных скобках и проведя сокращения, получаем

Ay- = - cos(0։j 4- 0,)sin(0M - Ф}) - cos(0y 4- 0,) sin(0y - 0i)4-

1 4֊ 2 sin фу cos фу cos(0, — ф}) =

= [- cos фу QD&^i 4֊ sin фу sin 0,](sin 0,, cos 0, - cos Фу sin 0;]4-

4- [- cos фу cos0j 4֊ sin Фч sin 0ji][sin фу cos 0, — cos Фу sin 0,]4-

4֊ 2sin0y cos фу cos(0, — 0j).
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После раскрытия скобок члены содержащие произведение cosöijsin^։j сокра­

щаются поэтому предыдущее выражение принимает вид

.4|j = cos" ф,у cos <t>i sin <t>j 4՜ sin2 ф^у sin 0, cos ф} 4- cos2 фч sin Фi cos ф; 4-
. , . 03)

4- ein cos 4, sin ф}i = cos p, sin ф} -I- sin Ф1 cos фу.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Если имеет место свойство Согласованности (см. введение), 

то функция Райса А2(ф) необходимо эллиптична :

_Л2(ф).=?.д2 соа2(ф — а) + b2 5ш2(ф — а). * (14)

Доказательство : Для гауссовского процесса £(ф), свойство Согласованности Г » р -у
имеет место тогда и только тогда, когда Д,7 не зависят от Ф,}. В (8) выберем

Ф, = 0 и фу = —. Имеем — — со1ф,у, и область возможных значений

функции ф,у язляется (х/2,1г). Условие, что Ач как функция Ф,у С ( —, я՜) является 
£

постоянной С։, запишется в виде

/i2(^)[cot ф 4- tan ф] - a2 cot ф - b2 tan Ф = С\, 
' . : I ■ ...

где а3 = Л"(0), Ь2 = и вместо фу мы использовали ф. Следовательно, на

интервале (г/2, х) необходимо имеем

,2, ., С1 4- a2 cot ф + Ь2 tan Ф „ . з з , . .2 • з ±
/г (ф) = ------------- :-------------------= С\ cos ф sin ф a cos ф + Ь sm Ф

cot Ф 4- tan ф
(15)

Выбирая ф л, ф; = — и действуя аналогично, получаем следующее

представление функции Л2(ф) на интервале (0, —) :

К2(ф) = Сз cos ф sin ф 4- a2 cos2 ф 4- A2 sin" ф, (16)

где Сз - некоторая константа.

Таким образом, для ф € (0, яг) функция А2(ф) необходимо имеет тригонометри­

ческую форму (15) — (16), зависящую от четырех параметров а, Ь, С։, Сз.

Используя линейность и Лемму 1, из (15) — (16) получаем

Л,у = 2а2 cos ф, cos ф} 4- 2b2 sin ф, sin ф; 4֊ С(ф|>)[созф, sin Ф? 4֊ sin Ф, соэф,].

Если фi и фу принадлежат внутренности интервала (0, —), то С(Ф,у) — G для 

е (т> и = Сз Для е (?. тал (Ф,, 0j)). Функция С(ф,у) является
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копстантой лишь при С\ = С? = С, т.е. когда Л2(0) = Ссоьф sin Ф 4֊ a2 cos2 ф +

62sin2 ф.

Эта квадратичная форма от переменных sin ф и cos0 должна быть неотрица­

тельной. Это приводит к представлению (14), где а и 6 суть константы, вообще 

говоря а £ Ь, причем о € (0, т). Представление (14) имеет вил опорной функпии 

эллипса с главными полуосями а՜1 и 6՜’, повернутого на угол о (см. [4]). Лемма 

2 полностью доказана.

Теорема 1. Однородное случайное гауссовское поле на плоскости К2, 

удовлетворяющее плоскому условию Райса грубо дифференцируемо 

тогда и только тогда, когда функция Л(0) в выражении (5) имеет 

эллиптический вид (14).

Доказательство : Необходимость была доказана в Лемме 2. Из Леммы 1 

следует, что эллиптическая форма функции к(ф) влечет свойство Согласо­

ванности. Остается доказать, что из эллиптичности функции Л(ф) следует 

существование касательной плоскости. Рассмотрим Аз (см. (8)). Не умаляя 

общности предположим, что а = 0. Используя Лемму 1 и представление (14), 

получаем (здесь используем обозначения у,- = sin и Д = cos0,, i = 1,2,3)

a27i + 
а2 7172 + b2Si& 
а2 717з + Ь2#։3з

а27172 + Ь2Д£2 
а2732 + Ь2& 

а27։7з +

а2 717з + 62ДАз\ 
а27з7з + &2Л£з

а2732 +^32 /

Убедимся, что def Аз = 0. Для этого представим detA3 в виде суммы 8

детерминантов, содержащих только столбцы из cos и sin. Например, детерминант

содержащий только столбцы sin, sin, cos имеет вид

del
a sin a1 sin ф\ sin ф7

a2 sin 0i sin 02 a2sin202 
a2 sin 0i sin 0з a2 sin 02 sin 03

b2 COS 01 COS 03

b2 COS 02 COS 03

b2 CO62 03

— a2 sin 0i a2 sin Ф7 b' cos 03 del
sin0j cos 01
sin 02 COS 02
sin 03 COS 03

(17)

1 ак как этот результат вытекает из комбинаторной структуры, которая остается 

в силе для матриц Ап для всех порядков п > 2, то приходим к следующему 

заключению :

delАп = 0 для всех п > 2. (18)
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Гак как del Аз = 0, то одна из строчек (скажем третья) является линейной 

комбинацией двух других. Получаем следующие уравнения :

Л[а2 sin2 ф\. + b2 cos2 0j 4- В'a2 sin 0i sin 02 4- b2 cos Ф\ cos 0j] = 

= a2 sin ф\ sin 03 4- 62 cos 0! cos 03,

A[o2 sin 0 1 sin Ф2 + 6 2 cos d>\ cos 02) 4- 5[a2 sin2 02 4- b2 cos2 03] = 

= a2 sin Ф2 sin 03 + 62 cos Ф2 cos 03.

Эти уравнения легко решаются. Каждую из величин А и В можно найти в виде 

отношения квадратических форм от величин а2 и Ь2 :

А = [(a2 sin Ф2 sin ф3 4- b2 соз02 соз0з)(а2 sin ф։ sin ф? 4- b2 cosdj СО6Ф2)— 

— (a2 sin фх sin ф3 4- Ь2 cos Ф\ cos Ф3)(а2 sin2 ф2 4- b2 cos2 Ф2)} • {(a2 sin 0; sin Ф2-1֊ 

4- b2 cos Ф1 созфг)2 — (a2 sin2 0i 4- 62 cos2 0i)(a2 sin2 ф3 4- Ь2 cos2 03))՜1, 

В = [(a2 sin фу sin ф3 4- b2 cos Ф] cos ф3)(а2 sin 0j sin Ф2 — b2 cos <pj сояфг)—

- (a2 sin Ф2 sin 03 4- b2 cos ф? cos Фз)(а2 sin2 0i 4- b2 cos2 0։)] • [(a' sin 0-, sin 03-

4- b2 cos Ф1 cos Ф2)* — (a2 sin2 ф\ 4- b2 cos2 0i)(a2 sin2 Ф2 4- b2 cos2 03)]՜’.

Нетрудно проверить, что отсутствуют слагаемые, пропорциональные а’ и 6 ', что 

приводит к сокращению множителей а2Ь2. Поэтому из предыдущего выражения

получаем

>1(0; 01,0г) =
соз(ф — 01) - соз(ф — 02) COs(03 - Ф1)

sin2(02 - 01)

В(ф՛, 01, Ф2) =
cos(<? - 02 ) ֊ cos(0 — 01) COfi(03 - 0|)

sin (02 — 01)

(19)

(20)

Рассмотрим цилиндрическую поверхность 5, ось которой перпендикулярна плос­

кости Ш2 и пересечение которой с последней плоскостью (экватор) есть окруж­

ность радиуса 1 с центром в точке О. Рассмотрим стандартные цилиндрические 

координаты 0, у на поверхности 5. Как обычно Ф Е (0,2՜) определяет 

образующую, а у является одномерной координатой на образующей (эквива­

лентно, расстояние со знаком от экватора). В цилиндрических координатах 

0, у кривая пересечения поверхности $ с плоскостью, проходящей через О и с 

направлением нормали о/ = (5, и) имеет уравнение

у(ф) — tan и sin(0 — 0). (2J

Как юсЫЧНО, Ш = (0,1/), где V есть угол между и и вертикальным направлением,

а 0 - азимут направления ил
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Кривые на поверхности 5, принадлежащие этому классу мы будем называть

плоскими. Отметим, что

у(ф) = А{ф\ф\, 02) У) 4- В(Ф՛, ф\, Ф2) у?, (22)

где А и В определяются как и в (19) и (20), является уравнением плоской 

кривой на 5. которая содержит точки (01,1/1) и (0а,уа). (Доказательство : 

(22) можно преобразовать в (21) с параметрами и 5, а затем использовать 

А(<р։;01,0з) = 1, В(Ф1,ф\,ф2) = 0, А(02; 01,0а) = 0, В(0э;01|02) = 1) Отсюда 

следует, что случайные точки (01,1(01)), (Фа,^(^з)), (ФзА(Фз)) с вероятностью 

1 принадлежат некоторой плоской кривой на поверхности 8. Эквивалентно, 

с вероятностью Р3 = 1, прямые Я(г, фх, <(01)), Я(х, Ф2, *(Фэ)), Я(л,0зА(Фз)) 

принадлежат единственной плоскости. Последняя плоскость совпадает со слу­

чайной касательной плоскостью Т, описанной во Введении. Доказательство 

завершено.

Ниже через ш будем обозначать нормальное направление плоскости, содержащей 

прямые Я(л, 01, <(00) и Я(х, 02, <(02)). Имеет место (см. [3])

<1у\ ^У2 =
51п(02 - 0)) 

соя3 I/
(23)

где а— = яш ^и(10 - телесный угол.

Совместное распределение <(01) и 1(02) является нормальным с ковариационной 

матрицей А2 (см. (8)). Используем Лемму 1, не умаляя общности предполагая, 

что (14) выполняется для а = 0. Отсюда следует, что

А2 =
а2 вт2 0] 4- Ь2 сое2 01

3“ Б1П 01 Э1П Ф2 4֊ Ь2 СОЗ 01 СОБ 02
а2 б։п 01 Б1П 02 4- Ь2 сов 01 сов 02

а2 Б1п2 02 4- 62 сов2 02

Следовательно, О = </е1А2 = а262 вт2(01 - 02) 0, и матрица, обратная к А2

имеет вид

-1
2 = Р՜1 а2 51П2 0! 4- Ь2 СОВ2 01

Б1П 01 б!п 02 4- 62 СОВ 01 СОБ 02
а2 81П 01 В1П 02 4֊ Ь2 СОВ 01 СОВ 02 

а2 бш2 02 4- Ь2 сов2 02

Отсюда находим совместную плотность распределения <(01) и 1(02) :

ХыДУьМ) = (З*^)՜1 • ехр а Ь---- — . [(а2вш2 0։ 4- Ь2 сов2 01)у?4-
(. 2 В1П*(0! •— 02)

4- (а‘ 51П2 ф2 4- Ь2 сов2 02) у2 — 2у{ у2(а2 31П 0։ эш 02 4- Ь2 сов 01 сов 02)] } .
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Из (23; получаем, что плотность распределения ориентации случайной 

плоскости, проходящей через £(41) и £(ф2), имеет вид

*(") =
ain(<^2 - ф{) t 

cos3^

Согласно Замечанию во Введении, выбираем фу = 0 и ф7 = х/2. Используя (21),

получаем
Ф 1֊ X(w) = (2та£>)՜1 cos՜3 и ■ exp 63!/? + о2Уз 1

2a2 b2 J

(2xa6) ‘ cos՜3 и • exp 2 62 sin2 0 4- a2 cos5 9
— t g1 v-------------——---------6 2a262 (24)

Теорема 2. Если однородное гаусовское случайное поле £(ф) грубо

дифферен It* руемо, то £(0) и случайное направление Q. нормальное к

касательной плоскости Т d {(О), независимы. Случайная ориентация Q

имеет плотность распределения Х(и)(к^. задаваемую формулой (24).

Результат (24) может быть использован для вычисления плотности распреде­

ления У(0) случайного азимута направления нормального к Т. Эта случайная

ориентация не зависит от уровня х и вычисляется интегрированием Х(-/) зш

Для каждого с > О

/”г/2 _ 1
' cos 3 и exp{-ctg2։/} sin и di/ = —.
о 2е

Следовательно, искомая плотность распределения имеет вид

'' 62 sin2 0 4- a2 cos2 0
(25)

где угол 0 измеряется от направления полуоси а.

Приведем проверку равенства /У(0)с/9 = 1. По хорошо известной теореме

об опорных функциях выпуклых фигур, примененной к эллипсам, заключаем.

что г = (b2 sin2 0 + a2cos20)՜^2 является эллипсом, записанным в полярных

координатах , с главными полуосями а 1 и Ъ՜՝. Так как - г2<19 есть элемент

плошади, то плошадь этого эллипса равна гге-1Ь *, откуда

(i2 sin2 0 4-a2 cos2 0)՜1 d9 = 2та՜ ‘ А՜1.

Проверка завершена.

Из результата (24) можно получить условную пло гность распределения направ­

ления нормали к случайной гауссовской поверхности в точке при условии
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£(0) = z, в смысле горизонтального окна (см. заключительное замечание из

Введения). Рассмотрим кривую уровня поля £(Q), соответствующую уровню 

х. Эта кривая представляет собой пересечение поля {((?) с горизонтальней

плоскостью, отстоящей на х от О. Ref ятность события, что эта кривая

уровня пересекает горизонтальный прямолинейный отрезок с// в этой плоскости, 

выходящий из точки (О, г). и образует с с!1 угол, лежащий в интервале (а, а + ^а), 

можно вычислить, используя якобиан

cos I/ dx <Li = (sin x/)2 sin a da dl di/, (26)

где как и выше, dx - интервал на вертикальной оси. Эта формула хорошо 

известна в интегральной геометрии : обе стороны суть элементы инвариантной 

относительно евклидовых движений меры в пространстве плоскостей, см. [3]. 

Обозначим через A'i(u>)da du плотность распределения случайной ориентации 

касательной плоскости в точке £(О) = х, что соответствует условию в смысле 

горизонтального окна dl.

Разделив (26) на cos и и помножив на А’(ы), получим вероятность события 

{^(О) € dx и Q Е (Li}. Последняя вероятность асимптотически эквивалентна 

вероятности события {£(Q) hits dl} Q{Q € dw}. Отсюда вытекает следующая

Теорема 3. Если однородное гауссовское случайное поле £(<2) грубо 

дифференцируемо, то независимо от уровня х

Xj(w) = А 1 sinq (cos i/)՜ '(sin u)2X(u;),

где X(w) задается согласно (24), и

А sin a (cos р) l(sin u)2,Y(w) da du.

(27)

(28)

Интенсивность точечного процесса пересечений поверхности (кривой 

уровня) поля ((ф) с горизонтальной тестовой прямой на уровне х равна 

А б7(г), где С7(х) есть гауссовская плотность распределения случайной 

величины £((?).

Задача. Из результата I еоремы I возникает следующий вопрос : Существуют 

ли однородные гауссовские поля на плоскости Ш‘, удовлетворяющие плоскому

условию Райса с неэллиптической Л(^) ? Если такие поля и существуют, то

они гру ае дифференпируемы.
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< < ։
ABSTRACT. The paper poses the problem of "rough differentiability-1 
of a Gaussian random field {(Q), Q 6 Ш3. The main finding is that within 
the ”R.ice class’’, translation invariant Gaussian fields are in fact never 
roughly differentiable, except for the case where the Rice function is the 
support function of an ellipse. In this case, the random spatial direction 
Q normal to the plane tangent to £(Q) at a given point О turns out to 
be independent of £(0). The probability density for Q is written down 
explicitly. This result opens the way for calculation of the intensity of the 
point process of intersections of a given horizontal line on the level z with 
the random surface £(Q).
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