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§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Физическая величина, мало меняющаяся при медленном изменении параметров 

системы, называется адиабатическим инвариантом физической системы. Иными 

словами, адиабатический инвариант есть приближенный первый интеграл систе

мы. В [1] была установлена связь между приближенными интегралами энергии 

и вронскианами приближенных решений. Используя это. в настоящей заметке 

мы находим адиабатический инвариант для линейного осциллятора во внешнем 

переменном поле и оцениваем его изменения. Величина

=*2+ш2.х2. = 
2ы uJ

где х - решение уравнения с данными Коши, не зависящими от е, есть 

адиабатический инвариант для линейного гармонического осциллятора (см., 

например, [2])

-т-у 4-w2(rt)a: = 0, t G JR. at*

Полное изменение J(t, е) можно оценить следующим образом : J(e) = J(oo,e) — 

J(—оо, s) = O(sm), £ —+ 0, где т - натуральное число зависящее от w. Заметим, 

что т = оо. если ш голоморфная функция в некоторой окрестности вещественной 

оси.

Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение линейного осциллятора во 

внешнем переменном поле :

t
£ + Ы1(е*)е = cos У w2(£s)da, t G JR, (1.1)

о
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(?х
где х = и е > 0 - малый параметр.

Для уравнения (1.1) рассмотрим адиабатические инварианты вида

/(«, е) = № ֊ х', р)|2 = (х - х‘) р ,а1 а1

где х и х' - точные решения уравнения (1.1) с ограниченными по £ данными 

Коши, а <р - асимптотическое решение соответствующего однородного уравне

ния.

Пусть частоты удовлетворяют следующим условиям :

1°. 6 С4(Я), о>1(т) > 0, и существуют пределы а>1(±оо) > 0.

2°. ыг(т) 6 С'2(Я), «з(т) / ш1(г)1 г € Я, существуют пределы ^(±00), и 
։д2(±оо) / ы2(±оо).

3°. / dr < оо, к = 1, . ..,4, [ | ь4*\т) | dr < 00, к =1,2,
J-oo J-ОО

(*), ч ^^1(т) где ы} '(т) = 

Ниже докажем, что

Л*.е) =
Е

(1-2)

является адиабатическим инвариантом, где

(1.3)

и х — x(t,e) - решение уравнения (1.1) с ограниченными по £ данными

Коши. Изменения этого адиабатического инварианта удовлетворяют следующим 

оценкам :

1) существуют С, е1 такие, что 

|/(*1,е)-֊А«а,е)|<Се (1.4)

для любых tj, <2 е (—оо; оо), 0 < £ < е7;

2) J(e) = J(oo,e) - J(-oo,e) = 0(e), при е-»0. (1.5)

Очевидно, что величина Е является первым интегралом уравнения (1-1), когда 

частоты wm = const. Покажем также, что полное изменение J(i,£), J(e) = 
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</(оо,е) — <7(-оо,е) экспоненциально мало, если выполнены следующие допол

нительные условия :
4°. функция wi(r) голоморфна и wj(r) 0 в односвязной области D комплексной 

плоскости г, содержащей вещественную ось. Функция 5(0, т) = u\(s)ds 

взаимно однозначно отображает область D на полосу Но : |ImS| < а.

5°. /(I^(i)|2+I<ii(i)l)|dt|<oo,
Ji

где интегралы берутся по линиям Im S(0, t) = с, с € (—а, а).

§2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (1.1)
Перепишем уравнение (1.1), используя переменную т = el

й + CJ1 = -7 cos ( - f w2(e) dsV т G IR, (2.1)

dpv
где v = u(t,e) = x(t,e) и v = -j—j. Сначала рассмотрим вспомогательное ат*
уравнение

z + (J1 д—я = -у ехр ( - / w2(s)ds) , т G IR. (2.2)
£ £ \ Jo J

Линейно независимые решения соответствующего однородного уравнения

_ Ш?(т)
Ри = и + 1 д -и = 0, т G JR,

со своими производными могут быть представлены в следующем виде (см., 

например, [3]) :
„*.<»-■) = ^->(1+։2^։)1 ,л=1,2.

где
~ -1/2 ( Г (, •Ш1 Зы? - 2ш։ыЛ“р Ц (±'Т+։—) */■

рД(т, £) ограничены для г 6 (-оо; оо), е > 0 и рД -> 0 при т —♦±оо для любого 

фиксированного Е. Функции

суть решения уравнения (2.2). Здесь, W(s, и±, ) = uftij - u2 uf - вронскианы
решений u±(s,e)h u*(s,e). Используя 1°— 3° и выражения (см. [3]) W(s,u±,U2 ) = 

2։
£ ’

( г°° з *1
с I l< S ехр / 52 I 2rP2,W-1(s,u1։u2) | ds > - 1, с > 0,

«.г=1
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и

Ри, = , . d f 3i*>? — 2u>'|W] \
~ ds J

<jj 3w? — 2wiW] j/Sw? —2w]«i
£*wi 8wf C \ 8uif

2՜

— Z / u2dl- |lnwi ±i [ (— 4- e—1
c Ju 2 Jo \ e 8u>j J

s± - — ,,±Z° - 2e 2 exp 0] ds + e2

exp в2 ds + e2

ui(s,£)p^(s.e') ds

получим
= а^и^ + а±и? + -2 1 2 ехр { - [ ы2 Лз ) + £д±, 

Ы1 - ш2 \ е Уо /
. Д_ . Д. Д. I 24^0 I i I I 1

его = еа, и, + еа^йг + ?ехр - / ш2 <й 4- ед2 ,
4x11 ~ “>2 \Е Уо /

где а± зависят от е, а д7,д+ ограничены при т б (—оо,оо), е > 0 и

Пт^ ?*(г, е) = 0. Следовательно, существуют решения уравнения (2.1), имею

щие следующий вид :

vo = ~2—~3 c°s I ֊ / w2 ds + sRegf,

• + ^2 [ 1 \ I
evq =---- =----- sin - / w2 ds + sReg, .

ы1~ш2 \eJo J
§3. ОЦЕНКИ
Решения v уравнения (2.1) можно записать в виде

v = а их + b U2 +v0 = а+и^ + 6+uJ + uj, (3-1)

где коэффициенты зависят от е. Дифференцируя (3.1) и решая относи

тельно а+,Ь+ или а~,Ь~, легко проверить, что эти коэффициенты ограничены 

для решения уравнения (1.1) с ограниченными по е данными Коши.

Теорема. Пусть в (1.2) х есть решение уравнения (1.1) с ограниченны
ми по е данными Коши хо = х(0,е), х\ = х(0,е). Если выполнены условия 
1° — 3°, то величина (1.2) является адиабатическим инвариантом 
уравнения (1.1) и удовлетворяет оценкам (1-4), (1.5). Если дополни
тельно потребовать выполнение условии 4° — 5°, то 7(е) = 7(оо,е) — 

У(—оо,е) = О(ехр(—6е-1)), где Ь — произвольное число такое, что 0 < Ь < а.
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Доказательство : Из (3.1) имеем

+ еЛ* = а*( <^з 1 /
-» ЕУ + —5--------2 8Ш - /

\ а»1 — и»2 Е /о

+ еН* = Ь±,

Ш1

где ^(т,е),Ь.^(т,е) ограничены при г е (-оо;оо), е > 0 и Нт° Л*(т, е) = 0.

Следовательно, имеем

.1(1, е) = а-.Ъ՜ + вЛ՜ = а+Ь+ + еЛ+, (3.2)

где Л±(^,е) ограничены и Пт Л^(4,е) = 0. Оценка (1.4) сразу следует из 

(3.2). Как уже сказано выше, коэффициенты а±,Ь± ограничены. Из результатов 

работы [4] следует, что а+Ь+ — а~Ь՜ = О(е), если выполнены условия 1° — 3®, и 

а+Ь+-а~Ь~ — С?(ехр(—бв՜1)), если выполнены условия 1°-5°. Теорема доказана.
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