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Последовательность {ш(п)}^=о, 1 < ш(0) < о>(1) < ... называется множите

лем Вейля для почти всюду (п.в.) безусловной сходимости рядов по системе 

{Рп(О}^о> если условие < 4-оо гарантирует п.в. безусловную сходи
мость ряда У^а,, В 1963 году П. Л. Ульянов доказал следующую теорему 

(см. [1] и [6], стр. 116).

Теорема 1. (П. Л. Ульянов). Условие сходимости ряда 

является необходимым и достаточным для того, чтобы последователь

ность {ш(п)}^!, 1 < и(1) < о>(2) < ... являлась бы множителем Вейля для 

п.в. безусловной сходимости рядов по системе Хаара.

В 1987 году Г. Г. Геворкян обобщил этот результат на ряды по системе Фран

клина (см. [2]): найденное условие (1) остается необходимым и достаточным для 

того, чтобы последовательность {ы (п)}^_0, 1 < ш (0) < о> (1) < ... являлась бы 

множителем Вейля для п.в. безусловной сходимости рядов но системе Франклина. 

В этой заметке будет обобщен вышеназванный результат Г. Г. Геворкяна на ря

ды по обшей системе Франклина ([3], [4]), удовлетворяющей некоторому условию 

регулярности.

Напомним определение общей системы Франклина, приведенное в [4]. Рассмо

трим разбиение отрезка [0,1], определенное следующим образом : Ро = {0,1}; 

Р,- = : 0 < * <2-»}, 0 = < ... < = 1, Р, С Р}+1 и



72 Г. Л. Микаелян

^+1>а* = «у*, у > 0, 0 < * < 2*. Обозначим 13к = £>к]։ 1 < к < 2’ и

Нам понадобится разбиение Рп, определенное следующим обра

зом. Р2* = Рд, Я > 0- Пусть л = 2Д + м, (л > 1), д > 0, 1 < р < 2*. Обозначим 
рп = Р2* и {*д+1,։*-1}ь=г Точки деления Р" обозначим через {*2}*_0. В поряд

ке возрастания, <2 = 2р+1,ь для 0 < к < 2и, и 42 = для 2|/4-1 < к < л. 
Обозначим [л] = д, I? = [*£_г; **], 1 < к < л и I” = {/* }*_։ • Возьмем /0 (*) = 1 

и (4) = 273 (I — |). Для /п(х) возьмем непрерывную на [0,1] функцию, которая 

линейна на каждом /£ и удовлетворяет условиям :

(1) /п ортогональна функциям /о, /1,. ,/п-1 в Ь2[0,1] и ||/п||ь։ = 1;

(2) /п(^-1) > 0.
Полученную ортонормальную систему функций {/п(<)}^0 назовем общей систе

мой Франклина.

Обозначим {л} = [<2„_2;<2|,]- Общая система Франклина {/п(*)}“=0 называет
ся слабо регулярной (’МН.), если порождающая последовательность разбиений 

{Р,}у10 удовлетворяет условию
1 — ^(л**!*՜ — для некотоРого 7 > 1> всех 5>0и1<Л< 2’՜1.

Она называется сильно регулярной (8 Я), если

1 < < 7 Для некоторого 7 > 1, всех ] > 0 и 1 < к < 2-’ .

Нам понадобятся следующие результаты из [4] : если {/п(*)}“=0 - УУЯ-система, 

то существует постоянная С1 такая, что

СГ1 |{п}|* < ||/п||։ < Сг|{л}|*։

СГ1|{»}Г* < так |/„(*)| < С, |{л}Г*.

Обозначим :=<2 ~ = |^ь |։ «2 “ /п(*2)- Известно (см. [4]), что

оа»г-1 > вРЧ“*) = -зйнС0*-!). 1 < к < л;
Ч Ап а?

а? = -2а2; 2 +< 2 + 2-*- 1<А:<21/-3;
л*+1 ак л*+1

лп \п
<-1 = -К; 2+|-^-<<2+2^-» 2м+1<а<л-1.

Также (см. [4]), существует постоянная С2 такая, что

<&-1

а^-2
< с2, с21 < ^-1 

а2у
< с2.

(2)

(3)

(4)

(5)

Следующая теорема доказана в [5].
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Теорема 2. Пусть {/п}^=о ~ SR-система Франклина. Для любого под

множества Е С [0,1] положительной лебеговой меры безусловная схо

димость п.в. ряда 52ап/п($) на Е эквивалентна абсолютной сходимости 

п.в. этого ряда на Е.

Основным результатом этой работы являются следующие две теоремы.

Теорема 3. Пусть {/п~ WR-система. Условие сходимости

Ё^<+=» (в)

является достаточным для того, чтобы последовательность {*(»)}?=□, 

1 < ш(0) < ы(1) < ... была бы множителем Вейля для п.в. безусловной 

сходимости рядов по системе {/п}£Ёо-
□О

Доказательство : Предположим, что выполнено условие (6) и £ а2ы(п) < 
п=1

4-00. Достаточно доказать, что ряд У}ап/п(<) абсолютно сходится п.в. на [0,1]. 

Имеем
f КИМР« = Ё 10,1^11^ <

' ОО */2 ( ОО и J^2

<+°°;
Ln=l <п=1 ՝ '.

Учитывая (2), получим 
ОО . J ОО ОО

Е / i°՞ /n(*)iЛ=E i°"i н/41 < ei e i«ni Н"}|1/2 < +«>- ю n=0J0 п=0 п=0
.’Ъ : .4. *

оо
Отсюда следует п.в. абсолютная сходимость ряда anfn(i).

п=0

Теорема 4. Пусть {/n}£Lo ~ SR-система. Условие сходимости (6) явля

ется необходимым и достаточным для того; чтобы последовательность 

{о>(п)}^_0 была множителем Вейля для п.в.՛безусловной сходимости ря

дов по системе {/n}J£=o՛ ''

Доказательство : Достаточность устанавливается аналогично вышеприведен

ному доказательству Теоремы 3. Докажем необходимость. Имеем
2*+։
E K"}l = v Р>1- 

п=2* + 1

Допустим, что

п=1 ՝ '
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/1=о ՝ ' я=° ' ' »»=2*+1 »»=։ ' '

Можно выбрать монотонно возрастающие положительные числа дд такие, что

£ а.(2М>)։» = +”’ § < +°°՝ т

Для 2** + 1 < п < 2д+։ положим Ац = ц2д+1)? и °п = Л»1{п}|։/’- Имеем

2 I \ ы(п) |{п)1 у՜՝ ֊с52 °п “Ю - 52 52 ы(2И-1 )2 ,2 ֊ 52 ш (2Я+1) 92 < +о°՜ п=2 д=0п=2*+1 ' ' *** д=0 ' '

В силу Теоремы 2 достаточно показать, что £ |ап /п(*)| = +оо, I Е [0,1].

Обозначим через [а, Ь]՜ и [а, 6]+ соответственно левую и правую половины отрез

ка [а, 6]. Легко проверить, что если у(г) линейная функция на [а, 6], у(а)у(6) < О 

и либо |у(Ь)| < х |«(в)| и х 6 [а, 6]՜, либо |у(а)| < ||у(6)| и х Е [а, 6]+, то имеем

|у(®)1 > 11г/(«)1 или 1у(*)1 > | 1у(*)1- (Ю)
Лемма. Для любого х 6 [0,1] существует цх такое, что для любого 

р > существует п такая, что 2я < п < 2я+2 и |/п(х)| > С8 ||/п||оо, где С’з 

— абсолютная достоянная.

Доказательство : Если х = 0 или х = 1, то возьмем п = 2я + 1 или п, = 2д+1, 

соответственно. Тогда, учитывая (3) - (5), получим |/п(х)| = | |/п(^-1)| > 

2С1С31|/п1|оо • Пусть х Е (0,1) и д настолько большое, что х е где
2 < ։ < 2** — 1. Рассмотрим возможные расположения точки х в [<д,։-1;<м»] и 

возьмем соответствующие значения п. Возможны следующие случаи :

(а) х £ Тогда п = 2** + » — 1.

(Ь) х Е [4д,|-1;*д<]+. Тогда имеем подслучаи :

(Ы) X Е [<д+1,Я-2;<д+1,2։-1], (Ъ2) х Е [<Н-112»-1»*Д+1>2»]+։

(ЬЗ) х Е [^+1,21-1 ;<р+1,2|]՜.

В случаях (Ы) и (Ь2) возьмем л = 2** + »+1,ав случае (ЬЗ) возьмем п = 
2М+1 _|_ 2,- _ 1 д3 и (4) следует, что |/п(а։)| > ||/п(<2„)| в случаях (а) и 

(ЬЗ), |А(г)| > {|/п(*2>,_з)| в случае (Ы) и |А(®)| > | |Л։(<2„_а)| в случае (Ь2). 

Учитывая (4) и (5) и свойство сильной регулярности заключаем, что существует 

постоянная Сз такая, что |/п(®)| > Сз ||/п||оо• Лемма доказана.
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Теперь можем завершить доказательство Теоремы 4. Из (3) следует, что 
|||{п}1/21 i/nlL > -тг- Тогда учитывая Лемму, получим

2#»+2

E |wJ/a| i/nWi > ^, <6 [од].n=2*+i
Имеем

ОО 2*+1
Ei°n/n(t)i = £A„ £ |{»}1/2и/п(*)|>

Д=1 п=2*+1
°° 2*»+։ ос
52 ^2д 52 |{n}1/2| i/n(t)i > тг 52 ^2м+1= +°°-
д=1 n=a։*~։+i 1 м=д»

Теорема 4 доказана.

Следствие. Пусть {/п}Й=о “ WR-система. Для того, чтобы последовательность 

{w(n)}£L01 1 < w(0) < ы(1) < ... была бы множителем Вейля для п.в. безусловной 

сходимости рядов по системе {Уп}^=о достаточно, чтобы

Snlog’(1+i)w(n) <+О°՜

Доказательство следует из Теоремы 3 и очевидного неравенства

(11)

выполняемого для всех п и некоторой постоянной С». Неравенство (11) показы

вает, что для классической системы Франклина (SR-система с 7 = 1) Теорема 4 

приводит к результату, полученному в [2].

Автор выражает благодарность профессору Г. Г. Геворкяну за постановку задачи 

и обсуждения результатов.
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