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Результаты, касающиеся точности полиномиального оценивания дей­ствительнозначных изотропных случайный полей в > 1 по­лучены с использованием приближения особого типа многочленами достаточно высокой степени. Простое условие на ковариационную функцию гарантирует существование непрерывной версии случайного поля и дает возможность получить рекомендации по выбору шага оптимального квантования для регулярного выборочного метода при соответствующем алгоритме восстановления выборочных функций. Даны верхние экспоненциальные оценки для вероятностей больших уклонений для полей ошибок. Эти методы иллюстрируются на приме­рах при определенных условиях на энтропию параметрического прост­ранства.

§1 . ВВЕДЕНИЕПри выборке в случае непрерывных сигналов выбор шага квантования очевид­ным образом важен. Он должен быть достаточно мал для как можно более точного восстановления выборочных функций, но достаточно велик для экономии объема компьютерной памяти. Качество восстановления реализаций зависит от поведения ковариационной функции случайного процесса в начале координат па­раметрического пространства.Нужно также иметь в виду, что ковариационные функции недифференцируемых и дифференцируемых случайных процессов могут иметь визуально похожие 
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Оптимальная выборка и точность полиномиального оценивания ... 53графики, хотя в этих случаях оптимальные шаги квантования и алгоритмы восстановления реализапий существенно отличаются. Таким образом, оценива­ние ковариационных функций на основе ограниченных эмпирических данных должно осуществляться достаточно точно. Для иллюстрации этого рассмотрим ковариационные функции вида
r^(t) = 1 - y/t, rW(f) = | (|1 + *|3/3 + |1- t|3/2 - 2|t|3/2),

r(3)(*) = exp(-*2), rWft) = —4 6 [0,1].Графики этих функций показаны на Рис. 1.
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Здесь г^(-) и г^2\-) соответствуют стационарным процессам с недифферен­цируемыми траекториями, тогда как И3\-) и г(4\-) соответствуют дифферен­цируемым стационарным процессам. Отметим, что г(3\-) и г(4)() выгладят аналогично Н2)(-), но как увидим позже, оптимальные шаги квантования весьма • •разные. Во многих физических и технических применениях выборочные траекто­рии непрерывных случайных функций обычно квантуют из источника данных, делая их доступными для компьютерного хранения и обработки.В теории связи и передачи сигналов классическая выборочная теорема Шеннона широко используется для квантования и оценивания выборочных траекторий случайных процессов с ограниченным спектром. Однако, этот подход не сра­батывает для процессов с неограниченным спектром, имеющих, например,



.54 А. X. Симонян, М. Р. Лидбеттерковариационные функции вида или Для этих случаев можноиспользовать регрессионные алгоритмы, и схемы квантования могут быть получены для гауссовских стационарных процессов с неограниченным спектром [2], [3]. Обобщения регрессионных оценок не практичны с точки зрения числен­ного анализа [11] (алгоритмы восстановления реализаций зависят от значений ковариационной функции). Это же справедливо и при оценивании тригономет­рическими многочленами [8].В отличие от этого квантование и оценивание, рассматриваемые в настоящей статье, не предполагают гауссовости и могут быть сформулированы для много­мерных случаев. Предложенный метод оценивания выборочных траекторий так называемыми интерполяционными многочленами индивидуальной степени имеет много преимуществ, и главным образом, конструкция этих многочленов делает их вычислительно привлекательными чисто с точки зрения численного анализа.§2 . ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯПусть <(4), 4 е ГО1* - действительнозначное однородное случайное поле с Е£(1) = О, Е£2(4) < оо и т-раз непрерывно дифференцируемой ковариационной функцией г(4) = £{С(т)С(т + 4)}, 4 е ГО.1*. Пусть
Гт(4) = г(1) - Рт(1}> т > 0, (1)

где рт(4) ~ многочлен степени т, заданный разложением г(4) в ряд Тейлора в окрестности 4 = 0, причем как г (4), так и рт(4) ~ четные функции. Если т- нечетное число, то рт(4) = Рт-1(4). Далее, если г(4) изотропно (т.е. зависит от евклидовой нормы |4| = У£)4[/]2 точки 4), то
(т-1)/а

Рт(!) =Рт-1(4) = 57 ч№> причем (-1Ус,->0. (2)
7=0Теорема 1. (Дж. Кент [6]) Если г(4) (4-раз непрерывно—дифференцируема и 1Г<։(*)1 = О (|1о8щ|8+т) ’ 1*1 —■0 <3)

для некоторого 7 > 0, то для случайного поля {<(4) : 4 £ ГО/} существует версия с непрерывными реяли чяциями.Пример в [6] показывает, что условие (3) в Теореме 1 не может быть значительно ослаблено.



Оптимальная выборка и точность полиномиального оценивания ... 55Замечание 1. В одномерном случае, когда |гг(<)| = г(0) - г(<), Теорема 1 является известным классическим результатом [4].Замечание 2. Если для некоторого в > 0 выполняется более простое условиеМ<)| = О (|*|«'+0 , |*|-0, (4)то имеет место и (3).В этой статье мы рассматриваем случайные поля, удовлетворяющие условию (4), а <(*) обозначает непрерывную версию. Буквами ։,5,А,щ, п будем обозначать целые числа. Вектор * = (*[1], ...,*[</]) £ назовем позиционной точкой. Буквы а я I будем использовать для позиционных точек в ША является целочисленной решеткой и = {и 6 22л : иЩ > О, I = 1,Буквы и, V, у, w будем использовать для элементов из 22 Таким образом, Еа(Л) = {и £ 22* ■ “И < = !>—։ <0 обозначает кубическую решетку (содержащую (к + 1)йпозиционных точек), и С л = {* € : 0 <*[/]< 1, /=!,...,</} есть единичныйкуб в ЛЯ/. Для и 6 22* можно использовать две нормы :(0 ||«||1=Е«1Ч и (в) ||и||те = тах{и[/]}.I 1
лДля и € 22* и I £ Ш.* определим одночлен *и = П и будем говорить, что 1=1многочлен аи*и имеет общую степень к, тогда как 52 аи*“ имеет индивидуальную степень к. Таким образом, рт(*) в (1) имеет общую степень т, если т четно, и т — 1, если т нечетно.Введем следующий класс “интерполяционных многочленов”, см. [6]. Возмем Л > 0 и рассмотрим следующий регулярный выборочный метод или А-квантование параметрического пространства И* с основным шагом А. Для п > 1 пусть А,».п = Ау + НС а = А(у + Са), у € Ьа(п — 1)> будет кубом с нижней вершиной в Ау н ребрами длины Л. Зафиксируем к > 1, у £ Ьа(п — 1), А > 0 и для * £ А,к,п положим * = А(у + а), а £ Са. Интерполяционный многочлен индивидуальной степени к > 1 определим как

дл(у + в) = з(А(у + ®)) = 52 Аив'1> 
11«11»о<*где

(а (у+ ֊)) ,
1М1<х><*Ои« определяются (к + 1)** связующими условиями : д (Л (у + £)) = С (А (у + £•)). Таким образом, эти коэффициенты зависят от А и с/, но не зависят от функции £(*) 



56 А. X. Симонян, М. Р. Лидбеттериотуи А. Если к > 1, то многочлен ограниченный гранью куба А(у + СД является интерполяционным многочленом в ИГ*՜1. На (А 4-позиционных точках куба А(у + Ьл(к)}, лежащих на этой грани, предыдущий многочлен совпадает с исходным полем. На грани между любыми двумя смежными клет­ками, ?л(4) сводится к одному и тому же (<4 — 1)-мерному интерполяционному многочлену, проходящему через (А + 1)а֊1 позиционные точки. Следовательно, ?А(0 непрерывен (хотя и недифференцируем) на границах смежных клеток.§3. ПРИРАЩЕНИЯ И ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ МНОГОЧЛЕНЫОпределение 1. Для <(4), I 6 Ш. рассмотрим линейную комбинацию а,<(4,), <=1где а» € №. суть весовые коэффициенты, ап- число фиксированных позиций 4,- 6 ША Такую линейную комбинацию будем называть приращением А-го порядка (А > 1), если для всех ш 6 22^ с ||ш||1 < к имеем
։=1Обозначим ошибку полиномиального оценивания £(4) (поле ошибок) через

Сл(у + «) = С(А(у + «)) - д(Л(у + в)) = С(А(у + »))-

- 53 ( 52 с (л(у+т))՛ 
П"11о=<* \1|и1!оо<* /и пусть

гь,и(а>2) = ст [б>(у + л),Ск(у + г)] > з.г&Са.Лемма 1. Поле ошибок циклически стационарно (периодически корре­лировало), т.е. гл1У(в, г) = гл,о(в, я) и
?л(в, я) = »\,о(в, «) = г(Л(в - я))-

п»п-<*
+ 52 52 52 12 аи„аи,„,г(^-ъ')\аи2и

11“П=о<* Ци'|1оо<* Ь|«П«=<*||«'||=о<* 4 '
(5)

Доказательство : следует из шаблонных вычислений.Далее, не умаляя общности (см. Лемму 1), рассмотрим ошибку Ох (в) на Са (эквивалентно случаю у = 0). Следующая лемма играет ключевую роль.



Оптимальная выборка и точность полиномиального оценивания ... 57Лемма 2. Поле ошибок является приращением Л-ого порядка для поля С(Лв), в € Сл-Доказательство : Согласно Определению 1, Сл(в) является суммой вида 22<»<С(4»). гдеа0 = 1, 40 = Лз, а„ = 52 аи„зи, 1„ = ||«||оо < Л-И«11-<*Нужно проверить, что 22 «»4“ = 0 для всех е с ||ю||1 < к. Имеем
52 = аофо) + 52 “«£(**)>• П«11оо<*

где .4и = 22 аии СУТЬ коэффициенты интерполяционного многочлена1Н11оо<лд(Лз) = 22 Аиви для функции р(Лз) = (Лз)14՜. Как и выше, постоянные аи1, не П«11~<*зависят от д(1), а определются (Л + 1)^ связующими условиями / Ли\ /Лв\
Следовательно, интерполяционный многочлен порядка к совпадает с простым многочленом д(1) = 4*°, ||м||1 < к в (Л + I)'1 позициях, и следовательно, они тождественны. Таким образом52 arf = (hey - q^hs) = (hsy - g(hs) = (Лз)ш - (Лз)ш = 0. 

iЛемма 3. Предположим, что ковариационная функция г(4) поля £(4) m-раз непрерывно дифференцируема (тп > 0). Тогда в формуле (5) значения функции г(4) можно заменить их “иррегулярными” частями гт(4), задаваемыми согласно (1) для 2к > т, если т четное, и 2к > m— 1, если т вючетное.Доказательство : аналогично рассуждениям Леммы 2 в [б], хотя наше утверж­дение несколько более общее. Утверждение предыдущей Леммы 3 остается в силе и для средне квадратической ошибки (СКО) при оценивании поля <(4) интерполяционными многочленами индивидуальной степени к.



58 A. X. Симонян, M. Р. Лидбеттер§4. ОПТИМАЛЬНАЯ РЕГУЛЯРНАЯ ВЫБОРКА И ТОЧНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯПусть £(<), 4 £ ֊ изотропное случайное поле с ш-раз непрерывно дифферен­цируемой ковариационной функцией г(1). Пусть для <5о > 0, постоянной Ь, четного целого т такого, что т + а > <1гт(*) = (-1)т/2+^2|*Г+“. 1*1 < «О, 0 < а < 2. (6)Так как из (6) следует (4) для некоторого 0 > 0, то £(t) можно предполагать непрерывной. Для гауссовских полей непрерывность следует из более слабого условия [1] г(°) “ = 0 (| log |i| р+» ) ’ £ > °’
поэтому условие т + а > d можно опустить.Обозначим дисперсию поля ошибок (или СКО) через од t(s), и предположим, что 2Ь > т.Определение 2. Шаг квантования Ло называется основным ^-оптимальным «• л ‘ .для некоторого £ > 0, еслиЛо = вир < Л : шахпд *(в) < е3, 0 < Л < 6о<*-]/2Теорема 2. При условии (6) для в € Сл, если £(Л«) 9л(в),

в'llullooS^ Jlvlloo<£

^(«) = (-1)“« 2 Е Е °-НГ"’“-
. И“11оо<41Ы1—<*

52 52 12 52 о«««*«'-
ll«llo= <* П«'П—< * IMIoo<* lie'll«» <*

°*(s) 0;
(ш) Кор1 = Ло = (515т) \ где = тпюса^(в).Доказательство : легко следует из Лемм 1-3, условия (6) и Определения 2.Утверждение (ii) Теоремы 2 задает скорость убывания СКО по Л и точное значение коэффициента Ь2<г%(з). Отсюда также следует, что <т^(э) зависит от d и неубывает по d.



Оптимальная выборка и точность полиномиального оценивания ... 59Теорема 3. Пусть £(Х), I 6 1Я - стационарный случайный процесс с абсолютно непрерывной спектральной компонентой. При условии (6) наименьшая подходящая степень для интерполяционного многочлена будет к = 1, а интерполяционный многочлен индивидуальной стргтрня 1 является ломаной функцией. Следующие рекомендации по выбору Аор, обеспечивают СКО = е, если 0 < Ао < 80 :

( 2е2 \^а(а) А^ = |^3(2а-а _ . Для т = 0, 1 < а < 2(для гауссовского процесса это справедливо при 0 < а < 2);/ 2^2 \ 1/(2+“)(*) А<^ = (ба(1-2-°)7 ’ для т=2;
/ х4е2 Vм 4(С) А^=Чб(А4-А1)7 ’ ДЛЯ т^4'

где А,- является ։֊ым спектральным моментом, причем Ао = 1.Доказательство : Имеем <1 =1, А = 1 и1 1 ?(М = 52 52 аи„С(Аи)яи, » е [о, 1], и=0и=0д(Ан) = С(Аи), V = 0,1.
Следовательно, аОп = аи = 1, До1 = 0, аю = —1 и ?(Ая) = (1 — з)£(0) + з((А), я € [О, I]. Из Теоремы 2 и вычисления дЗ получаем (а) при т = 0, я (Ь) когда гл. = 2. Случай (с) можно проверить непосредственным вычислением <г2 для 
т > 4. В последнем случае “регулярная” часть ковариационной функции играет решающую роль, так как 2к < т, и мы не можем применить Теорему 2. Для случаев (а) и (Ь) Теорема 2 применима, и следовательно, “иррегулярная” часть ковариационной функции становится решающей.Замечание 3. Случай (а) соответствует процессам, которые недифференцируе­мы в среднем квадратическом (т = 0 и 2к > гп), случай (Ь) соответствует один раз дифференцируемым процессам (т = 2 и 2к = т), а случай (с) соответствует процессам, которые по крайней мере дважды дифференцируемы в среднем квадратическом (т > 4 и 2к < т).Замечание 4. Если, дополнительно предположить, что процесс £(<) гауссовский и тп = 0, то наилучщий регрессионный алгоритм для оценивания С (Аз), з 6 [0,1], 



60 A. X. Симонян, M. Р. Лидбеттерявляется функцией регрессии В{С(/м)К(0), {(h)}, см. [3]. Далее, с вероятностью 1, функция регрессии асимптотически является “многочленом Лидстоуна” степени 
а, 0 < а < 2, при h -» 0, т.е.ЯС(А«)1С(0), С(А)} ~ |[1 ֊ 8“ + (1 - 8)°]С(0) + |[1 + 8а - (1 - в)ЧС(Л) =

= |K(O) + C(A)] + k(A)-C(O)][-°-(l֊s)“],. 8е[0,1], Л-0. (7)Z ЛЗаметим, что для малых значений h отклонение функции регрессии (7) от и-нтерпп.панионного многочлена индивидуальной степени 1 (прямолинейный от­резок) определяется как △<։(«) = в" — (1 — в)в + 1 — 2в, в Е [0,1]. Например, max |Aa(s)| » 0.0268, и график △3/3(в) задан на Рис. 2.
0<«<1, 1<п<2

Более того, для оценки (7), шахСКО (МСКО) = b2hao} приводит к тому же самому Это показывает, что интерполяционный многочлен степени 1, имеющий ту же оптимальность что и (7), является более простым для вычислений и поэтому предпочтителен чем (7).
Замечание 5. В случаях (Ъ) и (с), £{С(Лв)|С(О), С(Л)} асимптотически является интерполяционным многочленом степени 1, при h —♦ 0, и вновь МСКО = 
b3hm+a<r2, см. [10].Теорема 4. Пусть £(t), t € JR2 — изотропное гауссовское случайное поле с E((i) = 0 и ковариационной функцией

r(t) = Г-62|t|e, |t| < <50, 0<о<2 



Оптимальная выборка И ТОЧНОСТЬ палитмиялкнот оценивания ... 61для некоторого бг, > 0. Тогда наименьшая подходящая степень для интерполяционного многочлена будет к — 1 и соответствующий интер­поляционный многочлен имеет вид
?л(Ф].42]) = О - 4Л)(1 - 4ЧХ(0, о) + 42])(1 - Ф1Х(о, Л)+

+4Л)(1 ֊ в[2])С(Л, 0) + в[1]в[2К(/»։ Л), (41],«[2])€Са- (8)Кроме того, для СКО = е и 0 < /»о < б02-1/2 имеем
/ ' ^2 \ 1/°= ^6Я(2֊а/2+1 _ 2а/2-2 _ 2֊1)) ’ (9)

Доказательство : Так как Л = 2, к = 1,т = 0,то для в[1], з[2]) е Сг получаем 
2 2 2 2Ыа[1],42])= Е Е Е Е М1М2Ь№га«[1]и[1]^2]։|[а]С(^[1].А42])։

и[1]=0 и[2]=0 и[1]=0 «[2]=0

?л(«[Ц> 42]) = М2])> 44 = °> 1» и[2] = °> 1-Следовательно
«0000 = «1100 = «0101 = «1010 = «nu = 1,
«0001 = «ООН = «0010 = «ОНО = «ОШ = «1001 = «1011 = О, 

«0100 = «1000 = «1101 = «1110 = —1>

приводят к (8). Согласно Теореме 2, пункт (ii), имеем
^(44, в[2]) = 2 {(4i]2 + 42]2)“/2(i - 4i])(i - 42])+

+(41]а + (1 - s[2])2)e/2«[2])(i - 41]) + (42]2 + (1 - 41])а)в,84Ч)(1 ֊ 42])+ +((i - 4Ч)2 + (1 ֊ 42])2)“/241])42] + 2(2 - 2“/2)41]42](1 ֊ 4i])(i - 42])- 
-4i](i֊4i])֊42](i֊42])},= а2 (|, Г) = 2֊“/а+1 - 2“/2-2 -2-1, 

\ л/ Jоткуда следует (9).Замечание 6. Утверждение Теоремы 4 является аналогом утверждения (а) . • : 1Теоремы 3. Утверждения, подобные (Ь) и (с) можно получить аналогично, используя точные формулы из Теоремы 2.



62 А. X. Симонян, М. Р. ЛидбеттерЗамечание 7. Случайные поля в Теореме 4 - недифференцируемы в среднем квадратическом. Формулы для дА(з) и а?(в) в Теореме 3 для одномерного случая легко выводятся из формул дА(а[1], 42]) и <г1(41]> «И) подстановкой з[2] = 0.Замечание 8. При т = 0 наилучший алгоритм для оценивания С(Аа[1], Аа[2]), (в[1],д[2]) С Сз), основанный на С(О,О),С(О,А),С(А,О),С(А, А) будет функцией регрессии Е{С(Ав[1], А»[2])|С(0,0),<(0, А),<(А, 0), С(А, А)}. Он более сложен с вы­числительной точки зрения, чем дА(з[1], «[2]). Для гауссовского случая и регрес­сионной оценки МСКО = Ь2А“а2, см. [9], с той же а2 как и при оценивании посредством дА(я[1], «[2]). Интерполяционные многочлены дают требуемую опти­мальность и имеют более простой вид (8).Замечание 9. По индукции (или непосредственным вычислением), для £(1), < Е Ж.3 и к = 1 имеем
ЫФ]. 42]. 44) = (1 ֊ 41])(1 ֊ 42])(1 ֊ 4з])С(о, о, о)+

+(1 ֊ 41])( 1 - а[2])в[3]С(0, о, А) + (1 — а[1])( 1 - 43])44С(0, А, 0)++(1 - 41])42]43]С(0, А, А) + (1 - а[2])( 1 ֊ в[3])41]<(А, 0,0)++(1 - д[2])д[1]«[ЗК(А, 0, А) + (1 - в[3])«[1]д[2]С(А, А, 0) + в[1]в[2]в[3]С(А, А, А).§5. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ “МАССИВНОСТИ” ОПТИМАЛЬНОЙ ВЫБОРОЧНОЙ СЕТИЗаймемся теперь некоторыми соотношениями, связанными с метрической энт­ропией по Колмогорову [7]. Напомним некоторые определения. Ниже X - метрическое пространство.Определение 3. Множество Т С X называется Е-сетью для Т С X. если для каждого х Е Т существует по крайней мере один у Е Т на расстоянии от х, не превосходящем е > 0 : р(х, у) < е.Если Т - компактное множество, то оно содержит конечную е-сеть для каждого е > 0. С этого момента всегда будем предполагать, что Т компактно. Для заданного Т и е > 0 пусть есть минимальное значение п, при которомсуществует Е-сеть для Т, состоящая из п точек, или что тоже, минимальное число р-шаров радиуса е, которые покрывают Т. £-сеть, содержащая 1Ус(Т,р) точек, называется минимальной Е-сетью. Натуральный логарифм от Ы,(Т,р), т.е.
Н.(Т,р) = Н.(Т,р)х = 1оВМ(Т,р) (10)



Оптимальная выборка и точность полиномиального оценивания ... 63является е-энтропиеи по Колмогорову (или метрической энтропией) множества Т в X. которая характеризует ■‘массу” множества Т посредством Н. Ступенчатая функция Нл(^Г,р} убывает, непрерывна справа по е > 0 и быстро возрастает к бесконечности при е J, 0. Она также монотонно возрастает по Т.Если множество Т допускает с-сеть из п элементов, то согласно (10), двоичные “кодовые слова” длины ~ log2n достаточны для восстановления х £ Т с ошибкой < е. В частности, для каждого фиксированного d и любого d-мерного параллелепипеда Т С TR.d имеемtf,(7,p) = dlog (0+0(1), £-»0. (11)
Соотношение (11) имеет место для каждого ограниченного подмножества Т £ тД имеющего внутренние точки. Пусть

°к = *(s) = sup E \ = b2hm+acr2k,где как в Теореме 2. Рассмотрим псевдометрику Дадлиp<(l,s)={EK(t)-Ch(S)|2}1/2.
Определение 4. Если Т С 1йД то сеть S = S(e,T) точек квантования в Т называется е-оптималной выборочной сетью, если |5| = card S минимально и удовлетворяет условию а/, < е. По Определению 2. = ей Sop։ определяется
ПО fiopt •Определение 5. к называется точной метрической размерностью Т (или размерностью по Колмогорову), см. [7], еслик = inf (к/> 0 : Яв(Т,р)<Яо + «/^(0, е < 1}. (12)
В частности, если р - обычная евклидова метрика в ШД то k = d (следует также из (11)). С другой стороны, если Т - ограниченное выпуклое подмножество из шД <(*) - изотропное случайное поле с ковариационной функциейr(i) = 1 — Ьа|<|“ + о(|*|“), t —»О, 0 6(0,2],ар- псевдометрика Дадли, то Pc(i,s) < C|i — s|“/2 и (12) имеет место при 
к = 2d/а. Более того, нетрудно проверить, что(^i°g0 = 1> 0<“<2- (13)
Напомним, что оценка поля £(i), t £ [О.Т]'* интерполяционными многочленами индивидуальной степени k требует (A + 1)<։|S(e, [О,?]“1)! выборочных точек, так что разбиение пространства должно быть осуществлено шагом «С А.



64 A. X. Симонян, M. Р. ЛидбеттерТеорема 5. Если <(*), i 6 [0,T]d удовлетворяет условиям Теоремы 2, то из условия т + а > d > 1 и при h„pt < 6gd получаемlimf-^-log^ ’logGA-b l)d|S(£,[0,T]d)|) = 1, (14)
<-.o\m + a eJlog((fe + l)d|5(£,[0,nd)l) _P для m = 0, d=l, l<a<2, ։-0 Я.([0, T]d, P() I ֊ В противном случае.Доказательство : По Теореме 2, если h0 < 6od */а, то имеем

iog|s(e1[o,T]d)| <а1ог(т(|ад2/(га+в)) + ֊^i°g| + °(1)> £^°-
Имея также, что
получаем log|S(e,[0>Tld)|~;^logl1 е-0,
т.е. (14). Из (13) и (14) следует (15).Замечание 10. Из (15) вытекает, что если средняя квадратическая гладкость С(1) возрастает, то число е-оптимальных выборочных точек убывает. Для недифференцируемого случайного процесса £(t), t G [0,Т], число точек в е- оптимальном выборочном множестве и минимальной е-сети асимптотически эквивалентны. Таким образом, Теорема 5 показывает преимущество использо­вания интерполяционных многочленов индивидуальной степени.Теорема 6. Если £(t) удовлетворяет условиям Теоремы 2, то для поля ошибок Сло,,(в)
(») p(|Ca.,,(s)|>*) ^Cd, а > О,

где <ra(s), о* определяются как и в Теореме 2.(й) Если у G (0,1), то 100(1 — 7)% - предел ошибки оценивания интерполяционными многочленами индивидуальной степени к будет
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соJX2֊՞))֊2 < оо, (А(с)) 3 не возрастает, при л —» О, п=1

ТО

<- <^Ла(е)'(w) •г— 1hm——-г- «—оеЛ(£) < 1 почти наверное для каждого в 6 С л-Доказательство : (i) По неравенству Маркова имеем
Р (|&.„(.)| >») <\| I Z Ц, (* и U

(ii) следует из (i), если взять у =(iii) Из (i) имеем
-2<_dw_о?А3(е)(iv) Если взять 0 < Еп < 2 ”, то согласно (iii) получаем( 1 \ / й.„(в) 1г е„А(£п) - А’(2֊»)у - Д е"л(еп) ^(£п)

< °ь(в) < °^(а) < 1- о^(А(еп))2 - - (Л(2-П))аОстается применить лемму Бореля-Кантелли.Следствие 1. В частности, в качестве А(е) можно взять скорость возрастания “массивности” параметрического пространства, заданного формулой (10) или, что эквивалентно, скорость возрастания длины двоичных “кодовых слов”, так что СКО < е. Таким образом, если Л(е) = log(l/c), то
lim——7—r-r < 1>~o£log(l/e) 1™*^ 'I ~

§6. ТОЧНОСТЬ ПРИБЛИЖЕНИЯ ГАУССОВСКИХ ИЗОТРОПНЫХ 
ПОЛЕЙ В РАВНОМЕРНОЙ НОРМЕЦелью этого параграфа является изучение максимума поля ошибок при полино­миальной интерполяции гауссовского изотропного поля с нулевым средним при условиях (6), приведенных в §4.



66 A. X. Симонян. M. Р. ЛидбеттерЛемма 4. Если <(Ла), з Е Са - изотропное случайное поле, удовлет­воряющее условиям (6), и О>о(в) ~ поле ошибок при интерполяции многочленами с основным шагом Ло для Е-квантования (см. (ш) Теоре­мы 2), то для 0 < 6 < е имеем
(»■«‘•'а.) <“>где Но определяется через Ло, 6, о՜*, т и а из Теоремы 2. р- -размерность по Колмогорову (12) для параметрического пространства [0, Ло]а будет « = и к < 2.ГП’гО’ —Доказательство : Согласно Теореме 2 дисперсия поля ошибок а2 Де) удовлет­воряет неравенству

По неравенству Минковского, если 4, з £ С л, имеем
р? (4,з) = \IVar |Сл(4) - <А(з)] < ^/УатО,^) + у/Уаг^з) = у I и т ’= <гА14(<) + <гА,*(з) < 2|6|а*Л("։+“)/2.Для 6 = 2|6|<т4Л(т+“У2 мощность 6-сети будет

Следовательно, при 6 —»О для log Nf получаем
Hs ([О.Ло]“,/^) < rflog(Ao22/(m+a)|b|3/(m+e)ff’/(m+e)) + log | + o(i), 

что соответствует неравенству (16). Лемма 4 доказана.Замечание 11. Аналогичными рассуждениями получаем, что для 0 < 6 < е существует Hi такое, что
«• (P.O.'S,) г <17>Введем следующие обозначения : Вд(4) есть р -шар радиуса △ в точке I и е С*о

Н( ) является 6-энтропией шара Вд(4). Пусть
dx,

Г6 / ' \0(6)= / Н^ ([0,ЛоГ.Р,-^) dx,

!/>(&., 6) = sup 0(i, △, 6), 
*6[О,ЛоИтак что 0(6) является интегралом Дадли.



Оптимальная выборка и точность полиномиального оценивания ... 67Теорема 7. Пусть <(Лоа), s g Cd - гауссовское изотропное случайное поле с нулевым средним, удовлетворяющее условиям Леммы 4. Су­ществует постоянная C(d, тп, а) такая, что из неравенства« > f + —37֊>og2 + J . 4-У2 + 1IV m + a \l2(m + a)lследует, что
P (sup — |c>0(e)| > < C(d,m, a)a^“_Je՜ e(1+4v^)Ho-aa/2|

\<ес‘£ 1 1 / где C(d, m, a) = 9.6 exp (2 + 4^^).
Доказательство : Согласно Теореме 2 гауссовское поле ошибок Ca0(s), s Е Cd удовлетворяет условию

sQu(s))=0, я(4Д,(*))<1

и V>(1) < оо. Действительно, для заданного е > 0 согласно (16) имеем
<Ю) = ([О, Ло]", К ) dx< f1 Jho + ֊^֊\^T dx <Jo 4 Jo V m-j- a ex

где Г (у) - функция Эйлера. При этих условиях поле е-1Сл0(в) с вероятностью 1 будет непрерывным. Здесь было использовано, что
^֊4*0(t>e)=e 1Р(к0 (*»«)> «еС^,

и (см. Лемму 4)
Не ([0,ho]d,pe_^J<Ho 2d , 1+ —:— l°g -F- m + a Eb (19)

Согласно [5] для a > 1 + 4֊ч/2"0( 1) имеет место следующее неравенство :
(1 I \ д2 *sup - СЛо(з) > “) < Э.бехр -^-+0(а) , «ес*£ 1 1 7 4 (20)1 к
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где

0(a) = inf {2а2Д2 + 4л/2։иА(Д, Д) + Яд ([О,Л°1А +logA}.
Теперь необходимо оценить 0(а). В силу (19)

/ \ \ 2d А»«(».Д./-.-.&.) = "•< - »" +

так что У>(Д, Д) < Я0Д +
о

-М-Д [' dx = ЯоД + 7-^-Д^ = с։Д, (21)
m + a Jo V х V m + а 2где С! = Яо + V-Наконец, из (19) и (21) для А = l/а получим/— 2d а0(а) < 2 + ev2ci + Яо 4------ -— log - + log а <
4'~ т+а е

. .. . I ird 2d , а< 2 + (1 + 41/2)Я0 + 41/ — ----- F —-— log - + log а.
~ V m + а т+ а еТаким образом, теперь из (20) получаем (18). Из доказательства Леммы 4 имеем

Яо < dlog (b022/(m+“)|b|a/(m+“4/(m+“)) +1. 
/ £ \2/(m+“)Согласно Теореме 2, Ло = ( т— ) , и поэтому\6o-jb/ 

2d 2dЯо < 1 4----- :— log 2 4------- -— loge, (22)m + а т + а 'Г1 Г 2d , 7 2d , 2d , Г, ^(1) < / \/14------ ;—log 2 4--------—loge +—-—log—dz =
Jo V m + a m + a m+ a ex 

f1 Г, 2d i n 2^7 ï՜, = / 1/14- ——- log 2 + ——- log - dx < Jo V m + a m +a x

ГГ, 2d . n. / 2d A ï j A 2d , „ I d^~<1/14------ -—log2 + i/—-— I i/log-dx= i/14-----------I°g24-i/r7----------r.V m + a Vm+aJoV6® V m + a у 2(m + a)Для получения неравенства а > 1 + 4-\/5^(1) достаточно взять а как в условии Теоремы 7.



Оптимальная выборка и точность полиномиального оценивания ... 69Теорема 8. В условиях Теоремы 7
Р \ зир - |Сл0(в) I > а

\«6С* е 1 ।
< С1 (</,т, а)а^» (23)

где
С1((1, т, а) = С(Л, т,а)ехр (1 + 4>/2)(1+ 2</ 

т + а
1ой2)Доказательство : непосредственно следует из Теоремы 7 и (22).Теорема 9. В условиях Теоремы 8(а) если и > т + а, то

2< С](й,т,а)(1+ я)^“1е?^^1+4^ехр -г - ~2՝Г\ » (24)
(Ь) если 2<1 < т + а, то

Р Сес₽* * М " Л(£) + ад) ֊ т' “Р [-’ “ '(25)где Л(е) - максимальный корень уравнения
Достаточно взять 0^7՜ 0 1081^*1 2\Ж110<И
Доказательство : следует из Теоремы 8, если положить а = А(е) +Следствие 2. С вероятностью 1

Вт I —/и I аир 1^0(«)|) < а/--2^ -•*—0 \Ед/| 1ойе| »ес* I 7 V т + аСледствие вытекает из Теоремы 9 и леммы Бореля-Кантелли.Замечание 12. Оценки из предыдущих теорем можно использовать для получе­ния доверительных интервалов для ошибки интерполяции гауссовского изотроп­ного случайного поля многочленами индивидуальной степени.
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