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Рассматривается дифференциальная игра уклонения поэтапно ме
няющейся нелинейной системы от т целевых множеств в классе 
стохастических программных стратегий. Второй игрок строит свою 
стратегию, отслеживая построенный поводырь при самом упорном 
сопротивлении со стороны первого игрока. Сформулированы и до
казаны принцип минимума и правило максимина. Получена оценка, 
позоляющая оценить уклонение стохастического программного пучка 
системы от поводыря в любой момент времени.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть движение системы в конфликтно-управляемой дифференциальной игре 

описывается дифференциальными уравнениями

= /к^,хк,ик,ук), к е 1 = {1,..пт}, (1-1)

где Д : ро, оо) х П1П х Рк х <2к ।—» Ш.՞ - непрерывные функции и допускают
5А непрерывные производные ■=-»-, компактные множества Рк С Ш.₽* и С ПЗ.9*

суть множества возможностей игроков. Предполагаем, что /к удовлетворяет

условию бесконечной продолжимости решения для каждого к £ I

<Х*(1 + ||х*||2), (^,хк,ик,ук) е [10,оо)х1К.пхРк*(Эк, (1.2)

где Хк ~ постоянные числа. Предполагается, что выполняется условие седловой 

точки (см. [1], стр. 55) для каждого к е I :

ппп шах 5'^(1,хк,ик,ък) = шах шш 3"/кС։,хк,ик,ук),

(*,хк) е [<0,оо) х пи1, 5 е из.՞. (1-3)
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Предположим также, что заданы замкнутые множества Мк в евклидовом прост

ранстве {*, ®} 6 Ш-п+1. Пусть задан набор моментов времени = 0о < < • • • <

ет = 9, причем

Мк п {(*, х): X е В", « = М / 0, к е I. (1.4)

Пусть (toi ®о) •*- исходная позиция системы (1.1), где х0 = ®(to), и Дг - разбиение 

полуоси [to, оо) узлами с диаметром разбиения

6r = sup [тЗД - т/г)] , г =1,2,...

Предположим, что для каждого г моменты Времени 9к принадлежат множеству 

узлов разбиения, т.е. . м .
•O/U гт:

• 4^ = в0։ т£г) = 0!, ...т^ = е^=о.

Рассмотрим дифференциальную игру уклонения от всех множеств Мк к момен

там времени Ок, к Е I при условиях (1.1) - (1.4), в которой управления щ и п* 

являются случайными функциями, т.е. зависят от элементарных событий = 

{6,-..,€«»} из вероятностного пространства (П,й, Bih, P,fc), которое строится по 

схем«,, одисанной в [2], стр. 291,

Определение 1.1. Стохастическим программным управлением

4ÿ,(.) = = #,(•)(**. d«k|(tw))> * 6 Pi-i,

назовем любое измеримое no t,w отображение из (to.co) х Q,b в пространство 

вероятностных мер из множества Рк х Qk, удовлетворяющее условию

>&,(•)(<*«*. dt?jt|(t,w)) = ;••.&)], t e [тй,^г)) •

Определение 1.2. Стохастическим кусочным управлением 
* У'՛ ՛ <»•*■’ •• > û’’.--

j, = к,m, CJ Ç Qjt

назовем любой набор стохастических программных управлений.

Определение 1.3. Множество ■

{п<у}.(-)» (*•>в™)> ։/0‘}.( )}п > вк~1 ^вк< 3 = к> •••>т> w к £ 1
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всех стохастических кусочных программных управлений, удовлетворяющих ра

венству

/ ’?{/}.(<.«)(^и*> <*«*!(*>")) = *>*) =' ։/У}.(^)(^и*)> “ С Пк

при почти всех значениях I 6 [4. ,0т), назовем стохастической кусочной 
элементарной программой.

Всякая стохастическая кусочная элементарная программа является выпуклой, 

замкнутой и компактным множеством стохастических кусочных программных 

управлений.

Определение 1.4. Замыкание какого-либо объединения стохастических кусоч

ных элементарных программ назовем стохастической кусочной элементар

ной программой {»?{/},(■)> [*•■ 0т)}п второго игрока на полуинтервале [4., 0т) 

(У = к, ...,ТП,Ы € Я*, Ь 6 /)•

Определение 1.5. Функция в(4,ш), которая на интервале [таа։{4.,0<-1},0у) 
'■ • • ՛/ ■ •*; ч.- • ՛

совпадает с решением г;(4,ш) стохастического дифференциального уравнения

Г.' ’ Г՛-1՜-*
®л = Л(«,ы)(^У.^К*>ш)) (1-5)

и удовлетворяет начальному условию = ж», называется стохастическим 

программным движением

х(г,ш) = л^,ш,4.,г.,։7Ш։(.)), 4. £ [0*-1,0*.),. 4.е[4.,0т), « 6 Я*,

порожденным кусочным стохастическим управлением П{>},(«,ы)։ исходя

щим из точки (4., г,). Заметим, что для решений х^ ] — к, 1 выполнено 

условие непрерывности Х](0;,ы) = ху+1(0;-,ш).
»я - '.= -г .•> . .. . ■ :՛ ■ -

Определение 1.6. Множество функций {х(4,и,4», ։.Л0'},(-))} назовем движе

нием, порожденным стохастической кусочно-элементарной програм

мой

^)- ИЯ.()}П

второго игрока, исходящее из точки (4,, г»), если каждое движение х(4, ы,4», 

я3 этого пучка порождено кусочно-стохастическим управлением
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П0},(-) из (16)- Отметим, что необходимо

%,(•) € {։?*,(•)! [*•»**)» ''*.(•)• ы е П*} >

Фк+1,(} е {’?*+!.(•)՛ Р*Л*+1)» ։'*+!,(•)> и 6 П*+1} ,

Аналогично определяется стохастическое программное движение {х(Х,ы, 

(•))}։ поРожДенное кусочной стохастической программой

{пЬ}.()}п-

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРОГРАММНЫЕ ЗАДАЧИ

Задача 2.1. Предположим, что имеет место (1.4), а также при заданных 

моментах времени = Оо <6\ < • • • <6т = О имеем начальную позицию ($,, х.), 

1» 6 [0к-1,0*) и стохастическую программу (1.6). Внутри этой стохастической 

программы требуется найти оптимальное стохастическое минимизирующее уп

равление ’7^/}.(«.и,)» * [*•> 0т)> которое удовлетворяет условию

....к-1 ; х., ....=

= -Кл (Ж>.(.։}пР^'Х^='....‘֊>: в’в”’Ш.(.)).РП/=к....т)•

(2-1)
где

р((^.®ЛР°),=1....т) = ППП [х((^.®ьР/)/=1.... т) : Р] £ м^9^=1.... т].
Рз^мЛвз)

Аргументы ху, 1 = 1,...,Ь — 1 в (2.1) являются фиксированными, если I, £ 

[0к-1, #к). Предположим, что функция

X : [<о, оо) х Ш.” х ■ • • х [«о, оо) х Ш." х 1ЯП ।—♦ Ш.1 

непрерывна и имеет непрерывные частные производные по всем аргументам в 

области х((^,Х;,Р^)у=1....т) > С.

Решение Задачи 2.1 всегда существует, т.к. функции х непрерывны, а их 

аргументами являются непрерывные функционалы, определенные на множестве 

непрерывных движений. Множество всех движений, управляемых по программе 
(1.6), компактно в метрике Ср.։вт].
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Задача 2.2. Даны начальная позиция (4., г»), моменты времени 40 = 0О < #1 < 

••• < 9т, компактные множества Л/*, (1-4) и 4. £ [^*-1,64), к £ I. Требуется 

найти максиминное стохастическое программное управление 4 £ [4.,6т), 

удовлетворяющее условию максимина

р((^.рД=1..,*-1: ...т) =

= тах ™п • р( (^>х/1Р?) _1 I

(В),х(еьш,и,х.,г1{]-уЛ.^,Р^л=:к....=£^(։,,х„ы,х1,...,хк-1,{9^}).

Для доказательства существования решения Задачи 2.2 достаточно показать, что 

максимум в (2.2) достигается. Каждое из областей достижимости

(?* = {г = х(вк,ш,4.,г.,пь},(.)) :»?{/},(.) € {»7{Л,(•).[*.. йп). ։'«},(•)}} 

замкнуто в Ш.” и непрерывно зависит (по метрике Хаусдорфа) от второго 

игрока [1], стр. 131 - 132. Функционал

ПШ1 тт[х((^1 > Р1). •••> (^т, ®т,Рт) =Рл е Л/у(6у), ; = 1,...,т] :
4 , 7 (2-3)

х,- Е { = к,...,т

зависит от Ск непрерывно, т.к. множества Л41։..., Мт замкнуты. Следовательно, 

функционал (2.3) зависит от программных управлений ։*{/},(•) второго игрока. 

Из компактности программных управлений ^),(.) второго игрока вытекает, что 

максимум в (2.2) достигается.

§3. ПРИНЦИП МИНИМУМА

Ниже, в предложении, обозначим

3‘С*) = Е[Й], . , х 5/(бь^_1)х...хЭД,4),

где — фундаментальная матрица линейного дифференциального уравне

ния

ЭД = -ЭДЭД), ЭД,4) = Е. (3.1)

Матрица Л(т) определяется уравнением

ЭД)=/ / [М ^(.)(^,^.-|(4^)), (3.2)

а векторы р° Е ։ = 1,..., т являются точками минимума в (2.1).
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Предложение. При условии 

min p((0j,xj,Pj°).... j

(OJ։x(0j,W,t.,X.,THn,(.)), P“)j=k....m) > C<

оптимальное стохастическое управление

(з.з)

t. e [0k-i,Ök), wen*,

разрешающее Задачу 2.1, и соответствующее стохастическое прог

раммное движение x°(t,w) удовлетворяет равенству

JP>JQ'. (3.4)
= / min S^)/f(l,x°(t,w) >։n>ViX(t,<-)(։*“։!(*.w)), Jq,*1**

при почти всех

1//(</«|) = [ т)° л՝(<йк|, </ц||(1, ш)), 1 € ($.,0т) П [0(-1,0(), ш Е П|, I > к.

Доказательство : аналогично доказательству Леммы 36.1 в [1]. 
: ( л. . . .

§4. ПРАВИЛО МАКСИМИНА

Стохастическая кусочная элементарная программа (1.6) второго игрока регу

лярна для начальной позиции (<,, х.) и набора (х1։..., хь-1), если

1) при выборе стохастической программы (1.6) при всех этапах I Е [тах{1», 05-1}, 

0Д ] = к, ...,тп, I» Е [0к-11 0к) и начальной позиции (4.,х.), Задача 2.2 имеет 

единственное по существу решение П{у},(.)>

2) набор векторов р° £ ^,(0,), » = 1, ...,т, минимизирующий (2.1) при =

П{л,(.)> единственен на каждом этапе.

Лемма 4.1. Пусть оптимальная максимизирующая стохастическая 
программа {пу},(.)> [**>®т)> (-)}п из Задачи 2.2 регулярна для данной

позиции (1.,х*) и набора (х1, ...,Хк-1). Предположим, что П?°},(.) и 1°0(^и') 

суть оптимальное кусочное стохастическое управление и порожденное 

им оптимальное стохастическое движение, разрешающее Задачу 2.2.

Тогда при почти всех t £ (t.,0m) П [0|-i,0j) выполняется следующее 
условие максимина :

Jq ®°0^՛ U/> W')n?,(tlw)(«։«։> MM) =

= тюс jnin Sj(t)/i(i, x00(t,«),ul։ vr), l > k,
(4.1)
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где 3^(1) = 
т о / 

= 52 д֊ , ч ч 5у(0у,0у_1)х...х5|(0(3,).

Здесь 5,-(Х, т) - фундаментальная матрица линейного дифференциального урав
нения (3.1) с

д(г)=/ / [В!' <)(^.<М^)), ■ (4.2)

а векторы р°° 6 М(0,-), » = 1. —>тп - точки максимума в (2.2). 

Доказательство : аналогично доказательству Леммы 37.1 в [1]. 

Наряду с движением системы (1.1), рассмотрим движение поводыря 

Динамика поводыря определяется следующим уравнением :
• / * • у՝’1 ’ ! ., ” ‘ ;Л • ••

Й* = Л(Х, Ш*, »*)• (4.3)

Построим функцию Ляпунова и определим управляющее воздействие второго 

игрока, обеспечивающее соответствующие уклонения. Предположим, что для 

любой позиции (X., х») в задаче программного максимина для детерминированной 

системы (4.3), существуют регулярные случаи с гипотетическими рассогласо

ваниями £°(Х.,ад.,0*,1И*(04)) (см. [1], стр. 149) для всех множеств ЛГ* (X» 6 

[04-1, 04)) на к-ом этапе. Предположим, что для всех 1,т Е [04-1, 04), Юк, /ь 6 Ш." 

Существует д*(щ) 6 <2к такое, что

4Дк(М)Л(<» »*,«*,%)> пип тах/££*(+,Х)Л(Х,щ4,и4,и4). (4.4)иьс-Гк чьЕЧь

Построим следующие функции Ляпунова [3] с параметром д :
<; - . . . . •»

хк(1,у1к,1к,...,гт_1) = ------ + £ / —----------£2-------------

' .......- (4-5)

если X б [*4-1,0к -д]

А*(Х,Ш4,Х4>...>*т-1) = 52 / (о),.--------- --------------Г> (4-5)
7=4+1 ^kJ (^։ ш4»^4, —37-11 ^7)

если < б [04 ֊ М34], к б I, где определяется выражением (2.2).

Области определения функций А* и Х'к следующие :

Ск =тт^°?(*.wt.it..... 1у_1,ту)>0, X б [^-1,®к - д], j = к,...lm, (4.7)

С'к =тт£^(^щ43к,...37-1,ту) >0, t б [04 - ДЗ4], 3 = к + 1,...,т. (4.8) 
ТУ
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Функции А* и Х'к бесконечны на границах этих открытых областей. Таким 

образом, если стратегия второго игрока допускает ограниченность функций 

А* и А*, то будет обеспечено уклонение позиции (4, от соответствующих 

множеств до моментов вк — Д включительно.
Определим стратегию второго игрока из следующих условий :

/ пнп / 
«*и*еР‘ [Л

= шах ппп 
«кбСк«кбРк

гр(0),. Гк-----^/к°) Ак(п,*)Л(*,«к, «к)+
[£*,*(*> «’*.7*)г

(4-9)

если 4 Е [**-1,04 - д], и

- --------—б0) ьз (’З • *)Л (*>’"/> и> • «/ )

/ шш 52 / —(о>—~-------- б°^/(’3>4)Л(4, Шу,и/, «у)р|°Д(йву) =

(4.Ю) 
= тах тт У՝ / —т=т------------- --------------------№ Ь;(т; ,4)/,-(4, ш,-, и,-, и,),

если 4 Е [0* — д,4*], а при (4, ги*) $ Ск полагаем {^°^(<*»к)} = В 

[3] доказано, что при выполнении условий (4.4) и регулярности, кусочные 

программные стохастические управления второго игрока, определяемые из (4.9) 

с соответствующими переключениями, обеспечат уклонения всех движений 

Ш4[*,*о,*1,—,*т-и и,о] от попадания на множества Мк до моментов времени 
6к — д, к = 1,..., тп, если только (40, шо € 01).

Так как целью второго игрока является получение гарантированного уклонения 

от целевых множеств ЛГ1,...,ЛГт при самом строгом сопротивлении первого 

игрока, то второй игрок прицеливает движение на поводырь. Следовательно, 

пучок функций, описывающих поводырь, будет решением нестохастического 

уравнения

ш* = А(*, ш*, иьй, и*), ги0 = ш(*о),

где и* [4] - любое допустимое управление, а п* £ С* определяется из (4.9).
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§5. ОЦЕНКА

Конкретная динамика игры удовлетворяет уравнению

= Л(*> хк, и*, V?). (5.1)

Пусть х‘к = - истинное положение системы и пусть поводырь

удовлетворяет уравнению

ш*0) = Л(<.«»*,и415*), ЪкеС)к, (5.2)

где = ш*($.) является самым близким положением поводыря к хк. Точки 

и'к С Рк и Ук 6 определяются из условий

тахМ-хк)'/кЦ.,х*к,ик,ук) = пип гпах (Ш£ - хкУ/к(г.,х*к,ик,юк), (5.3)

тт (шк ֊®*)/А(<->®ь“4>«к) = тах тт (ик - х*)'Л(*..®ьи4.«*)• (5-4)

Точка ик, выбираемая первым игроком, предполагается допустимой, а точка 

ик £ <Эк ~ одна из допустимых управлений второго игрока, определяемая из (4.9) 

(см. [1], стр. 59). Предположим, что первый игрок может измерить положение 

системы и точно определить свое управляющее воздействие из условия (5.3). 

Второй игрок может определить положение системы с точностью хк — хк.

Рассмотрим интервал времени (<о,01) и обозначим

р(*) = |Ь(<)-21И||, *ероЛ). (5-5)

где || • || - евклидова норма. В момент времени I = 10 имеем р(^о) = ||м° — ®?||- 

Следовательно,

= 2 (ххИ - ЩХ(<))' (/^И - /<2\*)) , (5.6)

где

= ®1И = ЛО.хгИ.их,«;), Л(2)(4) = й>1(<) = Л(*,Ш1(*),и1,«1)-

В некоторой ограниченной области, содержащей движения, справедливы следую

щие опенки :

|Л1)и||<*1. |Л”(։)||<л.
||£1Щ-г?|| <^1(4-<о), ||ш1(«)-ш?|| <^>1(*-<о)>
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где т1>1 - некоторое достаточно большое число. Тогда, из (5.6) получаем

< 2 М - [/Г’И - /R*)] + 8^(4 - *0). (5.7)

Оценим (щ? - £?)' [Л1}И ֊ Х2)М] • Имеем 

п+1 л+1
А(г)(0 = (*).“*,»> «1)> “!,< € Р1, а[,} > 0, 52 = 1. (5.8)

1=1 <=1

Учитывая, что /1(/,х,и, и) непрерывна по 4 и липшицева по х, выражение (5.8) 

можно представить в виде

п+1
Ла)(<) = 5><։)Л(^<|-Л) + Д^2)(4), 

1=1 

||ДЛ)|| <^(4֊«о) + А1 Н -х?||.

Здесь А1 - постоянная Липшица по х\ функции /д в заданной области, -

непрерывная функция, удовлетворяющая условию Ит <р°(6) = 0. Поскольку [4] 6—*0
также можно представить в виде

И = /1(‘о, 2?,՝и1,х) + д/^и,

получаем следующую оценку :

п+1
52®11>ЛОо,®?,«м,®1)
1=1

+ 2 ||Ш1 ~ ®?|| ~ *о) + А11|ш' 2?֊х?||.

(5.9)
Заметим, что по определению векторов (5.3) и (5.4) и в силу предполагае

мого нами условия седловой точки, имеем

(«'1-®1У/1(*о,®1,«!,«?)< (ю?-г?)'/1(*о,Х1,и;,,-,г’1)> ։=1,.-,п+1-

Умножая эти неравенства на неотрицательные числа и суммируя по ։՛, 
получим

(щ?֊£?)'
п+1

/1(*0, Х°, иг, «I) - 52 а^/1(*о, г?> Ч,,-, «1)
<=1

< 0- (5.10)
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Таким образом, из (5.7), (5.9) и (5.10) получим

< И ֊ || + 2А1Ра(4) + ^(4 - 40), (5.11)

где - 40) = 4р(40)у>?(4 - *о) + 8(4 - 40)ха-

Проинтегрировав (5.11), получим

р^<р^0)е^~^+^ /‘е-’^[||х?-х;||+^(т-*о)] Лт.

Обозначив

9^(4-40) = шах 40), 
т6[<оЛ]

получим .

Р2Ю < ра(4о)еаА1(<՜'^ + еаАи^1(4 - *о)хт-(е-аА1‘0 
2А1 • •

+ еаА‘‘Цх^ — х^Ц (е-аА։‘° — е_аА1*) < -

< ра(4о)еаА><‘-10) + ^~*о) (гА*֊<ь) - 1) + 
2А1

Следовательно, для интервала времени [2о> #1)

I ~ д111(еа>1(<-1о) _ 
2А1

р2(б1)<р2(40)ехр

(; • 4+1 >
2А152

։=2 >

4+1

(
4+1 \

2А1^б}х) I -

1=1 /
4+1 \

֊1 .
1=1

где > 0 - расстояние между истинным положением системы и положением, 

измеренным с ошибкой, и

6Р=^-^) — X ‘»+Е4։>
\ 1=1 / \ <:

Те же рассуждения для интервала времени [б1։ б2) дают

1=1

< ер.

— ехр I 2А2 52 6^ ехр I 2Аа 52 бР I -

1 
2А3

— ехр I 2А3 52 бР
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где

4”=4”-4?.. îf։«+ è 4”)-«(•»+ E 4” 
\ i=ii+l / \ i=։’i+l

< £j3)-

Продолжая эту итерацию, приходим к следующей оценке для интервала времени

Pt-i.M:
p3(8t) < p2(i0)exp Ê Е М*’) + 

\i=l •=։*_։+1 /

(5-12)

где Е^ - расстояние между истинным положением системы и положением, 

измеренным с ошибкой, и

+ 52 б^И-гИ0+ 52 6^\ ։=ik-i+l 1 \ i=»\_։+l
< Е™ — J

Оценка (5.12) позволяет оценить математические ожидания и дисперсии и т.д., 

для отклонения системы от поводыря, следовательно, и от соответствующих 

целевых множеств.

ABSTRACT. A differential game for pointwise changing non-linear sys
tem with m target sets is considered basing upon stochastic programmable 
strategies. The second player constructs his strategy watching the guide 
under maximal resistance of the first- player. Both minimum and max
imin rules are formulated and proved. An estimate of the deviation of the 
stochastic programmable bunch of the system from the guide is obtained.
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