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В статье рассматриваются конусы с многомерными образующи­
ми над римановыми пространствами. Оказыается, что любой из 
таких конусов над эйнштейновым пространством является либо 
риччи-плоским, либо полуэйнштейновым пространством.

§1 . ВВЕДЕНИЕ : ПОЛУЭЙНШТЕЙНОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Римановые Шс-полупараллельные пространства [1] — [15], характеризу­

емые условием Я(Х, У) • Ях = О, где Ях - тензор Риччи, Я(Х, У) = 

Чх Чх — ^[Х,У] “ операторы кривизны. Они расширяют сим­

метрические пространства и охватывают эйнштейновы и полусимметри- 

ческие пространства. В 1991 году автором было анонсировано [16] и в 1992 

году опубликовано [17] доказательство следующей классификационной те­

оремы.

Теорема. Риманово пространство М класса С°° удовлетворяет 

условию Л(Х, У) • Ях — 0 тогда и только тогда, когда оно является 

либо двумерным, либо эйнштейновым, либо полуэйнштейновым, 

либо локальным произведением таких пространств.

Эйнштейновы пространства характеризуются условием Ях = А1, где А 

- постоянная и I - тождественное преобразование (см. [18] и [19]). Если 
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Я1 = 0, то риманово пространство называется риччи-плоским. Полу эйн­

штейновы пространства, как и класс римановых пространств, удовлетво­

ряющих условию Я(Х, У) • Я։ = 0, впервые были введены в [16], [17]. На­

помним их определение.

Пусть М - риманово пространство. Подпространство касательного 

пространства 7Г(М) в тачке х 6 М, определенное равенством

7<0> = {X еТ։(М): Я(Х,У) = 0 для любого УбТ,(М)},

называется пространством дефектности в точке ж, а его размерность = 
(БтТ^0) называется индексом дефектности в точке ж.

Пространство было изучено С. Чженом и Н. Кюйпером [20]. В частно­

сти, они доказали, что распределение (распределение дефектности) ин- 

волютивно и вполне геодезично. Подпространство всегда содержится в 

подпространстве собственных векторов тензора Ях, отвечающих нулевому 
собственному значению. Ортогональное дополнение 7^ пространства 

в ТХ(М) инвариантно относительно всех операторов кривизны Я(Х,У) и 
тензора Риччи Я1 (см. [17]).

Таким образом, в каждой точке ж £ М тензор Риччи Ях имеет два 
инвариантных подпространства 7х°\ Тс1) и ТГ(М) = т£°) +тР.

Риманово пространство М с ненулевым индексом дефектности в каждой 

точке ж называется полу эйнштейновым, если его тензор Риччи Ях на 

каждом инвариантном подпространстве имеет только одно ненулевое 

собственное значение [17].

Теоремы, доказанные в настоящей работе, дают класс примеров непри­

водимых полуэйнштейновых пространств, имеющих достаточно высокий 

индекс дефектности.

Автор благодарен доценту А. О. Бабаяну за обсуждение некоторых вопро­

сов, связанных с нелинейными дифференциальными уравнениями в част­

ных производных.

§2 . ТЕОРЕМЫ - эт֊

Начнем с определений конусов и цилиндров над римановыми пространства­

ми. Пусть 1Л.+ , и 6 ЕЦ- - положительная полуось и пусть М - некоторое 
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риманово пространство .с ме^рцкой ,։/?. Многообразие М = 1Я+ х М, на­

деленное метрикой Лз2 .= Ли2 + и2 Ла2 называется конусом с одномерными 

образующими над М (см. [4] или [19]).

Пусть С1, ..., Ск - ненулевые постоянные, С - произвольная постоянная. 
Обозначим через Ш.* полупространство в евклидовом пространстве Ш* с 

декартовыми координатами и1, определенные неравенством.Св ив +

С > 0. Многообразие М = Ш-* х М, наделенное метрикой

к
Лз2 = V (Ж1а)а + (С. и° + С)2 <&, (2.1)

■■ . • ֊■ ■ • - • ■ -;՛• •՝>/• •• »»* ■

•. .1 ! . ;.КМ • ։ •■
называется конусом с ^-мерными плоскими образующими над М. Его вер- 

'**՛ • ՛■»■ .• *' ИР;.' ՛*. ։՛. . ..՛* ■. !՛՛.։՝*՝• ;. .
шиной является гиперплоскость в .Ш.*, определяемая уравнением С„ и“ +

• »Ц:։ аи»... .!Г-ЬС;) ' ՝ I ■••Т ••՛:, •
С = 0. Пусть Ш.* х М. - полупространство в Л1/, определяемое неравен-

ЭИ --ПГ -Ш'' •" •;! . Г.Гц-!'.. • •• -’Г. ; .... г....
ством Со и° + С < 0. Многообразие Ш.* х М, наделенное метрикой (2.1), 
.։■• ։,»:>; а ՛■՛։՛.՛ . ՝ ՛ . . '՛• ’ • —;".՜ ■;=
является конусом, изометричным конусу ПЦ. х М. Поэтому мы будем рас- 
- '(■ . г.’՛'.-.]՛. ;■ з*.г..£ПС _b.-i.4i՛։ :-<ТиГУ'> • .•<_՛՛
сматривать только конусы х М.
» ( .' . л и֊ ынгичнак Хи,- г •/!••. •■■՝■•՝ :■՛,.՝,;:։< »•/.!
Многообразие Ш.* х М, наделенное метрикой

р-н т-.-ли-; ьян*1'о <։՛.■*£-{, :-=22^) +с(2-2)

называется цилиндром с ^-мерными (к > I) плоскими образующими над 

римановым пространством М! Основные результанты настоящей работы 
• •. Г'. «.ИГ- •.՝։.. .• . . и: -..и՛ ;содержатся в следующих теоремах.

Теорема 1. Всякий конус с А:-мерными (к > 1) плоскими образую- 

щими над произвольным двумерным римановым пространством 

непостоянной кривизны является неприводимым полуэйшптей- 

новым пространством индекса дефектности к.

Теорема 2. Пусть М — эйнштейново пространство размерности 

т > 2 с эйнштейновой постоянной А. Если А < 0, то всякий конус 

с к-мерными (к > 1) плоскими образующими над М является не­

приводимым полуэйнштейновым пространством индекса дефект­

ности к. Если А > 0, то всякий конус с мерными плоскими обра­

зующими над М является либо риччи-плоским пространством, 
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либо неприводимым полуэйнштейновым пространством индекса 
дефектности к.

Так как тензор кривизны риманова пространства инвариантен относитель­

но изометрий, то индекс дефектности и тензор Риччи также инвариантны. 

Тогда свойство полуэйнштейновости инвариантно относительно изометри­

ческих отображений. Следовательно, из Теоремы 2 вытекает следующий 

результат.

Теорема 3. Каждое риманово пространство, изометричное конусу 

с 4-мерными (к > 1) плоскими образующими над эйнштейновым 

пространством, является либо риччи-плоским, либо неприводи­

мым полуэйнштейновым пространством индекса дефектности к. 

Каждое риманово пространство, изометричное произведению ко­

нусов над эйнштейновыми пространствами, удовлетворяет усло­

вию Я(Х,У)-Я1=0.

В работе [21], конусы с псевдоевклидовыми образующими над римановыми 

пространствами рассматривались с более общей точки зрения.

§3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ РЕЗУЛЬТАТ .

В этом параграфе мы докажем лемму, которая лежит в основе доказатель­

ства Теорем 1— 3.

Лемма. Пусть и1, ..., и4 — декартовы координаты в Ш.4, а С(и1,..., 

и4) — положительная функция в некоторой области и С Ш.4, М 

— некоторое риманово пространство с метрикой с^(и4+1, ...,и՞). 

Тогда на многообразии и х М, наделенном метрикой

Л«2 = дц <1и' Ы = У^(</иа)2 + б(и\ ..., и4) сСз2, (3.1)

б
в каждой точке направления —— принадлежат пространству де­

фектности тогда и только тогда, когда (3.1) является либо 1) 

метрикой конуса или цилиндра с 4-мерными плоскими образую­

щими над М, либо 2) метрикой цилиндра с /-мерными (1 < I < 4) 

плоскими образующими над конусом с (к — /)-мерными плоскими 

образующими над М. 
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Отметим, что метрика (3.1) является частным случаем метрики полупри­

водимого риманова пространства [22] (эквивалентно, скрещенного произ­

ведения двух метрик [23]).
Доказательство леммы. Предположим, что многообразие и х М наде­

лено метрикой (3.1), т.е.

(/в® = Вга(ик+1..... «”) 4иг (3.2)

В (3.1), (3.2) и ниже ^,1,р = 1,..., п; а,Ь,с,<1 = 1, ...,к; г,а,4,о,ш = 

к + 1,...,п, волнистая линия сверху относится к метрике (3.2). Из (3.1) 

следует, что

9аа = 1, ЯаЬ — 0 (° 5^ Ь), даг = 0, дг, = бдг,-

Для контравариантных компонент д'> имеем

<,“» = 1. я«‘=О(а^Ь), д"=0, дг‘ = ^Г՛. 

Сг

Вычисляя символы Кристоффеля, получим

С Га  ра   ра  рг  п ра   а ~ 
Ьс — 4г — г4 — аЬ — Ч, 1 г։ — дг,,

рг _ рг _ ^а ст рг  рг .о/  
га1-г(а-2(л, Г,։_ги, са-—.

Для компонент тензора кривизны имеем

В а   ра   ра   ра   ра   
ЪсЛ. — ■'Чет — к4гс — кг4е — —

~ -^г«1 ~ ^аЬс = -^410 = ^*а< = = -^4« = 0|

Яьг. = (СаСь ֊ 2бб"ь) (4 б)՜1 дгг,
(з.з)

Я1а4 = (О'а^ - 2 662») 4՜1 б՜’

+ (4 С)՜1 £(С?;)2 М-М), (3.4)

ги с-'*=3^? ■

Предположим, что направления д/диа в каждой точке и = (и1,...,и՞) 
принадлежат пространству дефектности 7ц°\ Имеем

— Ка]р — -^ар ~ ^'й’а — О- (3-5)
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Отличные от нуля компоненты тензора кривизны могут быть только среди 

компонент вида Обратно, если условия (3.5) выполняются, то напра­

вления д/дил являются направлениями нулевой кривизны, т.е. в каждой 
точке они принадлежат т£°\ Из (3.3) следует, что (3.5) выполняются то­

гда и только тогда, когда функция б удовлетворяет уравнению

. <3-6)

Полагая б = ^(и1, ...,«*), в силу (3.6) получим д2у> 
диа диь

= 0 для любых

значений индексов а, Ь. Таким образом, <р является линейной функцией, т.е.

<р = Са и“ + С, где С, Са - произвольные постоянные и С2 + С2 0.

Имеем

б=(баи° + С)2. (3.7)

Следовательно, если все компоненты Са 0, то (3.1) является метрикой 

конуса с ^-мерными плоскими образующими над М. Если Са = 0 для всех 

а и С / 0, то (3.1) является метрикой цилиндра с ^-мерными плоскими 

образующими над М. Если в (3.7) С\ = ... = С( = 0 и блц 0, ...,бв ф 0, 

то (3.1) является метрикой цилиндра над конусом над М.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 1 И 2

Сначало вычислим компоненты тензора Риччи метрики (3.1), где б опре­

деляется равенством (3.7). Так как в этом случае отличные от нуля ком­

поненты тензора кривизны могут быть среди Я^и, заключаем, что индекс 

дефектности больше или равен Ь. Вычисляя компоненты Яур тензора Рич­

чи по формуле Я;р = и учитывая (3.4), получим

Яа4 = Яаг = 0, (4.1)

Е(С'а)2 • Л., (4.2)
а

где тп - п-к. Так как (б'о)3 = 46С3 и £а(б')3 = 46 £а С2, в силу (4.2) 

и равенства д^ = б՜1 д^и, получим

я.« = Е <4-3)
Ст '
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Из (4.1) Следует, что в каждой точке и в направлениях д/диа тензор Риччи 

имеет ненулевое собственное значение. Согласно (4.3) в m-мерном (т = 

п—Л) направлении, ортогональном к линейной оболочке векторов (3/flue)u, 

тензор Риччи имеет только одно собственное значение тогда и только 

тогда, когда Я<и = Л gtv- Это только в случае, когда метрика ds3 в (3.1) 

является либо метрикой двумерного пространства, либо эйнштейновой 

метрикой. Таким образом,

Rta = (4.4)
Сг

Если числитель в (4.4) отличен' от нуля, то в каждой точке пространство 
дефектности 7^ натянуто на векторы (5/3u°)u, а его ортогональное до­

полнение 7^ натянуто на векторы (д/диг')и. Однако на 7^ тензор Риччи 

имеет только одно ненулевое собственное значение. Тогда индекс дефект­

ности пространства М равен к и метрика является полуэйнштейновой. В 

случае, когда числитель в (4.4) равен нулю, получим риччи-плоскую ме­

трику. _ . ■ .

Доказательство Теоремы 1 : Пусть М - двумерное риманово простран­

ство непостоянной кривизны. Тензор Риччи пространства М пропорцио­

нален метрике с непостоянным коэффициентом Л. Наделим многообразие 

IR* х М метрикой (3.1), где G определяется формулой (3.7) и предполо­

жим, что Са ф 0 для любого а. Мы получаем конус с Jfc-мерными плоскими 

образующими над М. Так как А является функцией на М, то числитель в 

(4.4) всегда можем считать отличным от нуля. Используя вышеприведен­

ные рассуждения, получим неприводимое полуэйнштейново пространство 

индекса дефектности к. Теорема 1 доказана.

Доказательство Теоремы 2 : Пусть М — эйнштейново пространство 

размерности тп > 2 с Эйнштейновой постоянной А. Пусть А < 0, многообра­

зие 1R* х М наделим метрикой (3.1), где G определяется формулой (3.7)
• i .** » ** ” : * .՝ ■* -- ,г'

и, Са 0 для любого я. В этом случае числитель в (4.4) всегда отличен от 

нуля. Таким образом, всякий конус с i-мерными плоскими образующими 

над М является полуэйнштейноВым пространством индекса дефектности 
к.
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Пусть теперь À > 0. Многообразие JR* х М снова наделим метрикой 

(3.1), где G определяется формулой (3.7) и Са / 0 для любого а. Если 

числитель в (4.4) равен нулю, получим риччи-плоский конус над М. 

В противном случае, полученный конус над М является неприводимым 

полу эйнштейновым пространством индекса дефектности к. Это завершает 

доказательство Теоремы 2.

ABSTRACT. The paper considers cones with multidimensional gen­
erators over Riemannian spaces. It turns out that any such cone over 
an Einstein space is either Ricci-flat or semi—Einstein space.
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