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В статье исследуются “внутренние” и “внешние” свойства силь­
но гипоэллиптических многочленов. Получены необходимые и до­
статочные условия сильной гипоэллиптичности для класса мно­
гочленов с постоянными коэффициентами.

ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является продолжением работы [1], где найдены необ­

ходимые и достаточные алгебраические условия строгой гипоэллиптично­

сти многочленов с постоянными коэффициентами. Здесь мы исследуем вну­

тренние (весовые функции, весовые множества) и внешние (характеристи­

ческие многогранники) свойства сильно гипоэллиптических многочленов. 

Будем использовать следующие стандартные обозначения. П1П к С" - п- 

мерные вещественные и комплексные евклидовы пространства

®֊+ = {€ = (€1, ...,€п) е ле : > 0, у = 1,

Л^ = исП1п: С,^0,; = 1..... п},

22” - «-мерное пространство мультииндексов а — (оц, ...,ап) с целыми 

неотрецатедьными компонентами. Для £ 6 П1П и а € И” обозначим

|а| = Х>,||£||= 
1=1 ?=1

М = = = ± ] = 1..... п.
}=1

,к1“ = 1€1П-1еп|°-,
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Для данного многочлена Р с постоянными коэффициентами обозначим 

2?(Р) = {€ € С” : Р(£) = 0}, а через dp(£) - расстояние точки £ 
от множества 1>(Р). Известно (см. [2], Лемма 4.1.1), что для любого 

многочлена Р с постоянными коэффициентами существует постоянная

X = Хр > 0 такая, что

Х>*Р® £
1Д1>о Р®

Г1, (ег, р«)/о. (0.1)

Определение 1. Многочлен P(f) = где (Р) = {“Oi С 2Z
«е(^)

называется гипоэллиптическим, если для ||£|| —♦ оо

jSGZZ”, |/3|#0.

Такие понятия, как характеристический многогранник, правильный и 

вполне правильный многогранник, главная грань многогранника, Р-регу- 

лярная грань регулярности многочлена, можно найти в работах [3] — [5]. 

Известно, что характеристический многогранник гипоэллиптического мно­

гочлена вполне правильный. Для вполне правильного многогранника /d" С 

1R" обозначим через Л"-1(//՜) множество внешних (относительно Jd") 

(п — 1)-мерных некоординатных граней многогранника /Л Через Л.(ЛГ) 

обозначим множество всех внешних нормалей А некоординатных граней с 

minAj = 1. Для многочлена Р с постоянными коэффициентами множество

Л4(Р) = {р G IR.; : Зс„Мр, |£Г < cudP^, feJR”, ||£|| > М,}

называется множеством регулярного веса гипоэллиптичности. Если 

Л4(Р) - многогранник, то функция

ме)= Е иг.

где М. — множество вершин многогранника Л4, называется регулярным 

весом гипоэллиптичности. Известно (см. [3], Лемма 3.5 и [5], Лемма 

1.3), что если Р - гипоэллиптический многочлен, то множество А4(Р) 

вполне правильно и

А4(Р) С G IR; : (1/, А) < 1, Аб A(Af(P))}, (0-2)
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а если Р регулярен и его характеристический многогранник /У(Р) вполне 

регулярен, то

М(Р) = 6Г+ :(м, А) < 1, А 6 ЛП-1(А/’(Р))}. (0.3)

Определение 2. Многочлен Р называется сильно гипоэллиптическим, 

если он гипоэллИПтичен и существует некоторая постоянная с > 0 такая,

что
|P(OI<c(M€) + i)m- €6пт1, 

■ ■■•.։’ П.՜ ■■ ՛■ ■ -‘1 f ■ ։Чм'ЛМС» ■

где т - порядок многочлена Р, т.е. т = ord Р = шах^р) |а|.

Лемма 0.1. Если Р - сильно гипоэллиптический многочлен, то 

для любого'A G A(Af(P)) имеем
чг.:«с

, d(A)iS; max (v, А.) = ordP = т.
vE/ЦР)

• 'Ijii XrfJMVrqTcJ- !.i֊ • •
Доказательство : Для A e A"-1(A/’(P)) утверждение доказано в [6]. Пусть 

А 6 А(А/’(Р)) - любой фиксированный вектор. Покажем, что <ЦХ). == т. Для 
определенности предположимхчтр А^ = 1. Так как А — нормаль к некоторой 

некоординатной грани многогранника М, то существует перпптя Д такая, 

что (А,Д) = d(A) и 0. Пусть а 6 IRJ - вектор, удовлетворяющий 
условию

?= 52 7а&1а“11а^ •••а“* / 0. (0.4)
ае(Р):(А,а)=й(А),<»1#0

Рассмотрим многочлены Р и О\Р на последовательности = аз\ в = 

1,2,... . Для некоторой постоянной с\ > 0 и при достаточно больших з 
имеем

1-Р(£‘)1 <

|Д1Р(€‘)1 = 52 

<»«(₽),<.,540 I

+ 52 7a“iaJ[1
o€(P),ax#o

a*»S<a.A)֊l
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По предположению и в силу (0.1), при достаточно больших з

оо > сопя1 > |Р(С)1^т

2

р(е)
|Л1Р(е*)1 ч 5<а)֊1

|-Р(е)|1-1/т - 2 (С15«(А))1֊1/т -

Это соотношение приводит к утверждению Леммы 0.1, так как </(А) > т 

для А е А(7/(Р)).

§1. МНОЖЕСТВО ВЕСА ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТИ

Лемма 1.1. Пусть Р — многочлен порядка тп такой, что Мт(Р) — 

М(Р} 'я. М[Р') правильный. Тогда Р - сильно гипоэллиптический 

многочлен.
•. ( '• ՝ • ՝ ■ <‘ч • :

Доказательство : Пусть 1Р, j = 1, ...,к обозначают вершины многогран- 
*ника А/’1/*п(Р). Обозначим Л(£) = X) |£| • Ддя некоторой постоянной с > 0 

3=1
имеем оценки ՝,,<֊.

к
Л«)<е(^(€) + 1), |т£с £К|

ГП

= сАт(е), <ег. (1-1)

■; гт.-: • , ' .
Они приводят к утверждению, так как А(£) —» оо при ||£||

Лемма 1.2. Если вполне правильный многогранник М С 1В-+ имеет 

мультииндексные вершины.д . е. , гг>}, ։г;г

^(А?) = тпах(р, А՛7) = тах |д| = т, А Е 
՛ 1 ՛ •

то для любого А £ А(Х) имеем й(А) = т.

Доказательство : Рассмотрим многочлен Q(() = 52 £2, где <Р, 3 = 
____  • з=1

1,.. ., к - вершины многогранника //. Очевидно, что многочлен Q регулярен 

и ^(tQ) = М2 и А^(0)) = А(Х). В силу (0.3) имеем

М(<?) = {I/е Ш.; : (^,А>)<1, > = 1,

Следовательно, Л<(2т(С) = Отсюда, в силу Леммы 1.1, многочлен 

Q сильно гипоэллиптичен. Согласно Лемме 0.1, для любого А 6 А(А/’(С)) 
имеем

шах (и, А) = 2т.
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Так как Л/'(<2) = АГ2, то Лемма 1.2 доказана.

Для вполне правильного многогранника М обозначим через А/^ , ։ = 
1,..., Мк его ^-мерные грани, к = 0,1,п - 1, а через А(А/?) - множество 

А е А(АГ) нормалей к грани А/?.

Лемма 1.3. Если некоординатная грань А//', 1 < ։ < АГ*, 0 < к < п—1 

вполне правильного характеристического многогранника АГ(Р) 

многочлена Р($) = £ порядка т Р-нерегулярна и

А/"(Р) = {у € Ш." : (^Х)<т, А £ А"-1(АГ(Р))}, (1.2)

Е 7ar^S<^•Al,) 

абА/?Л(Р) аЕ(>/(Р)\<‘)П(Р)

для з = 1,2,.... Используя опенку (0.1), находим

<№) < с,|Р(С)Г/т < с2с11/’п51֊«/’՞, 3=1,2,....

где с2 > 0 — некоторая постоянная.

Следовательно, для г £ Ж", и £ А4(Р) и достаточно больших з имеем 
|г|*'5(А ՛*') = |е|*' < сзс/р^1), где сз > 0 - постоянная. Лемма 1.3 доказана.

то существуют вектор А0 6 А(А/^*) и число 6 > 0 такие, что

АЛ(Р) С {^ £ Ж" : («/,А°)<1-5}.

Доказательство : Пусть

А°б А(А/?)\и С АИ?)
У <=к+1

любой фиксированный вектор. Так как множество (АГ(Р) \ А/?) Г1 22" 

конечно, то в силу Леммы 1.2 и выбора вектора А0, существует число е > О 

такое, что

шах (а, А0) < т - е. 
аб(ЛГ(Р)\//;*)П22; ~

Так как грань А^* Р-нерегулярна, то существует точка г £ Ж" такая, что
22 7аг“ = 0- Пусть = гзА°, з = 1,2,.... Для некоторой постоянной 

абА/*П(Р)
С1 > 0 имеем

га= £ 7а(£Т+ Е 7««')°

аеА/?П(Р) “6(-*Ф’)\.Л?)П(Р)

<6x5”-,
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Лемма 1.4. Пусть главная грань Л/?, 1 < ։ < Мк, 0 < к < п — 1 

вполне регулярного характеристического многогранника ?/(Р) 
многочлена Р порядка т, лежащая в 1й/, <2 < п и не лежащая 

в подпространстве меньшей размерности, Р-нерегулярна. Если 

А/^Р) удовлетворяет (1.2), то существуют вектор А° 6 Л(Х(Р)) и 

число 6 > 0 такие, что

Л4(Р)С НИЦ. : (р,А°)<1-«},

гдеА° = (А?,...,А°,0,..... 0).

Доказательство : Пусть Л/р՜1 * *,...,//р՜1 - (п—1)-мерные некоординатные

Е 7а(£')“+ Е 7а(С)а

а6Л/?П(Р) ае(Л/’(Р)\Л/’о)П(Р)

для в = 1,2..... Остается применить рассуждение доказательства Леммы

1.3.

грани многогранника ЛГ(Р), для которых С Л/у1՜1,1 = 1,..., I. Имеем

Л/?= <։/
I

и е//о = П^7-1> ^+1 = ••• = ь-п = о
У=1

В силу Леммы 1.2 и конечности множества (,Л/’(Р)\.Л/о)Г122՞ , существуют

А0 £ Л(Л/о) и число 1 > £ > 0, удовлетворяющие условию

тах (а, А0) < т - е. (1.3)<»е(-А/’(-Р)\л/’о)п2г;4

Для любого а 6 А/о П И” , удовлетворяющего условию а</+х Ч------ I- ап / 0,

имеем

(а, А0) <т — 1 <т — е. (1.4)

По предположению, существует точка г 6 такая, что

0= Е 7аГа= 12 (1.5)
аеЛ/?П(Р) а£Л/*п(Р)

где г = (г1,...,га,0.....0). Пусть С = (г13А1......г^.г^х,...,гп), в =

1,2..... В силу соотношений (1.3) — (1-5), с некоторой постоянной сх > 0

имеем неравенство

т= < с^-’
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§2. ВЕСОВЫЕ ФУНКЦИИ И ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ

Пусть Р«) - семиэллиптический многочлен с постоянными коэффициен­

тами. Легко проверить, что Р(() сильно гипоэллиптичен и при достаточно

больших С £
c’M) < М£) < сЛр«), (2.1)

где с > 0 - некоторая постоянная.
Оказывается, что если Р многочлен, удовлетворяющий (2.1), а его характе­

ристический многогранник удовлетворяет некоторому условию, то Р впол­

не гипоэллиптический и регулярный многочлен.

Лемма 2.1. Если регулярный многочлен Р с постоянными коэф­

фициентами сильно гипоэллиптичен, то он удовлетворяет опенке 

(2.1).
Доказательство : По Лемме 0.1, из сильной гипоэллиптичности много­

члена Р следует

(y,X)<m=ordP, A G A(jV(P))}.

'Так как Р регулярен, из (0.3) получим Мт(Р) = М{Р). Следовательно, 
для некоторых постоянных Cj, Cj, сз > 0

,1 г ■ ...

|Р«)|<С1 £ |f|° = C1 £ И|т1<<с2 
сгеАТР) ие-м(р) ’

= c2Àj5«)<C3[dp«) + ir, 

где .М\Р) я Л4(Р) - множества вершин многогранников М(Р) и Л4(Р), 

соответственно. Учитывая (0.1), мы завершаем доказательство.

Лемма 2.2. Пусть Р«) = £ ~ многочлен порядка т с
аб(Р)

вполне правильным характеристическим многогранником Л'(Р), 
удовлетворяющим (2.1). Если

Q^7-xnlR‘#0, АбА Q/Ç՜1 
V=i

то существует точка и = (ь-i,.... 0,..., 0) G A4 (Р) такая, что
(^.А)=1.
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Доказательство : Пусть — азх, в = 1,2,... и а = (ах,..., а*, 0, ...,0), 

oii •••> о* / 0. Для некоторой постоянной cj > 0 и при достаточно больших 
в имеем

|Р(С)1 > схЛЧ dW=m^u,X),

если только
Е 7аа° # 0

Л(Р)

(существование такого а Е Ш." следует из вполне правильности многогран­
ника А/’(Р) и условия ПЛ/Т՜1 ПЕ.* 0.) Так как для некоторой постоянной 

С2 > 0

|£>°Р(С)| < а Е 221,

то существует постоянная сз > 0 такая, что при достаточно больших в

Е Д°Р(Г) 1/1=1
< C3S՜1

В силу (0.1), при достаточно больших з имеем dp(f‘) > ---- , и так как Р 
ХСз

удовлетворяет..(2.1), то Лр(С) > <4«, где си > 0 - некоторая постоянная.

Следовательно, используя формулу для Ар(£), с некоторой постоянной 

с5 > 0 и при достаточно больших з, получим

*•< Е кт= Е <а?)д= _Е
мбЛ?(Р) дб.м(р) ме.м(р)птЛ

6= шах (д,А).ы 
дблй(Р)пт.*

Лемма 2.2 доказана.

Лемма 2.3. Пусть Р(£) = 22 7а£ “ ~ многочлен порядка т, удовле- 
. »б(-Р)

творяющий (2.1). Тогда для некоторого и Е М(Р) имеем |ь/| = 1.

Доказательство : Пусть 
■I I .. ՛ . л г! •

Рт(а) = 7аа° 0, аЕШ-о-
ае(Р),|а|=т

Тогда при достаточно больших з

а;£0

DaP{as՝) 
P(as)

1/1=1

О 5 )<д а/0 u 
|a|\i՝/l“l 

Г- =c3s 1

а’ -11/1=1 ■
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где С1, с։, сз > 0 - некоторые постоянные. Остается применить рассуждения 

доказательства Леммы 2.2.

Лемма 2.4. Пусть Р(() = £ 7<Л“ ~ многочлен порядка т с 

вполне правильным характеристическим многогранником Л/\Р'), 

удовлетворяющим </(А) = т при всех А е АП-1^(Р)). Если Р 

удовлетворяет (2.1)» то многочлен Р регулярен.
Доказатель-тво : Предположим обратное, т.е. что существует главная 

Р-нерегулярная I ։ань А/?՜, 1<»<АГг,0<г<п—1 характеристического 

многогранника М(Р)- "Возможны два случая :

1) А/?՜ - некоординатнал главная грань,
2) А/?՜ - координатная главная грань.

В случае 1) для некоторого А 6 Л(Л\Р)) и числа 6 > 0 согласно Лемме 

1.3, имеем |р| < (у, А) < 1 — 6 < 1 при всех у £ А4(Р). Это противоре­
чит утверждению Леммы 2.3. Рассмотрим случай 2). для определенности 
предположим, что С Ш.* и не лежит в подпространстве меньшей 

размерности. В силу Леммы 2.2 существуют вектор А и число « > 0 такие,

что 

А4(Р) С и е Ш.՞ :
к

У^у,Ад- < 1 - 6 < 1 >, (
I

/=1

где А/у1՜1 - такие (п — 1)-мерные некоординатные грани, для которых А/?՜ 

является подгранью. Это противоречит утверждению Леммы 2.2. Лемма 

2.4 доказана.

Лемма 2.5. Пусть Р — многочлен порядка т с вполне правиль­

ным характеристическим многогранником А/(Р), удовлетворяю­

щим (2.1). Тогда Р гипоэллиптичен.

Доказательство : Пусть = з, £' = 0, ] = 2, ...,п, а = 1,2..... Так как

М вполне правильный, то для некоторой постоянной сх > 0 и достаточно 
больших 8 имеем

|Р(4')1 > сГхат‘, тх = огЛ Р(6, о,.... 0) > 1,

|овР(Г)1<с1ат‘֊1,
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Следовательно, (1/т, 0,0) 6 -М(Р). Аналогично, (0,1/т, 0,.., 0), ... 

(0,..., 0,1/т) £ А4(Р). Таким образом, для некоторой постоянной сз > 0 
и достаточно больших ( € Ш." имеем

Ы€)>сз2>/|1/т-
>=1

Учитывая определение функции Лр, завершаем доказательство Леммы 2.5.

Теорема 2.1. Пусть Р(£) = £ ?<»£“ - многочлен порядка т с 

вполне правильным характеристическим многогранником //"(Р), 

удовлетворяющим </(А) = т при всех А С А՞՜1 (АГ(Р)). Если Р 

удовлетворяет (2.1), то Р регулярен и сильно гипоэллиптичен.

Доказательство : Регулярность многочлена Р следует из Леммы 2.4. 

Гипоэллиптичность Р следует из Леммы 2.5, а сильная гипоэллиптичность 

следует из Леммы 1.1 и (0.3).

Следующая теорема является непосредственным следствием Леммы 2.1 и 

Теоремы 2.1.

Теорема 2.2. Пусть Р - многочлен порядка т с вполне правиль­

ным характеристическим многогранником ЛГ(Р). Тогда Р регуля- .• .• *
рен и сильно гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда

1) й(А) = ог<£Р для всех А 6 АП"'1(.А/’(Р)) и

2) условие (2.1) выполняется.

53. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ СИЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

МНОГОЧЛЕНОВ

Предложение 3.1. Пусть Р(<) = £ 7а£“ есть сильно гипозлли- 
О6(Р)

птический многочлен порядка т. Если пгх = огс1Р(£1,0, ...,0) < т, 

то для любого мультииндекса а Е (Р) с ах 0 имеем |а| < т.

Доказательство : Пусть д Е А”՜1 (А/(Р)) - нормаль к некоторой (п-1)- 

мерной некоординатной грани, содержащая точку (т1։0......0). По Лемме

0.1, й(А) = т для любого А Е АП-1(АГ(Р)). Тогда (д, (тх, 0,..., 0)) = т, т.е. 

Дх > 1. Так как (д, а) < т при всех а € (Р), имеем
п

|а| < Д1а1 + ^2а< < (д,а) < т, а 6 (Р), ах / 0.
«=2 '
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Следствие 3.1. Если ordPfa,...,<т, 0 0) < ordP, то для любого 
k

а б Х(Р) n ZZ+, £ оу о имеем |а| < ordP.
J=1

Доказательство : непосредственно следует из Предложения 3.1.

Предложение 3.2. Если для многочлена Р порядка т имеем пц = 

ord Р(0,..., 0,6,0,..., 0) < т, i = 1,..., п, то Р не является сильно 

гипоэллиптическим.
Доказательство : В силу Предложения 3.1, для любого мулътииндекса 

a б (Р), удовлетворяющего а,- / 0, » = 1,...,п, имеем |а| < т. Следо­

вательно, порядок многочлена ordP < т. Это противоречие доказывает 

утверждение.

Следствие 3.2. Пусть Р есть сильно гипоэллиптический многочлен по- 

рядка т. Существует индекс » б {1,..., п} такой, что порядок многочлена 

Р(0,...,0,6,0,...,0) = 7П.

Доказательство : непосредственно следует из Предложения 3.2. 
■ ■. •՛ ■ 

Для многочлена Р(£) = /2 7а{° обозначим 
ае(Р) - з<.

= 1<*<:п, 3aeV(P)n2Z՞, |а| = п»,. «,• ^0}.

Следствие 3.3. Пусть Р есть сильно гипоэллиптический многочлен по-
.1 \ ■ t .- ’. Ь ՛ ' .: ■ •

рядка т. Для любого i б 1р имеем ordР(0,..., 0, &, 0,..., 0) = т.
. ■ .. ‘ -

Доказательство : непосредственно следует из Предложения 3.1.
■ : ла ՛:

Следствие 3.4. При условиях Следствия 3.3, А,- = 1 для любого А б
А(Х<₽)); .■ ՛ ' анДАГГ-

Доказательство : следует из Следствия 3.3 и Леммы 0.1. '''

Демма 3.1. Пусть Р есть сильно гипоэллиптический многочлен 
m г. ... г* ■ • I.порядка т. Тогда многочлен

•••. <?«)= z еа,

где Af(P) — множество вершин характеристических многогранни­

ков J\f(P) многочлена Р, сильно гипоэллиптичен.

Доказательство : Так как М\Р} = {и б IR” : (м, А) < т, Аб 
A"-WP))} = ^/2(Q) — вполне правильный и многочлен Q(^) регулярен,
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то 
» 1 *

Л4(<3) = {у б Ш-+: (*/, А) < 1, А б А’-1(Л/'(Р))}. ...

Следовательно, М2т(<2) = и в силу Леммы 1.1, многочлен С)(£) 
сильно гипоэллиптичен.

Лемма 3.2. Бели Р есть сильно гипоэллиптическии многочлен 

порядка т и 1,..., к б 1р, Л+1,п £ 1р, то многочлен Р(£', 0",£'", 0гу) 

сильно гипоэллиптичен, где

€' = (6.-.€г), Г = (&•+!..... 6), Г = (6+1,....со.

= (€<+1,-> 6), 1<г<к<1<п.

Доказательство : Из сильной гипоэллиптичности многочлена Рив силу 

(0.1), при достаточно больших € Ш.г+,_* имеем

Следовательно,

а>0,»«=а^=0 ,и }

Пусть (?(£'}£'") = Р(£', 0/и). Для некоторой постоянной С1 > 0 и

достаточно больших ||£'|| + ||^"/|| получим > С1|@(£',£/М)|1^”г-

Так как ог<1 <2 = т, то мы заключаем, что многочлен Q(£', £"') сильно 

гипоэллиптичен, поскольку

^(Г,Г)>С1|«(е/,Г)|-оо для ГП 4-ЦПНоо. ~ =

Предложение 3.3. Пусть Р — сильно гипоэллиптический много- 
••1 Ч 1 *

член порядка тп и 1,..., к б 1р, к + 1,...,п 1р. Бели а — верши-
1’1 - , ' .

на характеристического многогранника М^Р՝) многочлена Р, то
• • ■> • . .. - • .’.••՛ » Л '՜

аг---ап =0.
Л •- ' ՛ . ?

Доказательство : Предположим обратное, т.е. что существует верши­

на а0 £ М(Р), удовлетворяющая а1---ап 0. Тогда существует А б

Л(^Р))^ удовлетворяющее.условию •• ՛՝ с 1

(а°,А) > " щах (0, А) > ((т, 0,.... 0),А) > т.
0е(^(Р)\а°)п2г-' ’ ' ’ ՝ >՝ 1-

Это противоречит Лемме 0.1. Утверждение доказано.
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Предложение 3.4. Пусть Р есть сильно гипоэллиптический мно­

гочлен порядка тп и 1.....к € /р, к + 1, ...,п 1р. Если а — вершина
уяряттеристического многогранника А/"(Р) многочлена Р, то либо 

щ . = ак = 0, либо а*+1 = • • • = ап = 0.

Доказательство : Предположим обратное : оц + ■ • • 4- оц / 0 и 044-1 + 

... ап 0. Для определенности предположим, что

ai---ar/0, аг+х = ... = о* = 0, at+1---aj^0,

а(+1 = ... = ап = 0, 1 < г < к < I < п.

Согласно Лемме 3.2 многочлен сильно гипо-

эллиптичен, и точка (а', а"') является вершиной многогранника Х(0). С 

другой стороны, в силу Предложения 3.3, многочлен $(£',£"') не может 

быть сильно гипоэллиптическим, поскольку ах • • -аг • а*+1 • • - а, ф 0. Это 

противоречие доказывает утверждение.

Замечание. При условиях Предложения 3.4 можно доказать большее, а 

именно, если а - вершина многогранника //(Р՝) и ау / 0 для некоторого 

3, 1 < 3 < к, то ах = ••• = а/֊1 = а;+1 = = ап = 0, т.е.

а — (0, • • •» 0, п», 0, ---.О).

Предложение 3.5. Пусть Р есть сильно гипоэллиптический мно­

гочлен порядка т и А0 = (1,.... 1) G A(V(P)). Тогда -М(Р) = {a G Ш.՞ : 
|а| < тп}.

Доказательство : Пусть А0 — нормаль к некоординатной грани А/^, 

i = 1,..., Aft, к = 0,1,..., п — 1. Для любого индекса j, 1 < j < п, существует 

мультииндекс a* G А/? такой, что а} / 0. В силу Леммы 0.1 имеем 

|aJ | = т. Тогда, согласно Следствию 3.3, получим, что порядок многочлена 

Р(0,...,0,^,0, ...,0) = т, j = 1, ...,п. Следовательно, А/’(Р) = {а е IR" : 
|а| < тп}.

Предложение 3.6. Пусть Р есть сильно гипоэллиптический мно­

гочлен порядка тп и 1, ...,n — 1 Е Ip, п 1р. Существует вектор

A, min Ay — 1 такой, что для характеристического многогранника
V(P) имеем АГ(Р) = {a G IR՞ : (а, А) < тп}.
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Доказательство : Пусть А — (1,..., Ьпг/тпп), где т„ = ог<1 Р(0, ...,0,£п) < 

т. Покажем, что -^(Р) = {а С ПЦ. : (а, А) < т}. Предполагая обратное, 

заключаем, что существует вершина а 6 -АУ^Р), для которой (а, А) > т. 

Так как для любого Р 6 Л/"(Р) имеем |/3| < т, то получаем ап / 0. С 

другой стороны, так как М(Р) - вполне правильный, имеем ап < тип. 

Следовательно, ах Ч------ (- ап_х 0. Это противоречит Предложению 3.4.

Утверждение доказано.

Предложение 3.7. Пусть Р(<) = £ уа^а есть сильно гипоэл-
<*е(Р)

липтический многочлен порядка т и А = (1,..., 1, Аг+х,..., Ап) £ 

Л(^(Р)), АГ+1,...,АП > 1. Если для некоторого т 6 Ш.՞, ||т|| / 0

Рт(А)(т) = 7а та - 0,

то для любого мультииндекса Р, |/?| < тп — 1 имеем

рт+1 = ... = рп = 0, Д“Рт(А)(т) = 0.

Доказательство : Пусть / = min |а|, а = (ах,..., аг, 0,..., 0), Z>“Pm(A)(r) / 

0. Очевидно, что I < т. Покажем, что I = т. Пусть = тзА, з = 1,2,.... 

При достаточно больших з имеем

|Р(Г)1 < cs՞*՜1, $2 |Я“Р(Г)| > с-1«՞*-1,
|a[=l,ar+i=...=an=0

где с > 0 - некоторая постоянная. Из сильной гипоэллиптичности и в силу

(0.1), получим

const > |Р(Г)|1/т
о°р(е)1/1

Р(£‘)

|p°p(e)i1/f > с-1*՞»-')" _ е-з л/(-1/т
1/m < ֊ С 8

Следовательно, I > т. Предложение 3.7 доказано.

Теорема 3.1. Пусть Р(^) =■ £2 7а€° есть сильно гипоэллиптиче-
•6(Л) а *'

ский многочлен порядка т и 1,...,к 6 1р, £ + 1, —,п 1р. Если все 
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главные координатные грани характеристического многогранни­

ка //"(Р) Р-регулярны, то многочлен Р регулярен.
Доказательство : Предположим обратное, т.е. что существует некоор­

динатная грань А/?՜, 1<։<Л/г,0<г<п — 1 характеристического 

многогранника Л/’(Р), которая Р֊нерегулярна. Пусть А £ Л (-А/՜-՜) - нормаль 

к грани А/?՜, которая не является нормалью грани размерности больше чем 

г. Так как к < п, в силу Предложения 3.3 и Следствия 3.4, существует ин­

декс к < 1 <п, для которого X} > 1. Для определенности предположим, 

что
, Г1 ■■А; = 4 . л > 9 < к.' ■ (. А, > 1 1>д;т ■ ■ ՝:

Многочлен Р можно представить в виде Р(£) = Рт(А)Ю + Я(£), где 

Рт(А)(О = £ «(€)= £ 7«Г-
аелгтп(р)

В силу Леммы 0.1 и^вщбора вектора А (о, А)..— т, (0,А) < т, а £ А/?՜, 

Р 6 М \Afi- Так как А,+1,..., Ап > 1, то для любого а £ А/7 П (Р), 

удовлетворяющего а։+1 *+ • —I- ап / б; имеем а! + • + ач < т — 2.

Следовательно, для любого мультииндекса Р, удовлетворяющего |/?| = т— 1
-։ - ՝ '3 .. . • ... ՛ - ,!•>»’ли-

И Рч+1 = --- = Рп = 0
....£. 1 « ь Лг՜ ’ • ‘ • • ■' ՛ ' - .

^Рт(А)«) = ^Рт(А)(€',0"), €' = (6,

Так как по предположению грань А//՜ Р-нерегулярна, то существует точка 

г £ Ид такая, что Рт(А)(7՜) = 0. Используя формулу Эйлера, получим

Таким образом, главная координатная грань, проходящая через точки 

о € (Р) с о?+1 = • • • = ап = 0, Р-нерегулярна (такие точки существуют, 

т.к. из условия 1 £ 1р следует, что (т,0,...,0)՛ £ (Р)). Это противоречие 
доказывает Теорему 3.1.

ABSTRACT. The paper presents “inner” and “outer” conditions 
of strong hypoellipticity- for polynomials. Necessary and sufficient 
conditions of strong hypoellipticity for a class of polynomials with 
constant coefficients are obtained. ' •
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