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Используя разложение Комбинаторной Интегральной Геометрии, мы 
определяем класс валюаций в пространстве 1Г евклидовых прямых в 
Л13. Статья изучает возможность продолжения валюаций до знакопе
ременных мер и неотрицательных мер в пространстве 1Г. Полученные 
результаты используются для описания метрик в П13, для которых 
евклидовы прямые суть геодезические.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Валюации (конечно-аддитивпые функционалы) в пространствах интегральной 

геометрии впервые рассматривались в книге [1]. Там валюации использовались 

главным образом с целью вычисления значений мер на множествах из ” колец 

Сильвестра” в соответствующих пространствах. В недавних статьях на эту тему 

основной задачей являлось нахождение условий, которые гарантируют существо

вание знакопеременных мер, чьи значения на множествах из кольца Сильвестра 

совпадают со значениями валюаций на тех же множествах. Прежде всего сошлем

ся на статью [5], в которой рассматривались валюации в пространстве прямых 

на евклидовой плоскости и на статью [8], где изучались валюации в простран

ствах так называемых прегеодезических кривых на двумерных многообразиях. 

Статьи [3], [9], [10] касаются валюаций в пространстве 1Е плоскостей в ГО.3. Пер

вая попытка рассмотрения валюаций в пространстве прямых в ГО.3 сделана Р. 

В. Амбарцумяном в [4].

Много интересных геометрических результатов было получено этим путем, в 

частности результаты, касающиеся проблемы описания метрик в стиле четвер

той проблемы Гильберта. В настоящей статье рассматривается аналогичная про
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блематика.

Валюации Фр, которые мы рассматриваем, определены на кольце Сильвестра 

в пространстве Г прямых в Ш.3 и зависят от линейно-аддитивных сегментных 

функций F(iz). Такие валюации рассматривались Р. В. Амбарцумяном в [1], стр. 

186 и в [4].

В параграфах 2 — 4 подробно строятся кольцо Сильвестра в пространстве Г и 

валюация Фр (см. [4]). Параграфы 5 и 6 содержат основной результат статьи. 

Рассмотрим сегментные функции F(p) вида

F(y) = [ p(P,Q)dl, (1.1)

где р(Р,Q) — "флаговая функция”, зависящая от Р £ Ж8 и пространственного 

направления Q. Сегмент и есть интегрирование по Р, т.е. Р £ v и dl — 

мера длины на iz. В интеграле (1.1) параметр fi совпадает с направлением 

iz. В этом классе, при некоторых предположениях гладкости на р, находим 

необходимое и достаточное условие для продолжения Фр до знакопеременной 

меры на борелевских множествах пространства Г. Это условие, имеющее вид 

дифференциального уравнения, аналог результата для плоскости, полученного 

в [5]. Следующее дополнительное условие на р гарантирует неотрицательность 

знакопеременной меры : для каждого фиксированного Р функция р как функция 

от П должна быть выпуклой. В случае, когда и дифференциальное уравнение и 

условие выпуклости удовлетворяются, F(v) оказывается метрикой в Ж3, для 

которой евклидовые прямые суть геодезические. Согласно этому замечанию 

результаты настоящей статьи относятся к четвертой проблеме Гильберта в Ж3.

§2 . КОЛЬЦО СИЛЬВЕСТРА В ПРОСТРАНСТВЕ ПРЯМЫХ В Ж3

В статье используются следующие обозначения :

1Г = пространство прямых в Ж3 ;

7 = прямая в Ж3 (элемент пространства 1Г);

яг = пластина = ограниченное выпуклое подмножество на плоскости из Ж3 ; 

dir = граница пластины тг;

И = {7 £ 1Г : 7 не пересекает dir, но пересекает внутренность к} ;



68 А. Н. Давтян

[вя֊] = 8[ir] = {7 6Г : 7 пересекает Зя֊} ;

{я-,} = конечная совокупность пластин в IR.3.

Любая конечная совокупность {я-,} пластин в Ш.3 порождает отношение эквива

лентности в Л? : прямые 71,72 6 JT, не пересекающие Зя՜,-, назовем эквивалент

ными, если они пересекают одни и те же пластины.

Множество эквивалентных прямых назовем атомом, если его замыкание ком

пактно.

Для заданной совокупности {яч} через 8г{я-,} (кольцо Сильвестра) обозначим 

минимальное кольцо подмножеств 1Г, содержащее все атомы.

Два множества А1,Аг С Г назовем эквивалентными, если их симметричная 

разность АхДАг принадлежит и,[5я-,] для некоторой конечной системы пластин 

{«}•

Для заданного А С Г обозначим через А* класс множеств эквивалентных 

множеству А.

Лемма 1. Пусть {я՜,} и {6,} — два конечных множества пластин в JR3. Для 

каждого А Е 5г{яч) существует эквивалентное множество в 5г ({я՜,-} U {5«}).

Доказательство : Достаточно рассмотреть случай, когда множество {5,} со

держит единственную пластину Так как A Б 8г{я-,-} можно представить как 

объединение атомов, то достаточно доказать лемму для случая, когда А есть 

атом. Но в этом случае А эквивалентно объединению двух атомов 8г({я՜,-} U5]) : 

Ai = AQ[5i], А3 = AP|[5i]e (с обозначает дополнение). Лемма доказана.

Определим 8г*{я՜,-} = {А* : А 6 8г{я՜,} и положим 17J֊ = U 8г*{я-,-}, где 

объединение берется по всем конечным подмножествам {я՜,} С IR3.

Лемма 2. есть кольцо относительно операций объединения и разности, 

определяемые как

A* UB* = (AUB)*, А*\В* = (А\В)*.

Доказательство : Из А*,В* E [7J. следует существование конечных множеств 

{я՜,}, {М С IR.3 таких, что А Е 8г{яч} и В E Sr{6,}. Согласно Лемме 1 



Валюации в пространстве прямых в ГО,3 69

существуют А!, В' Е 5г({я։} и {£,}), А' £ А’, В' Е В*. Из свойства кольца

А' и В', А'\В' £ 5г({ж<} и {«.}).

Утверждение леммы следует из соотношений

(А' и В')* = (Л и В)*, (Л' \ В')* = (Л \ В)*.

В следующих параграфах мы не отличаем классы из [/£• и элементы из этих 

классов.

§3. ВАЛЮАЦИЯ Фр

Наше построение валюации Фр основывается на понятии валюации Ф, опреде

ленной для пространства прямых на плоскости в [4] и [5]. Начнем с некоторых 

основных обозначений, а затем напомним факты, относящиеся к валюации Ф. 

Пусть

1Е = пространство плоскостей в ГО3, е Е 1Е ;

<1е = мера в 1Е, инвариантная относительно евклидовых движений ГО3 ;

й? = мера в Г, инвариантная относительно евклидовых движений ГО3 ;

Св = пространство прямых на плоскости е в ГО.3 ;

Нед = мера в6е, инвариантная относительно евклидовых движений, которые 

оставляют плоскость е неподвижной;

V = игла (прямолинейный отрезок) в ГО3.

Флаг / в ГО3 — пара (Р, у), содержащая точку Р £ ГО3 и прямую у с про

странственным направлением П, проходящую через точку Р. Также будем пи

сать / = (Р, П), Р £ ГО3, П € £2, где £2 — проективная (эллиптическая) плос

кость. Для заданной флаговой функции р(/) = р(Р, П) рассмотрим семейство 

сегментных функций, определенных для отрезков и С ГО3

ВД = (3.1)

В этом интеграле I обозначает одномерную координату точки Р Е и, П — 

направление и, а <11 — мера Лебега на и. Используем также обозначение Р(^) = 

Р(Р1, Р2), где Рх, Р3 Е ГО3 — концы отрезка и.
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Пусть {Л}е — конечное множество точек на плоскости е. Через [Р,-, Ру]« обо

значим множество прямых в е, отделяющие (внутри е) Р,- от Р}. Рассмотрим 

кольцо
8г{Р,}в =минимальное кольцо подмножеств Се, содержащее все 

множества вида [Р,-, Ру]«.
Определим кольцо 17« = и5г{Р,}«. Объединение берется по всем возможным 

конечным множествам из {Р,}« (строго говоря, каждое Л 6 !/« определяется 

некоторым классом эквивалентности множеств, см. [4]). Для каждого А £ 17« 

определим функционал

ф«(Л) = Е^(л)2?(^>рА (3-2)
‘О

где коэффициенты с,у(А) вычисляются с помощью следующего алгоритма.

Алгоритм (см. [4]) :

Шаг 1. Из А £ Ue следует, что существует конечное множество {Р,}« такое, что 

А £ Sr{P,}«. Выберем одно из таких множеств {Р;}« (выбор не единственный).

Шаг 2. Пусть gtj £G« — прямая, проходящая через точки Р,-, Ру С {Р,}«. Будем 

говорить, что 2-х элементное множество {Р,-,Ру} принадлежит классу Sep, если 

существует точка Р, £ {Pi}«, лежащая на прямой g,y между точками Р, и Ру.

Предположим, что {Р,-, Ру} не принадлежит Sep. Рассмотрим четыре атома, 

которые обозначим через {i+,j՜}, {i“,j+}, {։+> j+} и По определе

нию, прямая gtj принадлежит границе всех четырех выше упомянутых атомов; 

оба атома {*+,j՜} и суть подмножества [Р,-,Ру]«; оба атома {i+,j+}

и суть подмножества [Pf,Py]«, где Р* и Р- суть две экстремальные

точки из {Р;}«, лежащие на прямой р,-у. Если {Pi, Ру} не принадлежат Sep, то 

две пары атомов однозначно определены. Для каждого А £ 8г{Р,}«, его индика

торная функция 1л(д)> д EGj остается постоянной на атомах. Через 7д(*+,у՜), 

/л(Г, J+), Za(»+, J+) и 7а(։-1 J՜) обозначим значения 7д(р) на соответствующих 

атомах из 4-х элементного множества, описанного выше.

Шаг 3. Положим

с<у(А) =
'О,

' ֊ [^(i+.D + W,Г) - /л(«+,;+) -/л(Г,Г)], 
{Л, Ру} 6 Sep, 

{Pi.PrftSep.
(з.з)
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Как показано в [5], если интегралы (3.1) существуют, то функционал Фе 

совместно определяется валюацией на 11е, т.е. Фе(Л) не зависит от результата 

Шага 1.

Используем Фв для определения функционала на /7г- Для каждого В 6 17г 

положим
Ф/-(Д) = ֊ [ П е)Фе. (3.4)

Теорема 1. Если для флаговой функции р сегментные функции (3.1) определе

ны, то функционал Фр(.В) — валюация на 11г- Если для каждой £ валюа

ция Фе продолжается до знакопеременной меры в Се, обладающей непрерывной 

плотностью Ьв(д), то Ф/- продолжается до знакопеременной меры в 1Г.

Доказательство : Для почти всех плоскостей е множество В П е принадлежит 

кольцу 5г{и,Зя-։- Г) е}в. Следовательно, первое утверждение следует из факта, 

что Фе является валюацией на [7։ и линейности операции интегрирования (3.4). 

Второе утверждение следует из уравнения

Ке(д)Фе<1ед = Лф(у) Фу Фф.

Функция А^(7) нуждается в определении. Для пары (е, д'), где е 6 ИЗ и д 6 Се, 

рассмотрим дуальное представление (е, д) = (7, ф). Определим прямую 7 £ Г, 

совпадающую с д £ Се, а ф — угол вращения е вокруг 7. Эта двойственное 

соотношепие взаимно-однозначно. Далее, положим /1^(7) = Лв(р) для (е,д) = 

(7. Ф\

При дополнительных предположениях гладкости, необходимое и достаточное 

условие для порождения знакопеременной меры с помощью функционала Фе в 

пространстве Се может быть записано для каждой е Е ИЗ, см. [5], [6]. Это условие 

имеет вид дифференциального уравнения

др(Р,Я) _ д*р(Р,П) 
дпр - дпРдеп՝ 1 }

которое должно выполняться для всех точек Р Е ИЗ и направлений П, лежащих 

в е. В (3.5) п — направление, перпендикулярное к П, лежащее внутри плоскости 
&

е, а ■£-— обозначает производную по аргументу £2 внутри направлений, ограни- 
овП

ченных плоскостью е.
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Следствие 1. Если р(Р, П) — гладкая (три раза непрерывно дифференцируемая 

по обоим аргументам) и удовлетворяет уравнению (3.5) для всех флагов (Р, П), 

тогда валюация VF порождает знакопеременную меру в пространстве Г.

В §6 доказано, что уравнение (3.5) является также и необходимым условием для 

порождения меры по Ф/г.

§4 . ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВАЛЮАЦИИ Фг

Этот параграф по существу обобщает результат, полученный в [1], стр. 186. 

Начнем с некоторых дальнейших обозначений, определений и свойств из инте

гральной геометрии.

Клин есть пара w = (у, V), где v С 7 — игла, V — замкнутая дуга 

окружности £г(у) = £1(7)= й(Я) длины я՜, которая представляет пространство 

плоских направлений, ортогональных к 7. Каждому клину w соответствуют 

две бесконечные двугранные области, каждая из которых ограничена двумя 

плоскостями, проходящими через отрезок v, ориентации которых соответствуют 

концам V. Задавая флаговую функцию p(f), рассмотрим </>ункчии клина

W(w) = [ sin Aj sin AaF(։/) d<)>, (4.1)
Jv

где функция F определена по (3.1) и Фф — мера на £1(1/), инвариантная относи

тельно вращений; Ах и А2 — углы между ф G V и концами дуги V.

Используем следующие геометрические конструкции, связанные с парой пластин 

я՜!, %2 в общем расположении в IR3. С каждой (/1J2) 6 9*1 х Эяа связываем 

две плоскости ei(Zi,Z2) и ezflijlz). По определению, е,(/1,/2) содержит прямую 

(Zi, Z2) и прямую касательную к 9*, в точке Ц, ։ — 1,2. Также, с каждой 

Ох./г) G 9*i х 9*2 связываем два клина w+ = (iz, У+) и w՜ = (iz, V՜). Эти 

два клипа имеют общую иглу и, концами которой являются li я /2, а концы дуг 

V+, V՜ соответствуют плоскостям ei(Zj, Z2) я ег^/г).

Пусть (я՜,) обозначает множество плоскостей, пересекающих я,-. Для описания 

плоскостей из (%i) П (та) будем локально использовать параметры е = (Zx, /а, ф), 

где Ц = е П Эя՜,-, i = 1,2, и ф — угол вращения плоскости е вокруг прямой, 

проходящей через /1 и /2. В терминах этих параметров мера de имеет вид (см.
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И)
de = 8*П I?1sin Ai sin А2 d<f> dli dl2, (4.2)

Hl։‘2|

где d/i,d/2 — меры длины на Эях и dir2; Vi, Ф2 — углы между прямой, 

проходящей через li и 12 и направлениями касательных прямых к 3я1 и dir2 

в точках li и 12, соответственно ; /2| — евклидово расстояние между /j и 12 ;

Aj, А2 — плоские углы между плоскостью е(^) и плоскостями ei(/i, 12) и еа(/1, /2). 

В случае, когда пластины я։, Я2 совпадают с единственной пластиной я, (4.2) 

сводится к
, sin d>i sin ,de = —5———- sin2 A d<j> dli dl2, (4.3)

где /i, /2 £ Зя- и A — плоский угол между плоскостью е и плоскостью пластины 

я. В этом случае один из двух клипов w+, w՜ имеет угловую меру я, а другой 0.

Вернемся к получению желаемого эквивалентного представления для Фг.

Для каждого В € L/r выберем множество пластин {я,} такое, что В G 5г{я,}. 

Легко убедиться, что множество В П е принадлежит кольцу Sr {Эя, П е}в, опреде

ленному в Ge. Подставим значение Фе :

Фв(В Л е) = £ с(*/.) Г(1/։) + £ с(^) г(р,), (4.4)
I II

где щ — иглы, концы которых принадлежат множеству {Эя,- Л е}. Сумма 

распространяется на все иглы V,, концы которых принадлежат одной и той же 

пластине, ~ ио дополнительному множеству игл. Из (4.3) получаем

7 [ de £3 Ф») F(vi) = 7 53 /Я Jie j V . c(t'i) -F(։'i) de

= ֊ 53 / / Г cs(h,l2,<f>) sin2 AF(h, /2) dh dl2 d^, (4.5)
* i J Bia Ja*i Jo l«i» ‘21

а из (4.2)

7/ deJ2c^F^ =’rJjE 11
= - £ [ [ Г cB(l1։ l2, ф) 8111 sinAi sin A2 F(h, l2) dh dl2 d<f>.

K iZj J° I» *21
(4.6)
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Прямое использование Алгоритма доказывает, что для почти всех /1։ /2 значение 

в (4.5) независит от А. Аналогично, коэффициенты св(к, h, Ф~) в (4.6), 

которые вычисляются по (3.3) для плоскости е = (h,l2, ф) остаются постоянными 

па множествах ф С У+ и ф С У՜ :

п 1 а\- I св^’Ь), если феУ+
cs( 1,з, \св(/1,/2), если фЕ V՜.

Следовательно, разумно рассмотреть функцию клина

IV(w) = [ sin Ai sinA2F(p)cty = / sin ф sin(V — ф) F(iS) с1ф = 
. Jv JV (4-7)

= 2 - (sin V — V cos V).

Результат интегрирования (4.4) представляется в виде

Ф/-(В) = £ - / f 81П^81-^?- [с+(/1։ /2) и>+) + сБ(/1, l2) W(w-)J dh dl2.
Ja^Jar, 1‘1>‘з1

(4-8)

Важное следствие этого выражения состоит в том, что в левой части зависимость 

от флаговой функции р входит только через функцию клина W.

§5 . ПОРОЖДЕНИЕ МЕРЫ ПО Фв

В этом параграфе покажем, что если функционал Фр, заданный по (4.8), до

пускает продолжение до знакопеременной меры в JT, тогда флаговая функция р 

необходимо удовлетворяет условию (3.5).

По симметрии р(Р, —Я) = р(Р, Я), Я £ £2 продолжим заданную гладкую флаго

вую функцию р(Р, Я) на пространство S2 (единичная сфера) направленных лучей 

вЕ.3.

Пусть т,-, ։ = 1,2 — две центрально-симметричные пластины в IR3 с центром в 

точке Р{, Pi e iri, Р2 Е я2 и Я G S2 — пространственное направление от Р\ к 

точке Р2. Пусть е,- — плоскость, содержащая пластину х,, * = 1,2. Предположим, 

что плоскость е, не пересекает и не содержит пластину i,j = 1,2, i / j. 

Положительное вращение вокруг Я G S2 (определенное по правилу буравчика) 

определяет ориентацию каждой пластины я՜,-, i = 1,2. Соответственно, определим 

направления касательных прямых к 5т, как точек в S2. Ниже используем 

обозначения :
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Si = площадь пластины я,-,»= 1,2;

(. .) = угол между двумя пространственными направлениями;

li = точка на Зя,-, * = 1,2;

dii = мера длины на diri, i = 1,2;

<Pi = <Pi(h) = направление касательной к я,- в точке /,- Е Зя,-, у>,- € S2, i = 1,2; 

ipi = ^,(11, /2) = угол между р,- и направлением и = (Zi, /2), от /j к /2, » = 1,2; 

Q, = направление нормали к я,-, согласованное с ориентацией я,-, П,- E S2 ; 

а? = пространственное направление иглы (Р,-, /,-) от Р,- к /,-, /,- Е Зя,-, i = 1,2; 

(Р,-, Xi, yi) = правая координатная система на е,- с началом координат в Р,-; 

u>i, (i = пространственные направления осей х\, yi, соответственно, в коор

динатной системе (Р,,®,,։/,), ։ = 1,2;

(Л, г,(а,-), а,-) = полярные координаты точки /,- Е Зя,- на плоскости е,- с 

полюсом в Р,- и углом cti Е [0,2я], измеримым от оси х,- согласно правилу 

буравчика. Здесь Л,-,» = 1,2 — параметр гомотетии, а функция г,(а) определяет 

шейп пластины я,-, ։ = 1,2.

Величины е, ш, г(а), а*, <р, S определены для любой пластины я с некоторой 

заданной точкой Р £ я в качестве центра пластины. Докажем лемму, которую 

будем использовать ниже.

Лемма 3. Для любой (выпуклой) пластины я

Г2’cos(a*Aw)cos(9sA£)r2 _ у2% соз(а*Л£) соз(^Лы) г2 _
/о |sin(^a-)| ’ Jo |sin(pAot*)| ֊ ~s>

z \ z * \ r2 j л Z՜2* cos(a*A£) cos(pAf) r2
/ cos(a w) cos(^) ы) . Л da = 0, / — 1 • z л 7— da = 0.

Jo lemte “*)l Л |sm(y> a*)|

Доказательство : Используя стандартные формулы из дифференциальной 

геометрии, находим

соз(р ш) _ г'(а) соз(а) — r(ot)sin(a)
|зш(рЛа*)| “ г(а)

соз(у>л£) _ г'(а) sin(a) + г(а) соз(а) 
|8ш(рАа*)| “ г(а)

Так как cos(a*Aw) = cos а и cos(a*Af) =sinor, получим

Г2т л л г2 Г2*
/ соз(а* ш)соз(р £) , . ■ л——da= / [r'(ot)r(a)cosotsina+

Jo I зпцр с**)| Jo
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/•а» j /•։»
+г2(а) сов2 a] da = J [г2(а) сов2 а - -г2(а) сов 2а] da = da = S.

Аналогично доказываются оставшиеся три интегральных соотношения.

Используем лемму, пренадлежашую Р. В. Амбарцумяну [4]. Эта лемма рассма

тривает предел

1пп = Я(Я1.Л,Я2,Ра), где д0(Ып(я2]) = [ </7, (5.1)

*2՜ и

вычисленный для фиксированных позиций Р\ ф Р2, фиксированных ориентаций 

01 и П2 и фиксированных шейпов пластин я՜! и т2, а /ц и Ь2 стремятся к нулю. 

Имеем следующее асимптотическое выражение (см. [2]) :

Ро([я՜!] п [х2]) =---------- |Р1Р2|а---------- 5152 + (5-2)

Обозначим через 2 множество в пространстве 1Л.3хШ.3х82х82, где коэффициент 

при 5152 в (5.2) определен и не равен нулю. Пусть

Zr = Zn [Уя х Yr х S2 х S2],

где Yr C JR3 обозначает шар радиуса R с центром в начале координат.

Лемма 4. Пусть Ф — валюация, определенная на Ur- Предположим, что пре

дел (5.1) существует и функция Л(П1,Р1,П2,Р2) непрерывна и ограниченна на 

каждом Zr. Тогда функция Н зависит только от прямой 7о 6 IT, проходя

щей через Pi, Р2, и существует знакопеременная мера р, на 1Г, для которой Н 

является плотностью. Мера ц совпадает с 9 на Ur-

Вычислим значение Фя на множестве [xi]n[-7r2]. Из предположения, что плоскость 

е,- не пересекает или не содержит kj, ։ / j, i,j = 1,2, следует, что Сд(/1,/2) = О 

для (/1, /2) G 8ifi х d*i. Следовательно

МЫ Г> [%2]) =
~ к f [с+(/ь+ с-jy(w՜)] rf/i dl2.

** J JQki I‘1>‘2|

Для заданных li и l2, дуги V+ и V՜ определим следующим образом : ф G V+, 

если две иглы %,- П e(Zi, /2, ф), i = 1,2, лежат в разных полуплоскостях e(/i, /2, ф),
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порождающихся прямой проходящей, через точки /1 и /3, в противном случае 

ФеУ-.

Непосредственное применение Алгоритма дает

4(Мя) = с-в{1М = ~.

Так как V՜ = я — У+, получим

4-сБ(»1,/։) И>՜) = совУ+. (5.4)

Подставляя (5.4) в (5.3), получаем

•т. /Г 1„Г 1 У՜ Г ЯП^18П1^2 созУ+ГЛ) „ ,,Фк([%1] П [х2]) = -- / / —------^֊5---------- (5.5)
4 Лю Лю И

Для того, чтобы вычислить кратный интеграл в правой части (5.5) сделаем 

замепу переменных /,• —» а,-, ։ = 1,2.

Используя в (5.5) стандартные соотношения (см. Рис. 1.)

|8Н1(р,- а?)|

ып^чзт^а сов У+= 005(^1^2) — сов^1 соз^3,

Рис. 1.

получим

«ЯМ л [х3]) =
1 У՜2* У“2* ( / , I А Л Т1Г2КХК2= т / / I совсовт/»2 — сов(^1 <Рг)) ■ । / »л—՝ ■ 7-,л—гг““1 ““а-4 7о Уо |И |81Т1(<х; у>1)вт(а; р3)|

(5-6)
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По формуле из сферической тригонометрии

созV».- = Д [|Р1Р2| соз(^,АЯ) - Г1Л1 соз(а;Лр,) + г2Л2 соз(а;Ар,)1 . (5.7)

Запишем разложения Тейлора для функций гм „ гм .
II И I 1« •

Р(о) _ Г(Р1,РД)
М |Р1Р։|

г д
+г։Л1а^А

Р(Р1,Рз)>
1АР2| ) + гаЛаа^ ВД,р2)\ ,

|АРа| )

л?г? д2 /'Р(Р1,Р2)\ ЛИ д2 /Г(Р1։Р2)^ 
+ 2 да-Рхд^РЛ |Р1Р2| ) 2 да-Р2да;Р2\ |Р1Р2| )

4-Л1Л2г1г2^р^-~ (^р^) + о(Л1*2)- (5.8)

гм _ Г(Р1։Р2) , д (Г(РЪР2)\ д (Г(Р1։Р2)\
М3 " 1ЛР2|3 11 да.л < |Р1Р2|3 2 2да-Р2 \ |Р)Р2|3 ) +

, Ь2Г2 д2 (Г(РиР2)\ Л2г2 д2 {Г(рг,р2)\
2 д^дь-Рг < 1Р1РЫ3 / 2 да.р2да.р2\ |Р!Р2|3 Л

(^р3р}) +о(Л1Л2). (5.9)

Подставляя (5.7) - (5.9) в (5.6), получим следующее разложение Тейлора :

Фр([’г1] Л [тг2]) = [ [ (Ко(а1, а2) + КДац, а2)/»1 + К2(а1, а2)Л2+
Уо Jo

+^21(«1, а2)Л2 + К12(а1, а2)Л2 4- Х(а1, а2)Л1Л2) ^а1(/а2 + о(Л?Л^).

Из вышеизложенного вытекает алгоритм для вычисления функции К. Так как 

пластины и я2 центрально-симметричны, имеем

г,(а,- + т) = г,(а,), ¥>,-(а,. 4- %) = -у»,(а,), (а, 4- т)’ = -(а.)*.

Отсюда следует, что функция

К։(“ь“։) = ЙЩа;^^Ги)||р,р,|[с05(п'и) соз(п~уг) - ‘“(и'и)]

удовлетворяет условию

Ло(о<1 4- т, а2) = — Ко(о։1> «2) = ^о(о1։ <*2 + я՜)-

Следовательно, /2г Ко(а1, а2)йог1с/а2 = 0. Аналогично, интегралы от
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^з(®1»®а)։ -К1а(«1։ «з)> Р21(а1։а2) равны нулю. Получаем

ФНЬп]п [’’’а]) = К(а1, а3)б/а1^а2 + о(Л2Л|).

Прямым вычислением находим

= |АР,рео.(П>,)еов(П>;)Эа;р^р;

- |Р1Ра|(соз(Я у>1) соз(а*Ар2) + соз(12%2) соз(а^А^!)) д
За; Ра 

д 
да-Р1

+ |Р1Рз|(со8(ЯАу>1) соз(а; <р2) + соз(ЯАр2) соз(а5Л^1))

- (со8(а;А¥?1) соз(а;Л^2) + С08(а;Л<р2) соз^*^)) -

-С08(^! у>2) а2
да-Руда-Рз

Р(Р1,Р2) 
|АРа|

(5.10)

Для вычисления интеграла от ЙГ(а1,а2) используем стандартные формулы из 

следующего списка :

ЭаР1(Р1,Р2)Р2(Р1,Р2) = Э2Р1 9Р1 ЭРа
да- Р1 да- Рг да- Ру да-Р1 ’ да- Ру да-Р2

аг2 арг а2р2 Л

да^Руда-Р^ да-Руда-Рз

Э|Р1Ра| ,_л ,. а|Р1Р2| . л— = -соз(П аД ֊^֊ = соз(П а2}, (5.12)

да-р'уда-Рз = СО5^А“2) ~ СО8(а1А“2)]> (5 13)

а2р а2р л л
^лэ^ = а-лагд<:“(“: “1)со,(“; “։)+

а2р
^ЭЫ1Р1 д(3Р2 соз(а^АУ1) соз(а;А£2) + а2р

а^Р1 ды2р2
соз(а^Л£1) соз(а2Ац»2)+

+Э{ р~ С08(а1Л<1) со8(а;А6), (5-14)

ар ар . ,а ар . /с,ех
ё^р։ = айч соа(“‘ “■>+ ад *’■ (5Л5)

соз(П у>,) = соз(^,Лш,) соз((1 ы,) + соз(^,А£,) сов(Г2 ^,), (5.16) 
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соа(ПЛа,-) = соя(а*А«») со8(П*«,) + соз(а;А^) соз(ПА^), (5.17) 

соз(а^Аа$) = соз(а^АШ1)соз(а2 Уз)соз(а>1 ш2)+

+ сов(а!Ашг) соа(а;А$2) со8(шгА£2) + сов(а1 &) сов(а;Аш2) соз(&Ам2)+

+ соб(а! 6)СО8(а2 £з)соз(£1 $з)- (5.18)

Рассмотрим первый член в правой части уравнения (5.10). Используя (5.11) — 

(5.13), получим

д2 <Г(Р1,Р2)\ д2Р 1 аг д ( 1 \ 
ао;Р1 Зо;Рз к |АРз|3 ) д^Р2 |РхР213 + да-Рг да-Р2 < |Р։Р2|з) +

аг д ( I \ а2 / 1 \ 1 а2г
+ а„;Р2 ао;Р! к1ЛРз|з; да-Рг да.р2 к1Р1Рз|3>/ |Р1Р2|3 аа;р2

з .ч др з ,_а , аг *
' 1?ЛГСО։(П “։)З^Л + 1ВД’“։( “‘’г^»>։-

15соз(ПАа*) сов(Г2 о^)) Г 
|Р1Рз|5՜

Из (5.16) —(5.18) и Леммы 3 имеем

соз(аг*Аа2) соз(у»1АП) соз(^2АЯ) г2г2 
|з1п(р1Ла^)зт(р2Аа;)| da\ daշ = 5]52Л^,

где

М = соз(ы1 ш2) соз(Г2Л£1) соз(П £2) + соз(6 *£2) соз(ПЛи>1) соз(ЯЛы2)— 

— соз(41 ш2) соз(П Ы1) соз(П £2) — соз(у1Л£2) соз(ОА&) соз(ПАш2).

Из формулы (5.14) и Леммы 3 получаем

1 Г” Г2' 92Р(Р1, Р2) соз(ПаУ1) соз(ПАу>2) г2г2
|Р1Рг| Л ./о да-Р1да-Р2 |зт(аг1Ар1)зт(а;Ар2)| °1 “2

5152 а2г .л а а2Г .л а
= |ЛЛ| КмСамп £1)։0,(п £,)՜ {1)с<>։(п

02 п2 Г1
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Из последних трех соотношений следует, что

[2т [2г д2 <Г(Р1, Р3) \ г? ^1’008(0*^) сов(ПАуа)
Уо Уо да1Р1до-Р2 < |Р1Ра|3 ) |Бш(а;А>>1)8т(а;>2)1 1 2

ЗР(Р1,Р2)С с , з,з2 г а3р /лл^“ |Р1Рз|3 515зМ+ |Р։Р2| [а^Рх&.Ра СО8(П <1)СО8<П 6)՜

д2р 
дЫ1Р1 д^3Р2 

д2Р 
^3{,Р1 д(3Р2

л д ^2 Р л Л
соз(П 6)соз(П ^2)--я соз(ПЛц1)сов(ПА^2)+

°С1-* 1 2

соб(Г2 (^1) соз(Я ы2) •

(5.19)

Интегралы от остальных членов в (5.10) могут быть вычислены аналогично. В 

частности

у3 у2’ г3 г? РхРа , , а . , * ч
~ / I • / «А \ • / «А—чт(соб(П ^)с0Б(а^ 9’2)4-

Уо Л |вш(а^ у>1)81п(а; р2)|
ч , *А чч д /'ГСРьРаП . ЗР(Р1, Р2) _ „ , _ + соб(П ¥>а)сов(а1 У1))—^3 ^<*1<*<*а = - |Р1рд[3

ОД ГЭР(Р1,Ра)
1ЛЛ13
^(Р1,Рз) 

д(3Р2

9изР2
(со8(£1А£։) соб(ЯАЫ!) - сов^/^а) сов(ПА&))+

(соб(ы1 ша)сов(О &) — со8(£1Аша) соб(ЦАШ1)) ,

(5.20)

У3г У3’ Г?гЗР1^ , ,гчА ч / .* ч
( / ■ • / «А Ч • / «А—п(соб(П ¥>1)сов(а; <р2)+
’0 Уо |вт(а* ^)в1п(а; ^а)!՝՛

+ СОБ(ПЧ) соБ(а;^1))^֊֊

5\32 (9Р(Р1,Рз) , ,г л А А А
|Р1р2|Д д՜ рг—(«“(б &) СО8(П "а) ~ -(6 "а)соб(П &))+

ЭГ(Р1,Ра) 
3С1Р1

(сов(ы1 ш2) соб(О ^г) — сов(ш1 £2) соз(П и2))

(5-21)
Г3 Г3 А

, . . л—\ 2 ,—л—м(с08(“1 ¥>1)сов(а2 ^з)+ |8Ш(«1 л^1)вш(а;>2)Г к 1 к 3
, , »*■ ч / «А чч ^(^1 > ^г) յ յ+ 008(0! 1Ра)соБ(0(3 у>1)) |Р1РД|3/^1^ог2 = (5.22)

ОД, Ра) 
1ОД13

2515з(сов(£1 £2)соз(ш1 ш2) — 003(^1*013) соб(ш1 &)),

У2’ У2’ г3г3 сов(У1Ау2) д2 /Р(Р1,Ра)\ Ла Ла
'о Уо |81п(а^л^1)8ш(0!;А9>2)| ав1Р19а;Ра \ |Р1Р2| ) 1 2
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= [^тг1(“”К1''6)“։(п'“։)-

- coa(6AWï)cos(nA&)) + ^^֊^(cos(wiAw2)cos(QA6)-

— cos(wi £2) cos(n W2))------ ---- p ֊(cos(£l &l)cOS(Q Wl)—UWa Г 2

- cob(wiA6) сов(ПА6)) - (соа(ц1Ль,з) соз(ПА£։)-
2

— cos(£i W2) cos (fi Wl - -r^b§^2515ï(cos(^A^։)CO8(W1Aw2)՜
I* ։* 21

- cos(£i *W2) cos(wi &j)) + S1S2 d2F
IF1P2I 9W։PiSWaP2

CO8«1 &)+

d2F ,, * . 8 F , л* .
4w“,(i' “’)+5t.P1&,ÀC“(“1 f։)՜

a2F , * !
"։)J-

Таким образом, используя (5.19) —(5.23), находим

»«nW=^ [э..р,Х.л(со,(п,{1)1”(п'6)՜
^2 2? д д д

- соа(6А6)) + р, —(cos(flAwi) cos(QAw2) - cos(wj%))- 

Ô2F 
дицР1 д(,р2

(cos(12A£i) cos(nAw2) - cos(ÇiAw2))—

(5.23)

(5.24)

я Р т -p~(CO3(nA<Ji) cos(nAf2) - cos(w!AÇ2)) 
df, Fl ОШ2Р2

+ o(h2 h2).

После некоторых элементарных преобразований, которые мы опускаем, (5.24) 

можно написать в виде

т /г n /»ÎA?SiS2 Г ._ао . d2F , . а_ . d2FФг([я-1] П [та]) ֊ 4|Р1р2| [соз(П П1)3пр29паР1 +c°s(fi П2)5пр19п1р2

(5.25)
а л ( d2F d2F d2F \-cos(fi OOcosfO П2) [д^р1дш1р2 + ôfiPlô<iP2 + ôniP19n։P2j “

-“s(n‘An։)â^£ft]+°(‘?‘â)-
Используя (5.2), имеем

lim МпШ) = IP1P2I d2F IP1P2I d2F 
po(ki] n [irs]) 4 cos(nAn2) dnPi dn2 Pi 4 cos(fiAfii) ônPi 0П1Р2

_ IP1P2I ( 92F d2F d2F X _
4 \ dUl Pi dUi P2 ô{։ Pi д(2 P2 3n։ Pi P2 )
IP1P2I cos(QiAa2) d2F

4 cos(fiAfii) cos(nAÎÎ2) 8qPi dnP2
(5.26)
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Полученное выражение симметрично, что следует из факта, что дифференци

альный оператор 

д2Р д2Р д2Р
дш,Р1 дШ1Рз + д^Рз + 8п1Р1 дп^Рг

не зависит от выбора (ш1,£1,П։). Это утверждение следует из стандартных 
д2Р д2Р д2Р д2Р

а..р,а..р,՛ э(,р,э„р/ ап,р,ап,ра * "р™"“ а.,а а.,а’ 
а1? а2р „ ,

п п а р , д—5~Б—=֊• Следующая лемма раскрывает связь (5.26) с Леммой ։ Р1 , Р2 Ор, “1 оп1 Ра
4.

д2Р(р1,р2) 
дпР, 9пР2

Лемма 5. Пусть Р(и) = Р(Рх,Р2) задана по (3.1) с флаговой функцией р 6 

С^3\ Тогда функция Н(П։, Р1, Па, Р2), равная левой части (5.26), непрерывна и 

ограничена на каждом тогда и только тогда, когда уравнение

= 0 (5.

имеет место для каждого направления п, перпендикулярного направлению П 

от Р1 к Р2.

Доказательство : Из интегрального представления (3.1) следует 

д2Р

Отсюда выводим, что (5.26) непрерывна и ограничена на каждом тогда и 
только тогда, когда коэффициенты перед ----т и -----------,2л ՝ равны нулю.

соз(П £21) соз(П П2)
Следовательно, имеем

д2Р _ д2Р 
дпР1 дп, Р2 дпР2 дп3 Р1

Из (3.1) вытекает, что эти два условия эквивалентны условию (5.27).

Используя Леммы 4 и 5 получаем следующий критерий.

Теорема 2. Валюация ^г, определенная на кольце Пг с помощью флаговой 

функции р(Р, О) 6 посредством формул (3.1), (4-1) “ (4-8), порождает 

знакопеременную меру р на кольце 1Г тогда и только тогда, когда функция Р, 

определенная по (3.1), удовлетворяет условию (5.27). Плотность Н(у) меры р 

дается по следующей формуле : 

д2Р д2Р д2Р
дШ1Р1 дШ1Р2 + д(гР1 д^Рг дп^Рх дп,Р2 (5.28)
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§6. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Целью настоящего параграфа является преобразование условия (5.27) и пред

ставление плотности Н в терминах флаговой функции р(Р,О). Для этой цели 
Я Р( Р Р \

вычислим производную —5֊—- для некоторого Р Е Б2. Обозначим через Р2‘ 
<?дРя

точку, полученную из Ря сдвигом Ь в направлении Р ; через г и гя — длины отрез

ков (Р1, Ря), (Рх, Ря) соответственно, а через П; —направление отрезка (Р1։ Р2‘). 

Ясно, что га — Г = соз(Ол Р)Ь + о(Ь) и, следовательно

Р(Р1։ Р;) - Р(Р1, Ря) = [ [р(/, ОЗ) - р(1, П)) <11+ Г р(1,0;) И + о(Ь). (6.1) 
•/о

Из (6.1) следует, что

5Р(Р1,Рз) зш(ПА^) Г 
дрР2 г /о

' др _9р_' 
дпр

^ + р(Ря,П)соз(аА^), (6-2)

где п — направление, перпендикулярное к П и компланарное с Р и П, 

производная флаговой функции р в направлении п относительно Р, а 

др 
РпР 
др 

дпп
производная функции р в направлении п относительно П. Так как Р перпенди

кулярна к О {Р = п), то из (6.2) получаем

бР(Р1,Ра) = 1 Г 
дпР2 г /0

др . др՛ 
дпР

<11. (6-3)

В правой части (6.3) сделаем замену переменной I = г — 1 :

ЭР(РъРа) 1 Г \Jlp_
дпР2 г Л |ДР1 } ЗпП. Л, (6-4)

где интеграл берется по отрезку (Ря, Р1).

Следовательно

^ЛЛ,РД) _£Г1 Г \_др_(г_±..др_] 
М дпр2 дг [г Уо |др и 4 + апо 

1 Г др д2р ' 
г3 Л 1ар эпра„п.

Отсюда следует, что условие (5.27) эквивалентно дифференциальному тождеству

др = д2р 
дпР ~ дпРдпИ՝ (6-5)



Валюации в пространстве прямых в ЗВ.3 85

которое имеет место для каждого направления п, перпендикулярного направле

нию П (ср. с (3.5)).

Перейдем к вычислению плотности Н(у). Так как значение Н(у) не зависит от 

выбора (ы։, , От), можем использовать любую ортогональную тройку направле

ний вида (п1,пз,П). Используя (6.5), из (6.2) получаем

дР(А.А) = Эр(Р3,П) 
9п։Рз дщЛ

д^Р*рРа) = -Э4Ра’п;) «1)

где Р* — точка, полученная из Рг сдвигом Ь в направлении тц, а П* — напра

вление отрезка (Р*, Ра). Из последних двух уравнений имеем

з3р(Р1,р3) = 1 д2Р _ р 
дщ А дП1 Р3 г (аП] П)2 г ’

Аналогично
^^(А.Ра) = 1 д2р _ р
3ПаР13ПзР2 г(Зп,П)2 г՜

™ д2?Теперь из последних двух уравнений и того, что = 0, получим
0пР1 ОпР։

ад = ֊[2р + Азр], (6.6)

где А2 — лапласиан на 82.

Таким образом, из Теоремы 2, Следствия 1 и уравнений (6.5), (6.6) получаем 

следующий результат :

Теорема 3. Следующие три утверждения эквивалентны :

1) флаговая функция р(Р, П) £ порождает знакопеременную меру р в 

ЗГ с помощью формул (3.1), (4-1), (4-8);

2) для каждой плоскости е сужение р(Р,П) на плоскость е порождает 

с помощью (3.2) знакопеременную меру рл в пространстве Св прямых на 

плоскости в ;

3) для любых Р, П, р(Р, П), удовлетворяющих условию

Эр(Р,П) _ Э3Р(Р,П) 
дпР дпРдпП'

тождественно для любого направления п, ортогонального к Л.
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Определение. Флаговая функция называется выпуклой, если 2р + А3р > 0 для 

каждой точки Р G IR3.

Следствие 2. Выпуклая функция р(Р, Я) G С& удовлетворяет условию (6.7) 

для каждого направления п, ортогоналного к Я тогда и только тогда, когда 

F(iz), заданная по (3.1), есть метрика в IR3, для которой евклидовые прямые 

суть геодезические. Тогда р(Р, Я) называется финслеровой плотностью метрики 

F(p), см. [7].

Доказательство : Если р(Р, Я) — выпуклая и удовлетворяет уравнению (6.7), 

то д является неотрицательной мерой. Это утверждение справедливо для ка

ждой ре- Следовательно, на каждой с сегментная функция де([р]е) — непрерыв

ная метрика, для которой геодезические суть обычные евклидовы прямые (см. 

[5]). Доказательство первого утверждения следует из замечания, что сегментная 

функция р«(Мв) = не зависит от е. Если р — финслерова плотность ме

трики в IR.3, для которой геодезическими являются обычные евклидовы прямые, 

то сужение р на плоскость е — финслерова плотность метрики на плоскости 
, к

е, для которой геодезическими являются евклидовы прямые. Следовательно, р 

удовлетворяет уравнению (6.7) и является выпуклой (см. [7]).

ABSTRACT. Guided Ъу a decomposition of Combinatorial Integral Ge
ometry, we define a class of valuations in the space IT of Euclidean lines 
in IR3. The paper studies the possibility of extension of the valuations to 
signed measures and nonnegative measures in IT. The results are applied 
to obtain a description of metrics in JR3 for which the Euclidean lines are 
the geodesics.
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