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В настоящей статье метод инвариантного вложения применяется к 
одной задаче стохастической геометрии. В рамках теории трансляци­
онно-инвариантных случайных процессов прямых второго порядка на 
плоскости, при некоторых предположениях факторизации, получены 
дифференциальные уравнения, описывающие распределение числа пе­
ресечений тестового отрезка прямыми процесса. Показано, что при до­
полнительном условии “достаточного перемешивания” уравнения име­
ют только пуассоновские решения.

ВВЕДЕНИЕ

Академик В. А. Амбарцумян часто указывал на то, что разновидности "принципа 

инвариантности”, который он использовал в своих работах по рассеиванию света, 

могут быть эффективными и в других математических задачах (см. [1], Эпилог). 

Р. Белман и его последователи [2] развили и систематически использовали этот 

математический аппарат в ряде задач математической физики. Полностью при­

знавая приоритет В. А. Амбарцумяна, они предложили называть этот метод ме­

тодом ” Инвариантного Вложения”. Вне математической физики аналитическая 

процедура инвариантного вложения применялась в интегральной геометрии [3], 

где помогла раскрыть основные комбинаторные соотношения между мерами в

Перепечатано из Докладов Национальной Академии Наук Армении, 
том 98, по. 3, 1998, который посвящен 90-летию академика В. А. 
Амбарцумяна
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пространстве прямых и метриками.

В настоящей статье инвариантное вложение применяется в родственной области 

— стохастической геометрии. При некоторых предположениях факторизации по­

лучены дифференциальные уравнения для вероятностных распределений числа 

пересечений тестового отрезка прямыми случайного процесса прямых. Результат 

имеет место для случайных процессов прямых, трансляционно-инвариантных и 

обладающих первой и второй моментными мерами. Делаются также некоторые 

предположения гладкости.

§1 содержит необходимые предпосылки из теории трансляционно-инвариантных 

случайных процессов прямых. Доказательства свойств, приведенных в этом па­

раграфе, могут быть получены с помощью "метода фиксированных реализаций” 

(см. [4]).

В §2 методом инвариантного вложения получены дифференциальные соотноше­

ния, содержащие вероятностные распределения типа Пальма для процессов пря­

мых. В §3 рассматриваются маркированные точечные процессы пересечений, ин­

дуцированные на тестовой прямой прямыми процесса. Марки суть углы, под 

которыми происходят пересечения. Доказано, что если выполняется определен­

ное условие независимости между точечным процессом пересечений и последо­

вательностью углов пересечений, то эти соотношения преобразуются в диффе­

ренциальные уравнения. Как утверждается в заключительной Теореме, при до­

полнительных предположениях "достаточного перемешивания” и отсутствия ко- 

реляции между котангенсами углов пересечений, решением этих уравнений, для 

случайного числа пересечений на тестовом отрезке, получается пуассоновское 

распределение. В изотропном случае подобные вопросы рассматривались други­

ми методами в [б], [4], Глава 10 и [6].

§1. ТРАНСЛЯЦИОННО-ИНВАРИАНТНЫЕ ПРОЦЕССЫ ПРЯМЫХ 

Рассмотрим случайный процесс прямых на евклидовой плоскости И2. Он опреде­

ляется как случайный точечный процесс в пространстве прямых (см. [4]). Через 

д будем обозначать прямую в П?2, а через {<?,} — случайный процесс прямых 

— счетное случайное множество прямых. Буквой М обозначаем пространство 
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реализации процессов прямых, т £ М. Через Р будем обозначать вероятностное 

распределение {^,} (вероятностная мера на М). Будем говорить, что прямая д 

"пересекает” отрезок 7, если у П д есть внутренняя точка отрезка у.

Для заданного "тестового отрезка” у рассмотрим событие

Ц 1 = {7 пересекается точно к прямыми из {д,}}.

Для двух тестовых отрезков 71 и 72 и двух неотрицательных целых чисел к±, к2 
(72 А (71 1 (72 1 гл

пишем , , ) = (■ I Г) ! I. Это обозначение обобщается на любое число
\ Х1 "-2 / \ »1 / \ /

тестовых отрезков. Для вероятностей таких событий используется обозначение 
г 7 1вида Р I М. Единственную (с точностью до постоянного множителя) меру в 

пространстве прямых, инвариантную относительно евклидовых движений плос­

кости ГО.2, обозначаем dg.

Определение 1. Процесс прямых {д,} принадлежит классу Т12, если его ве­

роятностное распределение Р инвариантно относительно группы параллельных 

переносов плоскости (трансляционно- инвариантно) и первые и вторые момент­

ные меры процесса прямых {р,} имеют вид Д Нд и Д 4д1 dg2 (если д\ д2) 

соответственно, с непрерывными плотностями Д и Д.

Перечислим свойства процессов прямых из класса Т12, используемые в 

методе инвариантного вложения в §2. Их доказательства опускаются, так как 

их можно легко получить методом "фиксированных реализаций” (см. [4]).

Пусть 7 — произвольный отрезок на плоскости. Пусть он служит осью 

прямоугольника R (Рис. 1), и и2 — его боковые стороны (так называемые 

вертикальные окна). Два отрезка ку и Ь2, составляющие продолжение у, назовем 

горизонтальными окнами. Длины окон, вертикальных и горизонтальных, равны 

I, и мы будем предполагать, что I стремится к нулю.

Свойство Р1 : для каждого окна ш, вертикального или горизонтального

р (1) = 0(/)> р (2) = и р (к) = °(р) для к > 2-

Будем использовать следующие краткие обозначения

Я=(А11) иУ=(Т)-
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Рис. 1

Интенсивность точечного процесса пересечений индуцированного прямыми {#} 

на горизонтальных (Ля) или вертикальных (Ау ) тестовых прямых определяются 

следующим образом :

Ля = 1пп/-1Р(Я) и Ау = НтГ^СУ).

Свойство Р2 : существуют следующие пределы :

1пп/-аР(ЯЯ) = сяя> }1։п/֊аР(А) = сд и 1пп/ аР(В) = сд,

где НН = ^а . Событие А С имеет место, если «1 и и3 пересе­

каются одной и той же прямой из {р,}, В есть дополнение к А относительно 
(«1 «а \ „
11 1 /1 т,е֊выполняется> когда пересечения производятся двумя различ­

ными прямыми из {&}.

Свойство РЗ :

у р(?
Ь+Ь>з

й)=“<'’)•

Нам понадобятся понятия распределений типа Пальма Пу, Пя> Пд и Пяя 

процесса прямых {</,} (о геометрической теории распределений Пальма см. [4]).

Каждое из этих распределений В г определяется при / —♦ 0, как предельное услов­

ное распределение {<?,}, при соответствующем условии 2 6 {Я, У,В, НН}. 

Существует процесс прямых, распределение которого есть Пг-

Отметим, что Пд и Пяя сосредаточены на множестве реализаций, в которых 

имеются две прямые, проходящие через концы 1 и 2 отрезка у. Последние две 

прямые параметризируем углами ^1 и ф3, измеряемыми как показано на Рис. 2.
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Поэтому Пв и Пяя суть вероятностные меры в пространстве (0, х) х (0, х) х М. В 

частности, можно говорить об их значениях на событиях типа Л {01} Л {©а},

где 0։, 02 С (0, аг), {0;} обозначает событие е 0,- в точке ». Вероятностные 

распределения Пя и Пу сосредаточены на множестве реализаций, обладающих 

прямой проходящей через конец 1 отрезка 7, т.е. определены на (0, х) х М. В 

частности, значения Пя и Пу определены на событиях типа (*)©{©!}•

Обозначим через Ez математическое ожидание относительно вероятностной 

меры Пя-

Свойство Р4. Пусть /'(Ф1,т) — ограниченная функция, определенная на 

(О, х) X М. Если {#} G Ti2, тогда для любого отрезка 7

ХнЕн [F(V>i, m) I cot V»|] = XvEv F(^i, m).

Свойство P5. Пусть ^(Ф],Ф2,т)— ограниченная функция, определенная на 

(О, х) х (0, х) х М. Если {$,} G Ti2, то для любого отрезка 7

Cffff^Hff[-f’(V’i,V’2,ni)|cotV’i cot V’aU = свЕв tf>2,m).

Для стороны и прямоугольника R, и / «i, определим событие

={существует только одна прямая в {<?,}, которая пересекает V]

, I 
и выходит из R через и} С ( I , 

которое обобщается и на пересечения таких событий. Через Si обозначим интер­

вал (0, х/2), а через S2 интервал (х/2, х). Вместе со сторонами 7 и а рассмотрим 

две диагонали di и </2 прямоугольника R на Рис. 1.
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Свойство Р6. Если {д,՛} 6 Т12, то для каждой (и, их) имеет место предельное 

соотношение
1пп/-2рГ“ 1,1 =суПу [(, 7 П {&}

Отображение

(«,«1) I֊* (г,։)

определяется следующим образом :

(7,7) •"♦ (М) (^1.7) •-» (0,1) (71^1) (0,2) (^1,^1) >֊♦ (1,2)-

Свойство Р7. Если {#} £ Т12, то для каждой (и, их, и3) имеет место предельное 

соотношение

й5г։р(г«, 2)=«п4(‘--)л<я,л<ад.-
Отображение

(и,их,и2) >-» (г, *, у)

задается таблицей

(7,7,7) »֊» (2,1,2) (7,7,0՜) •֊♦ (1,1,1) (7, а, 7) >֊- (1,2,2) (7, а, а) >-» (0,2,1) 

(о՜, 7,7)'-♦(0,1,2) (а, 7, о՜)1՜* (1,1,1) (о՜, <г, 7) »“♦ (1,2,2) (о՜, ог, а) (2,2,1) 

(<Л,7>7) •-* (1,1,2) (^1>7>а) *-♦ (0,1,1) (^х,а-,7) •-* (2,2,2) (<*х,<г,о-) •-» (1,2,1) 

№>7,7) ►֊* (1,1,2) (<*2,7, °՜) '->(2,1,1) (е/3,о-,7) >-» (0,2,2) (с12,1т,ог) >->■ (1,2,1)

Предельное условие, получаемое из события А, имеет специальный статус. Фак­

тически, из метода фиксированных реализаций следует существование распре­

деления Пальма Пд только для процессов прямых, которые инвариантны отно­

сительно группы евклидовых движений (параллельные переносы и вращения). 

Для {<?,} 6 Т12 существование предела

гк = Нт[Р(А)]֊1Р((ХЛ ПА) = с*1 НтГ*Р((А ПА) (1)
1—^и \ Л / I—*и \ К 1

вытекает из Предложении 2 следующего параграфа. В (1) отрезок х определяется 

следующим образом : если событие А произошло, то {у,-} содержит прямую, 

пересекающую прямые «х и из, и в качестве х мы берем отрезок этой прямой 

между вертикальными окнами.
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§2. ИНВАРИАНТНОЕ ВЛОЖЕНИЕ

Настоящий параграф содержит два предложения для процессов прямых из клас­

са Т12. Доказательство Предложения 1, основанное на свойствах Р1 и Р4, мы 

оставляем читателю, т.к. это доказательство есть упрошенная ("первого поряд­

ка”) версия доказательства Предложения 2, которое мы приводим полностью. 

Используем обозначение

= Хк — для первой и

= Ук — 2у*-1 + Ук-2 Для второй разности относительно к.

Предложение 1. Если {з,} 6 Т։£, то существует предел

11т(А^0 1 ((*!1)п{зд)+

где 5] — интервал (0, тг/2), 52 — интервал (тг/2,х).

(2)

Предложение 2. Если {^.} € 7։£ и существует предел

М [р (1‘) ' р (*) “ р (0 + Р (‘)
то существуют (1), причем

М?) = ~2сл + св^2Ук, (3)

где

-Пв

Ук = Пв И ) п {51} П {51Н + Пд П ) П {52} П {52}

П {52} П {5!}
(4)

51 и 52 как в Предложении 1.

Доказательство : Для удобства записи мы иногда используем обозначение (см.

Рис. 1) 7 = о՜! и а = (т2. Для каждого выбора т из совокупности {о՜!, а21 ^1,й2)

представим к как объединение несовместных событий

к 11дз>0
Т VI Д2

к Ь. 32



12 Р. В. Амбарцумян

Из свойства РЗ, при I —» О

т VI еа
к 31 32

и следовательно

Т VI Vշ

к Л 32 (5)

Прямая, которая входит в треугольник через одну из сторон, выходит из тре­

угольника через одну из остальных сторон. Следовательно, имеют место тожде­

ства

О՜!
к

VI
О

VI
О

па \ / <71 VI
32) 1 Д к &

112 \   /а а VI
о / ~ V к (6)"а А _ (

32) \к
«2^ 

0 )

и аналогичные тождества для па- В выражении

Е> = Р к )

заменяем вероятности на их разложения (5). Далее, вероятность каждого события 

(а' з'1 ’ Где ЛИб° = О’ ЛИ$° = заменим> используя (6) (или аналог

(6) для <та)- В полученной сумме вероятности каждого из событий (Л1 |,
\ к 31 32)

где хотя бы один из индексов л или л равен нулю, встречаются дважды с

противоположными знаками. Таким образом, эти слагаемые сокращаются и мы

получим

где (7 = {п2,7, <т} х {пх.у, а}, причем события в объединении несовместны.

Следовательно, используя (8), вероятности в (7) могут быть заменены суммами 

вероятностей событий. Из свойства РЗ для пар (их,и2) = (иа.у), (п2, <т), (у, пх) и 

(<7, VI) имеем

рЬ * ^=<),
«1 «а/ ՝ '
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и (7) принимает вид

«1
«2

и2) + Г>|7 1,1V17 "2 \ « «2

(=1,2 [_(и1,иа)бРх

а,- «1 «2
к иг иг

с£, «1 п2 
к их «2

+ о(/а). (9)

где в последней сумме {71 = {7, а} х {7, а}. Отметим, что

Разделим (9) на I3 и перейдем к пределу при I 0. Используя Р7, легко

проверить, что

Й5г’Е Е ՝
1.1,2 "(111,^3)6^1

-Р VI vշ
«I «2

«1
«1

«2
«2

= свД2у*.к к

Согласно определению отрезка х

* 
к

о՜.-
к ПА = ПА О А = ( , Х , ) П А. \ к — 1 У

X 
к и

Существование пределов, 1=1,2

Нт Г3Р ։-»о
(Г, «1 «2
к их = САХк ап<1 1—0 \ к «2 VI = СЛ®к-1

следует из существования пределов £*(<, а) (сначала для г0, потому что х_к = 0 

и затем последовательно для всех г*). Предложение 2 доказано.

§3. ФАКТОРИЗАЦИЯ И УСЛОВИЕ ДОСТАТОЧНОГО

ПЕРЕМЕШИВАНИЯ

Согласно требованию трансляционной инвариантности, вероятности Р за­

висят только от длины I и направления а отрезка 7. Таким образом, можно 

использовать "функциональное” обозначение

I) =Рк(!>а)

и левая часть (2) приводится к виду 

Нт 1-.0
Ркр/Р + Р, а + £) - Рк{1, а) _ >-1дРк(!> а) 

даI
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а для (3), применяя разложение Тейлора, находим

г/ч г Pk(Vt2 + P,a + ß)- 2pk(t, а) + pt(>/i4 + fl,a-ß) _ 
= hm ————p----------------------------

Öl Ott
Справедливость (10) требует предположения гладкости, см. Теорему. Возврат 

щаясь к правым частям (2) и (3), преобразуем их, используя свойства Р4 и Р5. 

Имеет место замечательное свойство

Avlly ((?) C{Sj}) -АуПу =АяЯя7^)со1^, (11)

где I — индикаторная функция соответствующего события (зависимость от 

тбМ явно не указывается). Аналогично, для величин yt в (8) имеем

Vk = Енн! (j^cot V1! cot V>2-

Рассмотрим следствия некоторых факторизационных предположений Fl, F2 и 

F3. Последние выражаются в терминах вероятностного распределения случайно­

го маркированного точечного процесса пересечений {Pi,i/>i}!։ индуциро­

ванного прямыми из {</,-} на тестовой прямой g. Здесь Р,- = g Г)р,-, а марка V’« есть 

угол, под которым происходит пересечение в точке Р,-. Отметим, что Условия 

Fl, F2 и F3 вместе существенно слабее, чем хорошо известная в стохастиче­

ской геометрии независимость Кокса (см. [5]). Говорим, что {Р,-, обладает 

независимостью Кокса, если для тестовой прямой g любого направления а, по­

следовательность углов {tpi} не зависит от точечного процесса {Р;}, и есть 

последовательность независимых углов. Все дважды стохастические пуассонов­

ские процессы прямых {д,} управляемые случайной мерой вида £ • fi(#)dg, (£ - 

случайный множитель), обладают этим свойством.

Условие F1 : для любого направления а, любых t и k случайные величины 
(*У \ ] некоррелированы, т.е.

S-

Ец! cot= Пд Effcoti/i!.

i
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Имеем

А(а) = sin Ф/1(Ф)4ф,

где fi — плотность первой моментной меры прямых {^,} (из условия трансляци­

онной инвариантности следует, что fi зависит только от направления ф прамой 

д'), Ф — угол между направлениями ф и а. Следовательно, плотность случайного 

угла фу есть (А(а))-1 sin (^)d^. Таким образом

Ен cot ф1 = (А(а)) 1 •/ созф/1(ф)(1ф = -(А(а)) 1А/(а),

где А'(о) обозначает первую производную по а. Используя так называемые 

формулы Пальма для точечных процессов в одномерном случае (см. [4]) получаем

А(«)[п»(/ )-пя(7)] = **М.

у к — 1/ \к / ut (12)

Итак, при Условии П, соотношение (2) преобразуется к дифференциальному 

уравнению

(13)

Уравнение (13) легко решается стандартным методом характеристик. Его общее 

решение имеет вид

Рь(*.“) = 9k(A(a)t), (14)

где ?*(•) — некоторая функция от одного аргумента.

Условие F2 : для любого ос, любых t и k случайные переменные cot ф1 cot V>2 и

некоррелированы, т.е.

Енн!(Т\ 
\К J cot -фх cot ф2 = Пяя k 1 Вин cot Ф1 cot V>2.

Легко получить второго порядка аналог (12) :

л2тт (d2pk(t,a) 
енн^ Пяг/ J = ֊^5—

Таким образом, при Условии F2, (3) сводится к виду

dpk(t,a) 52p*(i,a) 2 „ d2pk(t,a)
t —dt - • + —a֊2 ֊ ֊2 сл* A®* +1 a(t, a) , (15)
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где а(1, а) = Енн со4 со4 ^2 •

Заметим [4], что сл(7) = и 2/1 (а) = А(а) + А"(а). Подставляя (14) в

(15), получим

(А + А")+ 4[(А')а - А2 • а(4, а)] Д = -(А + А") Ах*. (16)

Условие ЕЗ : для любого направления а и любого 4

Енн со1 ^Ч «Л= Ен со4 ф\Ен со1 ^2 = [А'(а)]2[А(а)]-а.

При Условии ЕЗ уравнение (16) преобразуется к виду

= -Ах*. (17)

Эта бесконечная система уравнений легко решается при дополнительном пред­

положении

х* = Р = р*(4, а), (18)

/ у \
которое означает, что в пределе события А и ■? независимы. Назовем (18) V К у
предположением достаточного перемешивания. Грубо говоря, (18) означает, что 

условие, что х лежит на одной из прямых из {<?,}, может быть игнорировано. В 

пределе, когда I —♦ 0, х получает длину I и направление а.

При условии (18) решениями уравнения (17), удовлетворяющими начальным 

условиям до(О) = 1 и д*(0) = 0 для к > 0, являются пуассоновские вероятности с 

единичным параметром дъ(1) = — е՜1. Этот результат сформулируем особо.
ЛИ

Теорема. Пусть {д,} Е ТИ обладает гладкими вероятностями пересечений 

рь(1,а). Если для каждого направления а и 4 > 0 удовлетворяются фактори- 

зационные Условия Р1, Р£ и ЕЗ, и выполняется условие достаточного переме­

шивания, торк($,а) суть пуассоновские вероятности с параметром где 

А(а) есть вт.-'преоброзование плотности первой моментной меры.

Заметим в заключение, что если условие достаточного перемешивания не вы­

полнено, то Теорема не верна, так как любой коксовский процесс прямых {(?,■} 6 

Т12 со случайным множителем £ имеет вероятности рь (4, о։) вида смеси пуассонов­

ских распределений. Последние сводятся к пуассоновским вероятностям, когда £ 
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нс случайно. Но в этом случае процесс прямых {у,} будет пуассоновским. Для 

пуассоновского {р,} условие достаточного перемешивания удовлетворяется.

ABSTRACT. In the present paper the invariant imbedding is applied 
to a problem from Stochastic Geometry. Under certain factorization 
assumptions, we derive differential equations for the probabilities which 
describe distribution of the number of intersections of a test segment by 
the lines from translation invariant random line process in the plane. It is 
shown that under additional “sufficient mixing” condition the equations 
have only Poisson solutions.
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