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Рассмотрим дифференциальное уравнение

д2и 3«
—+ 2а_ + Ьц=0, (1)

где а, Ь - постоянные.

Мы будем искать решения и уравнения (1) в односвязной области В комп­

лексной плоскости. Не умаляя общности будем считать, что О 6 Д. Пусть гра­

ница Г области О удовлетворяет условию Ляпунова. Мы предполагаем, что и 

принадлежит классу дважды дифференцируемых в Д функций, удовлетворяю­

щих вместе со своими производными первого порядка условию Гельдера в Д Г. 

На границе Г и(х, у) должна удовлетворять краевым условиям типа Римана

Леи|г = /(х,у), (ж, у) € Г, (2)

= у(г>у)> (®>у)€Г, (3)
г

где / е С<։'“)(Г) и д в С'(°'“)(Г) - заданные вещественнозначные функции на Г, 

.У - внутренняя нормаль к Г в точке (х, у).

Задача (1) — (3) называется однородной, если / = д = 0 на Г.

Задачи с дифференциальными уравнениями типа (1), но с другими краевыми 

условиями рассматривались в монографии [1]. Краевые условия (2), (3) изучались
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В [2] — И-в слУчае> когда ° = Ь = 0, задача (1) — (3) исследована в [2], [3]. Задача 

(1) — (3) рассматривалась в [5] в смысле ^-сходимости, где была доказана 

нетеровость этой задачи и вычислен ее индекс.

Пусть А1 и А։ - корни характеристического уравнения

А2 4* 2а А + Ь — 0.

В настоящей работе доказывается

Теорема. Задача (1) — (3) всегда разрешима и соответствующая однородная 

задача имеет четыре решения их, из, из, и4, линейно независимые над полем 

вещественных чисел. Если Ах = Аз = А, то при я — х + ху

= ։еАж+АГ, = ։еАж+АГ(к + я),

^з(х,у) = еАж+А։ (я-3), и4 (г, у) = еА։+АТ я я.

Если Ах ф Аз, то

их(®, у) = *еА’։+А։։, и։(г, у) = ։еА։,+А։«1

«з(®( у) = * (еА1'+А։Ж + еА։ж+А”) , и4(х, у) = еА։т+А։« — еА։ >+А։»#

Общее решение однородной задачи (1) — (3) представляется в виде линейной 

комбинации функций 1X1, •••> ^4 с вещественными коэффициентами.

Доказательство. Введем новую функцию У(х,у) по формуле

и(г.у) = е_вж-вж У(х,у), к = х + »у, (х,у) € О. (4)

Подставляя в (1), получим

лзу
^--с’У = о, (х,у)еп, (5)

где с3 = а2 — Ь.

Подставляя (4) в (2), (3) и учитывая, что функция е_аТ՜“* вещественнознач­

на, получим
ЗУ 

^у\г = /ъ ^д^г = 91'
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где
Л=ев։+“'/։ 91 = 9е°’+а2 + 2Д Ле (ае|г) , г = ге,т. (7)

Введем оператор Б, действующий в просранстве дважды непрерывно дифферен­

цируемых функций, и сопряженный оператор Б" :

Г-*-#/. (8)

В этих обозначениях задача (5), (6), эквивалентная задаче (1) — (3), примет вид : 

г(ьу)(х,у) . = о, (х,у)ед,
| ЛеУ|г =/1։ Ле|^ = 91. (9)
\ (//V р

у. д . __Учитывая, что т - вещественный оператор, получим, что если V - решение 
дм

задачи (9), то функция 1У(х, у) = Ле У(х,у) будет решением задачи

(Б-Б) 1¥(х, у) = 0, (х, у) € Д, (10)

дУ/
ЛеТГ|г = /1, Ле— =У1. (11)

оп 1г
Решение ТУ четырежды непрерывно дифференцируемо в О и вместе со своми 

производными первого порядка удовлетворяет условию Гельдера вплоть до гра- 

вицы.

Лемма 1. Любое действительное решение задачи (10), (11) можно представить 

в виде

1Р(х,у) = ЛеУ(х,у), (12)

где V - решение задачи (9).

Доказательство. Уравнение (10) можно переписать в виде 

гт+гш_л(а+с)ту=о. 
\дя ) \дх ) \дх ) \дя /

Следовательно, общее решение уравнения (10) имеет вид

ТУ(х,у) = еС2<р1(х) + е~сТ<р2(х) + ее‘ у>з(г) + е~е‘ (13)

где рх, <р2 аналитичны в Д, <р3, </>4 аналитичны в Д = {к: г € Д}.
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Нас интересует действительное решение задачи (10), (11), следовательно, 

при г € Р, т.е

IV = Не (есГу>1(г) 4- е~ег <р2(х) + есг <р3(г) 4- е"г։ у>4(г)) =

= Ке (есТ<р1(х) 4-е~еТу>»(я) 4-есТу>3(г) 4-е-еГ у>4(г)} = (14)

= Ке (есТ (р1(х) + у>з(г)) + е՜" + У>4(г)}} •

Так как функции Ы1(г) = у>1(г) 4- у>з(г) и ы2(г) = <р2(г) 4- у>4(г) аналитичны в О, 

то с учетом (14) получим

IV = Ке (е" Ш1(г) 4֊ е՜“ ы։(։)) . (15)

Общее решение уравнения (9) допускает представление

У = е“ш1(я)4-е_“и2(к), (16)

где Ы1, ы2 аналитичны в Б. Из (15) и (16) следует (12). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Однордная задача (10), (11) имеет единственное решение.

Доказательство. Пусть №(х, у) - решение однородной задачи (10), (11). Из (10) 

имеем
^(Б* Ь)1У(х,у) •№(х,у)»1х{1у=0. (17)

Известно (см. [6]), что функция №(х, у) аналитична по х и у. Учитывая однород­

ные условия (11) и дважды применяя формулу Грина в (17), получим

|ЫУ(г,у)|а</х^ = 0.

Так как (ЬIV) (г, у) непрерывна в Д то

(LW)(x,y)=0, (х,у)еБ.

Таким образом, функция IV - решение уравнения (10), следовательно

1У(х, у) - е~С2 Ы1(я) 4- есТш2(х), (18)

где с = у/а2 — Ь и ш2(х), ш2(х) - аналитические в Б функции. Из (18) имеем

Ф(х) = е֊“ хМ, (19)
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где

*(*) = Ы1(х) + е2е7ш2(ж). (20)

Подставляя (19) в (11), получим

х(*)1г = 0, (21)

дуа£г=°- (22)

Из (21) следует, что
Й = °, (23)
ио г

д где — - оператор дифференцирования по длине дуги Г. 
Оо
Учитывая (20) и (21), имеем

д/ = = о, * е г. (24)
ох оу

Дифференцируя (20) по х и у, из (24) получим

Ф'Дг) + 2се2еГФ։(г) +е2еТФ'2(г) = 0,
(25) 

гФ'^г) - 2сзе2" Ф2(г) +е2”»Ф'2(г) = 0, к € Г.

Из (25) следует, что

фг(х)|Г = 0. (26)

Далее, из (22), (23) и (26) имеем

Ф1(х)|г = 0. (27)

Функции Ф2, Ф2 аналитичны в области Д, следовательно, из условий (26) и (27) 

получаем

Х(я) = Ф^к) + е2“ Ф2(я) = 0, г £ Д. (28)

Таким образом, однородная задача (10), (11) имеет только тривильное решение. 

Лемма 2 доказана.

Вернемся к доказательству теоремы. Известно [6], что если задача (10), (11) 

имеет единственное решение, то она разрешима для произвольных Д и д2. В силу 

леммы 2 задача (10), (11) имеет действительное решение 'V/, которое, согласно 
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лемме 1, представляется в виде W = Re V, где V - решение задачи (9). Таким 

образом, задача (9) разрешима.

Если Vi, Уз ~ решения задачи (9), для которых W = ReVi, W = ReVj, то

Re (Vi - V2) = 0. Из [4] следует, что

V1 — V2 = C1U1 + CjUj + C3U3 + C4U4,

где Ci, i = 1,4 - вещественные постоянные. Теорема доказана.

Автор выражает благодарность Н. Е. Товмасяну за полезные консультации.
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